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Untersuchungen über die Anwendung der imaginären 
Grössen in der Curvenlehre. 


Von 
Herrn Professor Dr. Durege 


am Polytechnikum in Zürich, 


nn 


Die folgenden Betrachtungen schliessen sich an die beiden be- 
merkenswerthen Abhandlungen des Herrn Siebeck („Ueber die 
graphischeDarstellungimaginärerFunctionen.“Crelle’s 
Journ.Bd.55, und: „DieBrennpunkteeinesKegelschnitts 
alssolche Punkte der Ebene aufgefasst, in welchen je 
zweientsprechende Punkte zweier kreisverwandter Sy- 
steme vereinigt sind.“ Grunert’s Archiv Bd.33.) an. In 
diesen Abhandlungen ist gezeigt, wie man vermittelst der imagi- 
nären Grössen die Verwandtschaft zweier ebener Figuren analytisch 
behandeln kann, und dadurch der Grund zu einer neuen, auf die 
geometrische Darstellung der imaginären Grössen gebauten Behand- 
lungsweise der analytischen Geometrie gelegt worden. Hierzu 
einige Beiträge zu liefern, ist der Zweck dieses Aufsatzes. 


I. 


1. Ich beginne mit einigen Bemerkungen über den Ausdruck 
für den Krümmungskreis einer Curve. Da diese sich auf die 
Lehre von der Kreisverwandtschaft stützen, so möge zunächst 
Folgendes vorangeschickt werden. 


Drückt man die Punkte zweier verwandter Figuren- Systeme 
durch die Werthe zweier complexer Variablen z und y aus, so 
kann man die Verwandtschaft nur dann durch eine Gleichung 
zwischen & und 3, welche keine dritte veränderliche Grösse ent- 
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hält, ausdrücken, wenn die beiden Systeme in ihren kleinsten 
Theilen ähnlich sind; daher hat Siebeck solche Verwandtschaf- 
ten isogonale genannt. Wenn dies nicht mehr der Fall ist, 
so wird y, wenn man z=5+in setzt, so von den reellen Bestand- 
theilen & und 7 der complexen Variablen x abhängig sein, dass 
diese nicht einzig und allein, in der Verbindung &E+ in in der 
Function y enthalten sind. Dies tritt z.B. bei der Verwandtschaft 
der Affinität ein. Bei dieser sind die Abscissen je zweier ent- 
sprechender Punkte einander proportional, ebenso auch die Ordi- 
naten, aber nach einem anderen Verhältnisse *). Setzt man daher 
z=5&+in, so wird y=a5-+ibn zu setzen sein, wo a und 5 zwei 
Constanten bezeichnen. Es ist dann nicht mehr möglich, 2 y durch 
die Veränderliche x allein auszudrücken. 


Die einfachsten isogonalen Verwandtschaften, von denen im 
Folgenden allein die Rede sein soll, sind nun diejenigen, bei wel- 
chen jedem Punkte des einen Systems nur ein einziger Punkt 
des anderen entspricht. Bei solchen muss daher „ eine eindeutige 
Function von z, und © eine eindeutige Function von y sein. Nun 
hat Möhius”**) gezeigt, dass die Verwandtschaft der Aehnlich- 
keit entsteht, wenn dem unendlich entfernten Punkte des einen 
Systems auch der unendlich entfernte Punkt des anderen Systems 
entspricht. Dann muss also y eine ganze Function von x, und 
x eine ganze Function von y sein, und folglich wird die Aebnlich- 
keit dadurch ausgedrückt, dass eine der beiden Variabeln = und 
y gleich einer linearen Function der anderen gesetzt wird. | 


Die Kreisverwandtschaft entsteht nach Möbius, wenn zwar 
wieder jedem Punkte des einen Systems nur ein einziger Punkt 
des anderen, den unendlich entfernten Punkten jedes Systemes 
aber endliche Punkte des anderen entsprechen. In diesem Falle 
muss daher jede der beiden Variablen x und y eine solche ein- 
deutige Function der anderen sein, welche nur für einen einzigen 
Werth der letzteren unendlich wird. Es müssen also x und y 
durch eine Gleichung verbunden sein, welche für jede der beiden 
Variablen vom ersten Grade ist; oder y ist auszudrücken durch 
einen rationalen Bruch, dessen Zähler und Nenner in Bezug auf 
z vom ersten Grade sind. In der That hat Siebeck gezeigt, 
dass, wenn x und y durch eine Gleichung von der Form 

(1) uch: 
Tr+tsze’ 


*) Möbius. Der barycentrische Caleul. Leipzig 1827. p. 195. 

*) Möbius. Die Theorie der Kreisverwandtschaft. Abhandl. der 
math.-phys. Classe der kgl. sächsischen Gesellsch. der Wiss. Bd.2. 
Leipzig 1855. 
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in welcher p, 9, r, s complexe Öonstanten bedeuten, verbunden sind, 
jedem von dem veränderlichen Punkte x beschriebenen Kreise im 
Allgemeinen ein von dem Punkte y beschriebener Kreis entspricht*). 
Hierbei ist noch Folgendes zu bemerken. Da nicht bloss jedem 
endlichen, sondern auch dem unendlichen Punkte ein bestimmter 
Punkt entspricht, so wird es angemessen sein, auch den unend- 
lichen Punkt als einen bestimmten aufzufassen. Daher ist die 
Riemann’sche Vorstellungsart hier ganz am Platze, nach wel- 
cher die unendliche Ebene als eine geschlossene Fläche, und der 
unendlich entfernte Punkt als ein bestimmter Punkt in derselben 
zu betrachten ist. Demgemäss gehen dann alle Geraden, auch 
solche, die nicht parallel sind, durch den unendlich entfernten 
Punkt; man wird also daraus, dass zwei Gerade den unendlich 
entfernten Punkt gemein haben, noch nicht ihren Parallelismus 
zu folgern berechtigt sein. 


Bringt man die Gleichung (1) auf die Form 


c 
’ 
za 


y-bz= 


sowie a, d, ce drei andere complexe Constanten bezeichnen, so 
bedeuten a und d die beiden Centralpunkte der Kreisverwandt- 
schaft, nämlich diejenigen beiden Punkte, welchen der unendlich 
entfernte Punkt des anderen Systems entspricht; denn, wie sich 
unmittelbar ergiebt, ist y=» für z=a und =» für y=b. 
Beschreibt dann z eine Gerade, welche nicht durch a hindurch 
geht, so beschreibt y einen Kreis, der durch 5 geht; jeder durch 
a hindurchgehenden Geraden x aber entspricht eine durch 5 hin- 
durchgehende Gerade y. Nimmt man irgend zwei von a und d 
verschiedene Punkte =, und y, an und setzt von ihnen fest, dass 
sie einander entsprechen sollen, so hat man auch 


y—b 474 
yA—b z-a 


Hiernach ist das ganze System der entsprechenden Punkte be- 
stimmt, sobald die Centralpunkte a und 5 und irgend ein Paar 


*) Der nächste Schritt würde jeizt zu der Annahme führen, dass 
jedem Punkte des einen Systems zwei Punkte des anderen entsprechen. 
Dann würden £ und % durch eine Gleichung zu verbinden sein, welche 
in Bezug auf jede Veränderliche vom zweiten Grade ist. Man hätte 
dann nach Riemann die Ebene als aus zwei Blättern bestehend zu be- 
trachten, und die Windungspunkte des einen Systems würden zugleich 
die Brennpunkte (im Sinne Siebeck’s) des anderen sein. 


ı* 
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entsprechender Punkte z, und y, gegeben sind; und da aus die- 
ser Gleichung folgt, dass das Dreieck y,by dem Dreiecke zaz, 
einstimmig ähnlich sein muss, so kann zu jedem Punkte x der 
entsprechende y mit Leichtigkeit construirt werden. 


Für das Folgende ist es von Wichtiekeit, bei einer gegebenen 
Kreisverwandtschaft denjenigen Kreis leicht zeichnen zu können, 
welcher einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden entspricht. 
Um diese Aufgabe zu lösen, nehmen wir die, die Kreisverwandt- 
schaft bestimmende Gleichung in ihrer allgemeinsten Form ge- 
geben an: 


(1) Ohr sera 
Beschreibt nun x eine Gerade durch den Nullpunkt, so geht der 
Kreis y durch die beiden Punkte ? (für »=0) und  (lür2= ). 
Differentiirt man ferner die vorige Gleichung, so erhält man: 


dy__r9—sp 
dx” (r+sx)2 ’ 


@.-37 
da) 2 ° 


‚also bildet das Bogenelement des Kreises y im Punkte # (oder, 


und für z=0: 


was dasselbe ist, die Tangente in diesem Punkte) mit der Geraden 
x denselben Winkel, wie der Radius Vector des Punktes SZ 
mit der Hauptaxe (d. h. derjenigen Geraden, deren Punkte die 
reellen Zahlen repräsentiren). Hat man in der Gleichung (1) die 
Constante r durch Division ım Zähler und Nenner in 1 verwan- 
delt, und beschreibt der Punkt x die Hauptaxe selber, so giebt 
der Radius Vector des Punktes 


ae 
sogleich die Richtung der Tangente im Punkte p an. Da man 
nun zwei Punkte des Kreises und in einem derselben die Richtung 


der Tangente bestimmen kann, so hat die Construction des Kreises 
keine Schwierigkeit. 


Unter den mannigfaltigen Formen, welche die Gleichung der 
Kreisverwandtschaft annehmen kann, möge nur eine hervorgehoben 
werden, nämlich die folgende: 


m 4 int 
+ir ’ 


y= 74 


nn 


xt 


der imaginären Grössen in der Curvenlehre. 5 


in welcher m und n zwei complexe Constanten bezeichnen, unter 
z aber eine reelle Variable, also ein Punkt, welcher die Haupt- 
axe durchläuft, verstanden werden soll*). In diesem Falle geht 
der Kreis y durch die Punkte m und n; die Tangente in m aber 
hat die Richtung des Radius Vectors des Punktes Hi(n— m), 
sie steht also senkrecht auf der Geraden mn, und folglich sind 
m und n die Endpunkte eines Durchmessers des Kreises. Ist 


n=—m, also 
1 Fir 


ii l-+tir’ 


-. so sind die in Bezug auf den Nullpunkt diametral gegenüberliegen- 


den Punkte m und — m die Endpunkte eines Durchmessers; daher 
fällt der Mittelpunkt des Kreises in den Nullpunkt, und der Halb- 
messer ist gleich dem Radius Vector om **). 


2. Wenn die variablen Punkte z und y zwei nach irgend 
einer durch die Gleichung 


y=f(&) 


ausgedrückten Verwandtschaft einander entsprechende Curven 
beschreiben, so kann man stets die Curve x nach irgend einer 
anderen Verwandtschaft mit einer beliebigen Geraden oder auch 
mit der Hauptaxe in Beziehung setzen. Durch Substitution des 
betreffenden Ausdrucks für x erhält man dann auch % durch die- 
jenige Variable ausgedrückt, welche diese Gerade beschreibt, und 
es erhellt, dass man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen 
kann, x beschreibe eine beliebige Gerade und 


y=f(e) 

sei die Gleichung irgend einer derselben entsprechenden Curve. 
Denkt man sich nun in irgend einem Punkte y dieser Curve den 
Krümmungskreis, so kann man denselben stets als einen der Ge- 
raden x kreisverwandten Kreis betrachten; denn da der Punkt y 
der Curve einem Punkte x der Geraden entspricht, so wird es 
nur darauf ankommen, die Oentralpunkte einer Kreisverwandtschaft 
so zu bestimmen, dass der kreisverwandte Kreis eben der Krüm- 
mungskreis wird. Da aber der letztere von einem Punkte der 
Curve zum anderen sich ändert, so werden auch die Centralpunkte 
der Kreisverwandtschaft von Punkt zu Punkt ihre Lage ändern 
und daher von x und y abhängig sein. 


*) In der Folge werden solche Grössen, die nur reelle Werthe 
haben, ausschliesslich durch die kleinen griechischen Buchstaben 


bezeichnet werden. 
”*) Vgl. Siebeck, Crelle’s Journ. Bd. 55. p. 235. 
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Hält man nun irgend einen Punkt y der Curve, entsprechend 
einem Punkte z der Geraden, fest und bezeichnet mit z und tzwei 
in Kreisverwandtschaft stehende Variable, von denen die letztere, 
t, die nämliche Gerade beschreibt wie x, so kann man, wenn man 
zunächst nur beachtet, dass der, der Geraden ? entsprechende 
Kreis z durch den Punkt y (entspr, x) hindurch gehen soll, nach 
$. 1. setzen: 


Mile 7 oder («—5) (-a)=(y—b)(@—a), 


(2) 


worin a und 5 die noch zu bestimmenden Uentralpunkte der 
Kreisverwandtschaft bedeuten. Diese Bestimmung kann nun da- 
durch geschehen, dass der Krümmungskreis nieht bloss durch den 
Punkt y, sondern auch noch durch zwei demselben unendlich nahe 
liegende Punkte hindurch gehen muss. Demgemäss muss die 
vorige Gleichung erfüllt bleiben, wenn man gleichzeitig 


t=cH4 den a=yHtdy 


und 


=c+2dr, z=y+2dy+d?y 


setzt*). Es leuchtet ein, dass dies darauf hinaus kommt, die 
Gl. (2) nach z und y zu differentiiren und bei dieser Differentiation 
t und z als constant zu betrachten. Dadurch erhält man die bei- 
den Gleichungen: 


(y—-b)de+(z—a)dy=0, 
2dz dy+(2— a) d?y=0; 
und aus ihnen, wenn man der Kürze wegen 


TEE 


PS » da2I 


u 


setzt, 


2y' 2y'? 
I ger‘) b=: re ag 7° 
Her RTRRT 


Nachdem hierdurch die Centralpunkte der Kreisverwandtschaft 
in ihrer Abhängigkeit von x und y ausgedrückt sind, erhält man 
durch Substitution dieser Ausdrücke in (2) für den Krümmungs- 
kreis RE Gleichung: 


*) So lange 7 eine Gerade beschreibt, kann d27 constant und anss 
d?2Z=0 angenommen werden. 


r 
% Mer ” 
Pte Fr 
Er 
u 
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y" 1 
£ y-(Y a) ta) 
gi RN 


Diese Betrachtung bestätigt zunächst die Richtigkeit eines 
Satzes, den Siebeck in seiner ersten Abhandlung ohne Beweis 
mitgetheilt hat*). Da nämlich der Krümmungskreis einer Geraden 
kreisverwandt ist, so geht er stets durch seinen Centralpunkt 


2y'2 
= 7 hindurch (was auch die Gl. (3) bestätigt, denn für 
2y'2 
t=» wird z=y— « ). Nimmt man nun an, dass die Gerade, 


welche von x und ? beschrieben wird, sich um einen festen Punkt, 
den wir durch x bezeichnen wollen, dreht, so erhält man für y 
eine Schaar der Verwandtschaft y„=f(=) angehöriger Curven, die 


- alle durch einen festen Punkt y (entsprechend x) hindurch gehen. 


Für diesen festen Punkt haben nun aber auch y’ und y” feste 
Werthe, und daher ist auch 5 ein unveränderlicher Punkt. Dem- 
nach haben die Krümmungskreise an dem gemeinschaftlichen 
Punkte einer Schaar durch denselben hindurch gehender Curven z, 
welche alle nach der nämlichen Verwandtschaft „=f(z) den sich 
in einem Punkte schneidenden Geraden x entsprechen, noch einen 
zweiten Punkt gemein, und bilden ein System von Chordalkreisen. 


3. Setzt man in der Gl. (3) 


und lässt t veränderlich sein, während x fest bleibt, so beschreibt 
t; eine der Geraden ? parallele Gerade, die aber durch den Null- 
punkt geht. Daher kann man, wenn k irgend einen bestimmten 
Punkt dieser Geraden, und 6 eine reelle Variable bedeutet, 


tı ko 


setzen. Wird ausserdem noch der Kürze wegen 


y' 


gesetzt, so geht die Gleichung (3) des Krümmungskreises über in: 


Se = @yu—y’)ko 
ran I-aiuhoa. 


e 


°) Crelle’s Journ, Bd. 55. pag. 232. Note. 
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Diesen Ausdruck kann man nun durch Einführung einer anderen 
reellen Variablen z auf die $. 1. erwähnte Form 


. ytWr 
19 | *, 7 Wir 
bringen, so dass dann v den dem Berührungspunkte , diametral ge- 


v 
genüberliegenden Punkt des Krümmungskreises und folglich g + 


den Krümmungsmittelpunkt bedeutet. Zu diesem Ende setzt man 
T 
B— yr’. 
so dass r für alle reellen Werthe von o ebenfalls reell bleibt; 
dann erhält man': 


0= 


Guk—y)y— y'k 
‚Ly@= + auge INT TR 
B—yr + 3ukr Pe 


Soll nun dieser Ausdruck die Form (4) annehmen, so muss es 
‚zuerst möglich sein, die reellen Grössen ß und y so zu bestim- 
men, dass 


ı — 


werde, und dann ist 


w=iy 5 


Diese Bestimmung ist aber möglich, denn man erhält sofort 


und folglich ist y der reelle und iß der imaginäre Theil der com- 
plexen Grösse 3u%. Alsdann ergiebt sich für den diametral gegen- 
über liegenden Punkt: 


k: “ 
vm—y— GB ’ 
und für den Krümmungsmittelpunkt: 


Ne ER ky 


Lässt man nun den Punkt y auf der gegebenen Curve seine Lage 
ändern, so beschreibt der Krümmungsmittelpunkt die Evolute der 
Curve; bezeichnet man daher den Evolutenpunkt, welcher dem 
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Curvenpunkt y zugehört, mit E, so erhält man für die Evolute 
die Gleichung 
| a 
worin nun 2iß den imaginären Theil von kw oder I bedeutet. 
Dieser Ausdruck nimmt eine noch einfachere Gestalt an, wenn 
man den Neigungswinkel des veränderlichen Punktes „’ einführt. 
Bezeichnet man diesen nämlich mit @ und setzt demgemäss 


y=oe!W, 
so ist 
dy (de, ., 
vi latieq )er 
und daher 


Nun liegt ferner der Punkt % auf einer durch den Nullpunkt gehen- 
den, mit x parallelen Geraden, folglich hat das Element dx die 
Richtung des Radius Vectors von %k; bezeichnet daher dä ein 
reelles Differential, ein Element der Hauptaxe, so kann 


dz — kd£ 
gesetzt werden; dann ist 


1 de dp 


ku= 3 tig 


und der imaginäre Theil hievon 
Wiß=i n : 
Y_ dy 
made} 


und damit erhält man für die Evolute den ausserordentlich ein- 
fachen Ausdruck: 


ebenso ist 


ky=k 


.d 
E=ytin, 


worin den Neigungswinkel des Punktes 2 bedeutet. Der Krüm- 


mungshalbmesser endlich wird dann ausgedrückt durch 


Y 
mod. (22). 
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4. Wenn der Krümmungskreis in eine Gerade übergeht, so 
ist der Berührungspunkt ein Wendepunkt der Curve. Dies tritt 
nun ein, wenn die dem Krümmungskreise kreisverwandte Gerade 
durch ihren Centralpunkt hindurch geht. Wenn also für irgend 
einen Werth von z der Gentralpunkt 


2y' 
| y" 
auf der Geraden x selbst liegt, so ist der entsprechende Curven- 
punkt y ein Wendepunkt. ‚In diesem Falle ist aber a—x eis 
Punkt, dessen Radius Vector der Geraden x parallel ist, dasselbegilt 


2y' ; 
also auch von “r und von gr Construirt man daher die Üurve, 


a—=x+ 


welche der veränderliche Punkt er beschreibt, und sucht die 
Punkte auf, in welchen sie von einer durch den Nullpunkt mit 
der Geraden x parallel gezogenen Geraden geschnitten wird, so 
geben diese Punkte die Werthe von $(a—x), für welche die 
Curve 4 Wendepunkte besitzt. 


un, 


d. Eine zweite Bemerkung betrifft die Bestimmung der Fuss- 
punktencurve für eine gegebene Curve. Um. diese zu, erhalten, 
muss zuerst die Aufgabe gelöst werden, den Fusspunkt des Per- 
pendikels zu finden, das vom Nullpunkte auf eine gegebene Ge- 
rade herabgelassen ist. Sei 


a+br 


der Ausdruck einer Geraden, welche durch a hindurchgeht und 
mit od parallel läuft. Fällt man von o auf dieselbe ein Perpen- 
dikel und bezeichnet mit p den Fusspunkt desselben, so liegt 
erstlich p auf der obigen Geraden; also giebt es einen reellen 
Werth von r, für welchen 


p=a+tbr 


ist; zweitens aber steht op senkrecht auf od, daher muss es auch 
einen reellen Werth o geben, für welchen ” 
p = ibo 
ist. Man hat also 
a+br = ibo 
oder 


\ 
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Hiernach sind die beiden reellen Werthe r und o dadurch be- 


stimmt, dass —r der reelle und io der imaginäre Theil der com- 
RE - . 
plexen Grösse j sein muss. Wendet man eine von Bjerknes *) 


vorgeschlagene Bezeichnungsweise an, nach welcher der in i mul- 
tiplicirte Theil einer complexen Grösse u durch 


im («) 


ausgedrückt wird, so kann man in unserem Falle schreiben: 


=in(5) 
G=ım b $) 


und erhält dann für den gesuchten Fusspunkt p» des auf die Ge- 
rade a+5r vom Nullpunkte gefällten Perpendikels den Ausdruck 


p=ib im (5) 


Nun sei, durch eine reelle Variable o ausgedrückt, 


z=f(e) 


die Gleichung einer Curve; dann wird die Tangente am Punkte z 
durch 
dz 
z+ de T 
ausgedrückt**), wo 7 eine andere reelle Variable bedeutet. Für 
den Fusspunkt y des aus dem Nullpunkte auf die Tangente gefäll- 
ten Perpendikels erhält man daher nach dem Vorigen: 


(8) ya "(a ). 


und dies ist also für ein veränderliches z zugleich die Gleichung 
der Fusspunktencurve. 


Um diese Betrachtung auf ein Beispiel anzuwenden, wollen 
wir die Fusspunktencurve einer ‚Hyperbel aufsuchen. Man kann 


*) Ueber die geometrische Repräsentation der Gleichungen zwischen 
zwei veränderlichen, reellen oder ae Grössen. Universitäts-Progr. 
Christiania 1859. pag. 28. 

*’) Siebeck. Crelle's Journ. Bd. 55. pag: 234. 
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leicht einen einfachen Ausdruck für eine Hyperbel gewinnen, wenn 
man die Eigenschaft analytisch ausdrückt, dass zwei von einem 
Hyperbelpunkte mit den Asymptoten parallel laufende Gerade von 
den Asymptoten zwei Stücke abschneiden, deren Product constant 
ist. Sei z ein beliebiger Punkt der Hyperbel, deren Mittelpunkt 
im Nullpunkte liege; man ziehe aus z zwei Parallelen mit den 
Asymptoten und bezeichne die Durchschnittspunkte mit den letz- 
teren durch x und u, so ist, wenn der constante Werth des Pro- 
ducts der Abschnitte durch c? bezeichnet wird, 


zu=c? und z+u=z. 


2 
Durchläuft nun x die eine Asymptote, so beschreibt z = z diean- 
dere Asymptote, und die Hyperbel wird durch die Gleichung 


HS 
3=T IsEr 
X 


ausgedrückt. Da c die mittlere Proportionale zwischen den 
Asymptotenpunkten x und ist, so halbirt der Radius Vector des 
Puuktes c den Winkel zwischen den Asymptoten; es wird daher 
am einfachsten sein, ce als Ausdruck der Einheit anzunehmen, 
und dann hat man für die Hyperbel 


1 
=2tZ> 


worin nun x eine durch o gehende Gerade beschreibt, welche die 
eine Asymptote der Hyperbel bildet, während die andere von 


1 
dem veränderlichen Punkte Bi beschrieben wird. Will man jetzt 


z durch eine reelle Variable g ausgedrückt haben, so braucht 
man nur 
x —ıkd 


zu setzen, wo k einen beliebigen Punkt der Asymptote x bedeutet. 
Wir wollen der Einfachheit wegen gleich annehmen, dass dieser 
Punkt k vom Nullpunkte die Entfernung 1 habe, dass also mod. k 
=1 sei. 


"Um: nun die Fusspunkteneurve der Hyperbel zu finden, bil- 
den wir zunächst 


di 1 1 


Hriasmz en) 


und mit Berücksichtigung von de=kde: 


1 
Man übersieht leicht, dass durch 2-7 die der Hyperbel z con- 


1 Et. 
jugirte. Hyperbel ausgedrückt wird, weil ae: dem Punkte dia- 


metral gegenüberliegt; bezeichnet man diese durch z’, so hat 
man einfach 


dz an 


——— 


de 


(worin zugleich der Satz enthalten 4% dass die Tangente einer 
Hyperbel dem copjugirten Durchmesser parallel ist), und erhält 
dann aus (5) die Fusspunkteneurve ausgedrückt durch die Gleichung 


N a 
y=iöin($) 


Weil aber oe reell ist, so ist im (%) = oim (+) ‚ und daher 


PK BERG 
yzı ım (2). 


Um nun diese Gleichung weiter zu entwickeln, kehren wir zu den 
reellen, die complexen Grössen zusammensetzenden Ausdrücken zu- 
rück. Bezeichnet man mit « den Winkel, welchen die Asymptote 
x mit der Hauptaxe bildet, so ist, weil mod. k=1 angenommen 
war, 


k=cosae+tisine, cr=ko=o(cosae+tisine); 
demnach 


A z =(0e+4 )eoschi(gF Join, 


also, wenn man der Kürze wegen 
1 1} 
es Ö, —_—>?E 
e+ r GERT 


setzt; 


2_%2 
sin da 


de +1 


2 _dcose +issine _ 
= "ecose + iösina  Bcos?e- n 02 sin?« 


ee Fa ee, Is BT 
En it Se 2 37 DR 
TR EN u Zn RE 
\ r ve» c 
EL 
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» 


Demnach ist 
(z un a 5. (E20) E sin 2a Isin?« 
im _ vage: 1; a 
oe? +37 2cos2e 


® cos?a-+ 'cos?@-+ö2sinda 


Um nun dies wieder durch z auszudrücken, führe man Exponen- 
tialgrössen ein und schreibe 


e = —2ia 
0? +5 .— ezia__ g-2ia 


substituirt man darin 
e=7 und eie=k, 


so erhält man: 


1 
Fr 
iin (7) =— 2 72 = 1 
MA 
ehaT 
1 
ee 


Be ei 


und endlich, da "=x — 5 war, 


Pr 


| 

kr — 75 
ER 
2 x 


Dies ist die gesuchte Gleichung für die Fusspunktencurve der 
Hyperbel. Dieselbe lässt sich aber mit einer anderen Hyperbel 
in Beziehung setzen. Weil nämlich 


ist, so beschreibt der veränderliche Punkt ” die Gerade 2; setzt 
1 
man daher 1a =v, so sind v und 5 wiederum die Asymptoten der 


gegebenen Hyperbel.. Ausserdem ist A? — 3 — %Misin?2e, man hat 


also auch 


| 
F 
| 
| 
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Wi sın da 
iM ee 1 
ae 
oder 
Isin da 
Im Ta 
vr 


Darin ist aber » + Leo der Ausdruck einer Hyperbel, deren 


Asymptoten auf denen der gegebenen Hyperbel senkrecht stehen. 
Setzt man endlich noch 


w — 
2sin2a 
so ist o’ eine der Hyperbel w ähnliche und ähnlich liegende 


Hyperbel, da ihre Radien Veetoren im Verhältnisse von 1:2sin ?« 
verkleinert sind, und man erhält 


ws 


ap Zi 
%y I 


so dass die Fusspunktencurve y der Hyperbel w‘ reciprok ist. 
Für den speciellen Fall der gleichseitigen Hyperbel, in welchem 
die Fusspunktencurve eine Lemiscate ist, hat Siebeck dies Re- 


sultat aus einer anderen Betrachtung abgeleitet *). L 


HäR. 


6. Ich wende mich nun zur Betrachtung einer speciellen Art 
von Curven, die aus den Kegelschnitten entspringen. Siebeck 
hat in seiner zweiten Abhandlung (Grunert’s Archiv Bd. 33.) 
gezeigt, dass in Uebereinstimmung mit dem barycentrischen Caleul 
der Ausdruck 

_ a+2Ör+cr? 

I, +2i7 + ur? 
einen Kegelschnitt bedeutet, wenn r eine reelle Variable bezeich- 
net, und der Nenner ganz reell ist. Es wird weiter unten. sich 
zeigen, wie man direct zu diesem Ausdruck gelangen kann. Da 
hierin ‚4 für ein unendlich grosses 7 einen endlichen Werth an- 
nimmt, so lange a von Null verschieden ist, so geht die von y 
beschriebene Curve entweder gar nicht oder einmal oder zwei Mal 
durch den unendlich entfernten Punkt, je nachdem die Gleichung 


) Crelle’s Journ, Bd. 55. p- 252. 
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+ 2 + u? —=0 


keine oder zwei gleiche oder zwei ungleiche reelle Wurzeln hat. 
Der Punkt y wird daher in diesen drei Fällen, wie Siebeck auch 
angiebt, eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel beschreiben. 


Man kann nun in diesen drei Fällen der obigen Gleichung 
einfachere Gestalten geben. Wenn man nämlich statt der Variablen 
r eine andere stets reell bleibende Variable o einführt, durch 
welche der Ausdruck für y seine Form nicht ändert, was im All- 
gemeinen durch eine Substitution von der Form 


_ e+Ps 
KR 1 +76 


geleistet wird, so kann in den drei erwähnten Fällen der Nenner auf 
1-+ 62, 1,1—0? reducirt werden, so dass man für die Parabel dieselbe 
Form wieder erhält, unter welcher Siebeck diese Curve in seiner 
ersten Abhandlung betrachtet hat. Die Ausführung der Rechnung, 
welche keinerlei Schwierigkeiten unterliegt, möge hier der Kürze 
wegen übergangen werden. 


Es soll nun die Parabel weiter nicht berücksichtigt, sondern 
nur die Ellipse und Hyperbel betrachtet werden, deren Gleichun- 
gen sich also in den Formen 


a-+?25o + co? a+2bo + co? 
Vet und % ar yo: 15: 


schreiben lassen; a, &, c bedeuten darin beliebige complexe Con- 
stanten. Nun ist aber ersichtlich, dass jeder dieser Ausdrücke 
sogleich in den anderen übergeht, wenn o sich in io verwandelt. 
Daher kann man beide Curven wieder unter einem gemeinsamen 
Gesichtspunkte betrachten. Schreibt man nämlich x statt o, und 
betrachtet die durch die Gleichung 


A _.a+2bx+ 0x2? 


1— 2 


ausgedrückte Verwandtschaft, so beschreibt y eine Hyperbel, wenn 
x die Hauptaxe, und eine Ellipse, wenn x die imaginäre Axe 
durchläuft; wenn aber x eine beliebige durch Null gehende Gerade 
beschreibt, so wird eine neue Art von Curven entstehen. 


Die vorige Gleichung nimmt eine noch einfachere Gestalt an, 
wenn man die Curve so parallel mit sich selbst verschiebt, dass 
der Mittelpunkt mit dem Nullpunkte zusammenfällt. Suchen wir 
daher zuerst den Mittelpunkt. Bezeichnet man diesen mit m, und 
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‚mit y und y‘ zwei diametral gegenüberliegende Punkte des Kegel- 
schnitts, so muss m so bestimmt werden können, dass 


y—-m=—(y'—m) 
werde. Bezeichnen nun x und x’ die Werthe von x, welche y 


und 3‘ entsprechen, so hat man 


(a— m) +2b2 + (c+m) x? (a— m) + 262° + (c-+m)x'? 


Per ar 5 


Dieser Gleichung wird genügt, wenn man 


=-— 


HA 


i 
setzt, was erlaubt ist, da 5 ein Punkt der Geraden x ist, sowohl 


wenn diese mit der Hauptaxe, als auch wenn sie mit der imagi- 
nären Axe zusammenfällt. Hierdurch erhält man 


(a— m) +262 + (c+m)2? _(c+m)+2b2+(a—m)x? 
1— 2? Be 1— x? PN 
und diese Gleichung wird erfüllt, wenn 


a—c 
a—m=c+m oder m— 


> 5 der Mittelpunkt des Kegelschnitts. Verschiebt 


ist. Daher ist 


man nun den letzteren so, dass der Mittelpunkt in den Null- 
- punkt fällt, so wird jeder Punkt dieses verschobenen Kegelschnitts 
durch „—m ausgedrückt; schreibt man wieder y dafür und setzt 
ausserdem 


a 


C 
a—m=c+m= Die: 


so ergiebt sich als Mittelpunkts-Gleichung des Kegelschnitts 
Rn 2dc+n(l+2?) 


1— x? 


Derselbe geht stets durch rn (für 2=0), also auch durch —n 
(für 2—=%); beschreibt ferner z die imaginäre Axe, so kann z=-+i 
werden, dann ist y=-+ib; also sind +ib Punkte der Ellipse; bei 
‚der Hyperbel dagegen, wo x die Hauptaxe beschreibt, kann x nicht 
=:i werden, daher geht die Hyperbel weder durch 5 noch durch ib. 


7.  Bezeichnet man den Punkt des Kegelschnitts,; welcher 
dem Punkte — x entspricht, mit y; So hat man für diesen 


Theil XLII. 2 
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— %bx -2zr+n n(l+2? + =?) 


YET TR 


Daraus folgt 


l+a2,. 
Ist nun x reell, so sind ; De und 5 beide reelle Grössen, 


daher verschiebt sich bei veränderlichem x die Sehne yy parallel 


u+y 


mit der Geraden od, während ihr Halbirungspunkt auf der 


: 1422 
Geraden on liegt. Ist dagegen z rein imaginär, so ist zwar . 


wieder reell, aber = rein imaginär, folglich steht dann die 


Sehne yy senkrecht auf od, und ihr Halbirungspunkt beschreibt 
ebenfalls die Gerade on. Hieraus erhellt, dass bei der Hyperbel 
n und Ö, und bei der Ellipse » und id die Endpunkte conjugirter 
Halbdurchmesser sind. 


Führt man nun statt x eine andere Variable z ein, die mit 
jener in der Beziehung 


9-62 
— 1$gz 


steht, so durchläuft z die nämliche Gerade wie z, wenn man für 
g einen. beliebigen Punkt dieser Geraden annimmt, denn dann 
sind x, g und z gleichzeitig reell oder rein imaginär. Diese Sub- 
stitution hat nun aber die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass durch 
sie der Kegelschnitt-Ausdruck seine Form nicht ändert. Denn 
man erhält 


(1+92)?—-(g +2)? 


also, wenn man 


2ng+b(l+9?) _ ar 26g + 269 tnl+g°) _ 
I: ; A 
setzt, 
_ 2b‘ +n 2b’: +n‘(l -F A+zP) 


AUTERITE: er: ever 


Hieraus folgt unmittelbar, dass auch n‘ und 5’ (bei der Ellipse n 
und :5‘) die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser sind. Nun 
ist aber y=n', wenn z=0 oder 2=g ist; nimmt man also für g 


ee 


ae 
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| nach und nach jeden Punkt der Geraden z an, so fällt rn’ nach und 
‘mach mit jedem Punkte des Kegelschnitts zusammen. Schreibt 
"man nun wieder & für g und zieht durch einen beliebigen Punkt 


„2x tn(l +22) 


1 —ı2 


(6) 


desKegelschnitts einen Durchmesser, so ist der eine Endpunkt des 
ihm conjugirten Durchmessers durch den Ausdruck 


ik 2nz+b(l +22) 


1— x? 


(bei der Ellipse durch ib‘) bestimmt. Der letztere Ausdruck hat 
dieselbe Form wie der erstere, indem nur 5 und x mit einander 
vertauscht sind. Daher beschreibt 5’ ebenfalls eine Hyperbel, 
' welche mit der ersteren den unendlich entfernten Punkt (ent- 
sprechend 2=-+1) gemeinschaftlich hat. Ist also 


2b2+n(1+ 22) 
An re 


(7) b° 


| bei reellem z Ausdruck einer Hyperbel, so ist 
yet De 
der Ausdruck für die conjugirte Hyperbel. 
Aus den Gleichungen (6) und (7) erhält man ohne Mühe 
1+2? nn’—bb’ 2x nb'’— bn‘ 


2, Fe 7 a 
1—ı? n—b?’ 1—.a2T n?— b2 


und wenn man das Quadrat der zweiten dieser Gleichungen von 
dem der ersten abzieht: 


n2—b2—n? —b%, 
was sich auch schreiben lässt 
; n'? + (ib)? — n? + (ib)? 


Darin liegt der bekannte Satz, dass bei der Hyperbel die Differenz 
und bei der Ellipse die Summe der Quadrate conjugirter Halb- 
durchmesser constant ist. Zugleich bestätigt sich die Bemerkung 
Siebeck’s, dass zwei Punkte z und y, die zu einander in der 
' Verwandtschaft 


22+ y? = const. 


stehen, die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser einer Ellipse 
4% 


A a ENT a a ENT 
a DL. 7 
h ee a Pr vr 
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IB > 
Y 


sind; als Ergänzung dazu aber ergiebt sich, dass zwei Punkten, 


die in der Verwandtschaft 


2?— y? = const. 
4‘ 


stehen, die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser einer Hyperbel 


bilden. Setzt man nun 
n2—b2 = e2, 


‘so folgt ferner, dass +e und —e die beiden Brennpunkte sind, 
Die Ellipse und Hyperbel sind daher confocal, was auch daraus 
hervorgeht, dass beide Curven der nämlichen Verwandtschaft an- 
gehören. Siebeck hat nämlich den Begriff der Brennpunkte 
einer Verwandtschaft aufgestellt, die dadurch definirt sind, dass 


in ihnen der Differentialquotient © verschwindet, und in der That 


fallen bei Kegelschnitten in der Regel diese Brennpunkte mit den 
gewöhnlich so genannten Brennpunkten zusammen *). Bildet man 


d 
nun in der vorliegenden Verwandtschaft 7, und lässt diesen Aus- 


druck verschwinden, so erhält man 


dy b+aRtY)z__ 
ee 1— 22 =V, 
und hieraus 


aut, y=H%e. 


8. Wir gehen nun dazu über, die Asymptoten der Hyperbel 
aufzusuchen. Der unendlich entfernte Punkt entspricht den Punk- 
ten +1 und —1 der Hauptaxe. Nehmen wir zuerst den ersteren, 
xz=+1, so haben wir als Asymptote eine Gerade w zu suchen, 
welche durch den Nullpunkt geht, also von der Form 


w—=.1:0 


ist, wo / einen noch näher zu bestimmenden Punkt und o eine 
reelle Variable bedeutet; ferner muss w für z=1 unendlich wer- 
den, jedoch so, dass y—w sich der Null nähert. Ist nun 


__0+Ppzx 
—1-+yx 


») Es kann aber unter ganz besonderen Umständen auch Fälle 


geben, in denen diese Punkte zwar die Eigenschaft, Rückkehrpunkte zu 


sein, bewahren, nicht aber als eigentliche Brennpunkte auftreten. 


u. BEREIT N 1 VE FIRE 
RE a PN Bi 
1 Me em # ap’ #, 
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so muss o für z—=1 unendlich werden, also y=—l sein; man 
‚kann daher setzen: 
wit, 
—ı 


und hat nun «, ß und Z den obigen Bedingungen gemäss zu be- 
stimmen. Nun ist 


tr +n(l+aN) _7uHBz 


TIP, 122 1—x 
 bz+n(l+22)— Ile + Pr) (1-+2). 
IS 1— x? ; 


soll aber dieser Ausdruck für z=1 nicht nur nicht unendlich 
werden, sondern sogar verschwinden, so muss der Zähler von 
der Form 


h(1-x)? 
_ werden. Dies giebt die Bedingungen 
h=n-k, Zh=l(e+P)—2, h=en—Iß 


aus denen 


folgt. Der Ausdruck für die eine Asymptote wird daher 


n+b i+2 d leich n—b 1—x 
w— J A By un zugieic VERRTETE SIEH 


Auf dieselbe Weise findet sich die zweite Asymptote, welche für 
ıı= —1 den unendlich entfernten Punkt mit der Hyperbel gemein 
hat. Bezeichnet man diese mit w‘, so erhält man für sie 

| AD oa BES n+b 1+x 


und y-w— D) . j u, 


‚Hieraus folgt nun aber unmittelbar 


2_»2 
n?—b 
.y=zwHtw und ww = TER 2e2, 


‘Damit sind wir wieder zu dem einfachen Ausdrucke für die Hyper- 
bel zurückgelangt, der schon $. 5. aufgestellt wurde. In dem 
Falle, dass man te zur Einheit nimmt, sind w und w’ reciprok; 


192 
. . ze . 
da nun aber auch im allgemeinen Falle w' = =, ist, und daher 


die Geraden w und w‘ mit dem Radius Vector von $e zu beiden 
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Seiten gleiche Winkel einschliessen, und ausserdem $e die mitt- 
lere Proportionale je zweier Punkte w und w’ ist, so wollen wir 
die letzteren reciprok in Bezug auf 4e nennen. Durch Sub- 
stitution der Ausdrücke für w und w' kann man nun auch schreiben 


9. Diese Gleichung kann auch direct durch eine leichte Um- 
formung aus unserer ursprünglichen Gleichung gewonnen werden. 
Ihre Existenz ist daher von der Linie, welche die Variable x 
beschreibt, unabhängig. Demnach kann man sich die Frage vor- 
legen, was die Linien » und w’ bedeuten, wenn z nicht mehr. die 
Hauptaxe, sondern die imaginäre Axe, y also eine Ellipse durch- 
läuft. Setzt man der Kürze wegen 


n+b n—b 
SO nr 2 SEE =0; 
so ist 


1+x $ 1—x 
RT IH 


Sobald nun x rein imaginär ist, beschreibt nach $.1. w einen 
Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius op, ebenso «’ einen con- 
centrischen Kreis mit dem Radius og, jedoch in entgegengesetzter 
Richtung. Diese beiden Kreise treten also bei der Ellipse an die 
Stelle der Asymptoten der Hyperbel. Da immer noch w und w‘ 
in Bezug auf $3e reciprok sind, so bilden die nach zwei entspre- 
chenden Punkten der Kreise gerichteten Radien mit der Geraden 
oe zu beiden Seiten gleiche Winkel, und wegen der Gleichung 
y=w-+w’ ist der entsprechende Punkt der Ellipse der vierte Eck- 
punkt des Parallelogramms aus je zwei entsprechenden Radien 
dieser Kreise. Diese beiden Radien haben gleiche Richtung, wenn 
sie in die Richtung oe fallen, und direct entgegengesetzte Rich- 
tung, wenn sie senkrecht auf oe stehen ; daher ist die Summe der 
Radien die grosse, und die Differenz die kleine Halbaxe der 
Ellipse. Da endlich von den drei Grössen 9, 9, e zwei beliebig 
gewählt werden können, so kann man folgenden Satz aussprechen: 
Zieht man durch den Mittelpunkt zweier concentrischer Kreise 
eine beliebige feste Gerade und vollendet das Parallelogramm 
aus je zwei Radien, welche verschiedenen Kreisen angehören 
und mit der festen Geraden zu beiden Seiten gleiche Winkel ein- 
schliessen, so beschreibt der vierte Eckpunkt dieser Parallelogramme 
eine Ellipse, deren Halbaxen die Summe und Differenz der Radien 
sind. Die Brennpunkte liegen auf der festen Geraden, und die 
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halbe Excentricität ist die mittlere Proportionale aus den Durch- 
messern der Kreise. 


Da nun die in $. 5. betrachtete einfache Form 


ze? 

TUST 

ebensowohl für die Hyperbel wie für die Ellipse gültig ist, so kann 

man von ihr ausgehend durch leichte Transformationen zu. dem 

Kegelschnitt- Ausdrucke gelangen, von dem wir mit Siebeck 

ausgegangen sind, was hier indessen nicht näher ausgeführt wer- 
den soll. 


10. In der bisher betrachteten Verwandtschaft 


262 +n(l+.22) 


Y 153 


entspricht der Hauptaxe eine Hyperbel, der imaginären Axe eine 
Ellipse. Diese beiden Kegelschnitte müssen daher die Ueber- 
gangsgestalten von Curven bilden, welche beliebigen durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden entsprechen. Diese Curven sollen 
nun im Folgenden näher untersucht werden. 


Zuerst gehen sie alle durch die Punkte n und —n, da x die 
WertheO und © annimmt; ferner sind sie sämmtlich geschlossene 
Curven, da x nicht =-+1, also % nicht unendlich werden kann. 
Einen Mittelpunkt aber besitzen sie nicht; denn es geht y in —y 


. 1 . 
über, wenn manzin — verwandelt; wenn aber x weder die Haupt-, 


ih Mi 
noch die imaginäre Axe beschreibt, so ist ” niemals ein Punkt 


der Geraden z. Dagegen ergiebt sich hieraus, dass je zweien 
Geraden, welche mit der Hauptaxe zu beiden Seiten gleiche Win- 
kel bilden, zwei congruente und diametral gegenüberliegende Cur- 
ven entsprechen. 


Die Variabeln » und w’ beschreiben auch jetzt noch Kreise, 
deren Mittelpunkte aber nicht mehr zusammenfallen. Da nämlich 


ist, so geht der Kreis w durch » und —p hindurch. Ausser- 
dem ist 
dw 2p 


2 dw 
de” (—-2)2 also fürrx=0 (z =2p, 


z==0 
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folglich bildet die Tangente im Punkte » mit der Geraden = den- 
selben Winkel, wie die Gerade 0p mit der. Hauptaxe. Ebenso 
geht der Kreis w durch g und —g, und seine Tangente in g bil- 
det mit der Geraden x den Winkel log. Hiernach können beide 
Kreise leicht gezeichnet werden, und da immer noch 


ww =pgq=ie, 


also die beiden Kreise in Bezug auf 3e reciprok sind, so findet 
man je zwei entsprechende Punkte, wenn man Radien Vectoren 
zieht, die mit der Geraden oe zu beiden Seiten gleiche Winkel 
bilden. Endlich ist nun auch noch immer y=w+w‘, also jeder 
Curvenpunkt die Summe je zweier entsprechender Punkte der 
Kreise w und w‘, und daher kann die Curve mit Hülfe der letz- 
teren leicht construirt werden. 


Da der Kreis w durch p und —p, und w‘ durch gund —y 
hindurchgeht, so liegt der Nullpunkt stets innerhalb eines jeden. 
Daher sind nur die beiden Fälle möglich, dass entweder die Kreise 
sich schneiden, oder dass einer ganz innerhalb des anderen liegt. 
Io dem Falle nun, dass die Kreise sich schneiden, kann leicht 
gezeigt werden, dass die Durchschnittspunkte entsprechende Punkte 
sind; denn, wenn w zugleich ein Punkt des Kreises w’ ist, so 
muss wegen der involutorischen Kreisverwandtschaft ww’ = te? 
auch w’ ein Punkt des Kreises w sein; im Allgemeinen aber wer- 
den die entsprechenden Punkte nicht zusammenfallen, da dies nur 
geschieht, wenn w=w’ = 43e ist, also kann dem einen Durch- 
schnittspunkte kein anderer, als der andere Durchchnittspunkt 
entsprechen. Hieraus folgt aber, dass die Summe w+w’ densel- 
ben Werth erhält, mag man für w den einen oder den ‚anderen 
Durchschnittspunkt setzen; demnach bekommt y für zwei ver- 
schiedene Werthe von x denselben Werth, die Curve % geht also 
zweimal durch ein und den nämlichen Punkt. Wenn daher die Ge- 
rade x so liegt, dass die Kreise w und w‘’ sich schneiden, so hat 
die Curve y einen Doppelpunkt. 


In den beiden Punkten +4e und —ze fallen je zwei ent- 
sprechende Punkte der Kreisverwandtschaft ww’=3e? auf einan- 
der. Geht also der Kreis w durch einen dieser Punkte, so geht 
auch w‘ durch denselben Punkt; einen zweiten Punkt aber können 
die Kreise alsdann nicht gemeinschaftlich haben, denn, fände dies 
statt, so müsste dem zweiten Durchschnittspunkte der erste ent- 
sprechen, was nicht der Fall ist. Also berühren sich dann die 
Kreise in +3e. Bei dieser Lage nun geht der Doppelpunkt in 
einen Rückkehrpunkt über. Denn sucht man die Punkte z, 
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welche v=w'=-+}e entsprechen, bestimmt man also x aus der 
Gleichung 


na+b 1+rz 
+3e u Hr . ;uugr 
so erhält man 
—n-e 
er ek 


dies sind aber nach $. 7. die Punkte, für welche “2 verschwin- 
det. Nun hat Siebeck *) gezeigt, dass, wenn die von der Variab- 
len x beschriebene Linie durch einen Punkt hindurch geht, für 


| d 
welchen 7, verschwindet, die Linie y in dem entsprechenden 


Punkte einen Rückkehrpunkt hat. Unsere Curvc hat also einen 
Rückkehrpunkt, wenn die Gerade x durch einen der Punkte nt 
hindurchgeht, und diese Rückkehrpunkte sind zugleich die Brenn- 
punkte der Kegelschnitte, denn wenn w=w’4-3e ist, so ist 


yzutw=Le. 


Jene beiden Punkte u sind reciprok, denn ihr Product ist 


ala 
Hiernach hat man drei verschiedene Gestalten unserer Curven zu 
unterscheiden. Sie haben entweder einen Doppelpunkt oder nicht, 
den Uebergang von der einen Gestalt zur andern bildet eine dritte, 
bei welcher der Pappelennkt sich in einen Rückkehrpunkt ver- 
wandelt. 


Die Hyperbel, welche zweimal durch den unendlich entfernten 
Punkt geht, kann als eine Curve angesehen werden, welche einen 
Doppelpunkt in unendlicher Entfernung besitzt. Bei dieser Curve 
durchläuft x die Hauptaxe. Dreht man nun diese Gerade um den 
Nullpunkt, so tritt der Doppelpunkt in die Endlichkeit; er ver- 
wandelt sich dann in einen Rückkehrpunkt, wenn die Gerade z 


bei der Drehung einen der Punkte — 


te erreicht. Bei weiterer 


Drehung geht nun der Doppelpunkt verloren, und die Curve ver- 
wandelt sich endlich in eine Ellipse, wenn die Gerade mit der 


’) Crelle’s Journ. Bd. 55. 
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imaginären Axe zusammenfällt. Setzt man nun die Drehung noch 
weiter fort, so wiederholen sich die früheren Gestalten der Curve 
in umgekehrter Reihenfolge, denn es kann nun jede folgende Ge- 
rade als eine der früheren reciproke angesehen werden, und nach 
der im Anfange dieses Paragraphen gemachten Bemerkung sind 
dann je zwei Üurven, welche reciproken Geraden entsprechen, 
congruent und zwar so, dass je zwei ihrer Punkte diametral gegen- 
überliegen. 


1l. Um die Frage über das Eintreten eines Doppelpunktes 
noch von einem anderen Gesichtspunkte aus zu betrachten, seien 
x, und X, diejenigen Punkte der Geraden z, welchen der Doppel- 
punkt entspricht. Da für diese w=w’ wird, so hat man für sie 
die Beziehung 


welehe sich auch, wenn man 

pty=n und p—g=b 
einführt, in der Form 

bl +21 2) +r(2ı + 22)=0 


schreiben lässt. Dies zeigt, dass die Punkte x, und 2, zu ein- 
ander in involutorischer Kreisverwandtschaft stehen. Denkt man 
sich nämlich x, längs der Geraden x veränderlich, so beschreibt 
x, einen Kreis, der vermöge der vorigen Gleichung den Ausdruck 


b+n2 
n-+bzı 


I 


hat und darnach für jede Lage der Geraden z leicht construirt 
werden kann. Nun schliesst man wieder wie oben, dass die 
Durchschnittspunkte der Geraden x mit diesem Kreise einander 
entsprechende Punkte sind, und, da die gesuchten Punkte x, und 
Z£g,. welche dein Doppelpunkte entsprechen, auf der Geraden 
x liegen, dass diese Punkte x, und x, eben die Durchschnitts- 
punkte sein müssen. Hieraus erhellt, dass die Curve y einen 
Doppelpunkt oder einen Rückkehrpunkt oder keinen von beiden 
besitzt, jenachdem die Gerade x den von ihr abhängigen Kreis 

d-+nz 
—.n+bz 
der Existenz eines: Doppelpunktes können dann auch die Punkte z, 
und x, leicht durch Construction gefunden werden. 


schneidet, berührt oder nicht schneidet. Io dem Falle 


12. Wir können nun zur weiteren Untersuchung ‚der Curven 
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'y ein Prineip in Anwendung bringen, welches Siebeck *) angiebt. 
Betrachtet man nämlich den Ausdruck 


„datDtndte) 


(8) 1—ız 
welcher in den der Curve 
22 +n(l+22) 
ah 15 PER% Da 


übergeht, wenn z=x ist, und lässt z die nämliche Gerade be- 
schreiben, wie x, so beschreibt x für jeden bestimmten Werth 
von z einen Kreis. Da nun z einmal = x werden muss, so wird 
auch einmal «—=y, und daher hat der Kreis z mit der Curve y 
einen Punkt gemein, und zwar denjenigen, welcher dem Punkte x 
der Geraden entspricht. Ausserdem aber kann gezeigt werden, 
dass der Kreis # die Curve y in diesem gemeinschaftlichen Punkte 
berührt. Um dies zu beweisen und zugleich eine bequemere Con- 
structionsart für die Kreise u zu gewinnen, ziehen wir die Kreise 
w und w zu Hülfe. Führt man in (8) die Beziehungen 


bBFP7p n=p+tg 
ein, so kann man schreiben 
„PP AaltD tl 
1+2)1—2)+(l—x)(l+2) 
Setzt man dann 


1-+2z 1—z 
DD 2 t, ar 
| 


—[/Z 


so beschreiben Z und ?‘ die nämlichen Kreise wie w und w‘, weil 
z dieselbe Gerade durchläuft, wie x. Dadurch erhält man 


l+z 1— x 
2, Pit fire 5t4W 
Km 1 12 Ir Dani” ot 
l+z= '1-—z pq 
oder, weil 
w 1 
pg w 
ist, 
| We (w+t) Zw (w+t‘) 
(9) um, ort oder auch v = ort 


’) Grunert’s Archiv Bd. 33. pag. 466, 
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Nun wird wieder, wenn t=w ist, v=w+w'=y. Ferner hat man 


dy = dwtdw‘, 
und, da 
dw = Ed rd dw 
w 
ist, 
dy = —— din 
Andrerseits ist 
0 2ulw—w) ,,. 
du rt "@w+D: + D2 dt; 


für den gemeinschaftlichen Punkt, für welchen = w und dt = dw 
ist, erhält man daher 


w—w' : 
Sogn dw und somit du=3dy; 


du= 
die Elemente der Curve y und des Kreises x haben also in dem 
gemeinschaftlichen Punkte gleiche Richtung und folglich berühren 


sich die beiden Linien. 


Hieran knüpft sich zunächst ein sehr bequemes Mittel, um an 
einem beliebigen Punkte der Curve y eine Tangente zu ziehen. 
Da nämlich 


ist, so bildet der Radius Vector ow mit dem Kreiselemente dw 
denselben Winkel, wie die Gerade ww mit dem Curvenelemente 
dy. Man ziehe also zuerst an dem betreffenden Punkte des Krei- 
ses w eine Tangente und nenne den einen Winkel derselben gegen 
die Richtung ow etwa d; alsdann ziehe man durch y eine Parallele 
mit der Geraden ww, und zwar in der Richtung von w‘ nach w, 
und trage an diese den Winkel ö nach derjenigen Seite an, nach 
welcher er von der Richtung ow aus gerechnet liegt; der zweite 
Schenkel dieses Winkels ist dann die verlangte Tangente. Ferner 
kann nun auch die Construction des Kreises z leicht geschehen; . 
denn da dieser durch den Punkt y geht und ausserdem in diesem 
Punkte von der eben gefundenen Tangente berührt wird, so bedarf 
man zu seiner Construction nur noch eines einzigen Punktes, den 
man mit Hülfe der Centralpunkte der Kreisverwandtschaft, in der 
die Kreise { und u stehen, finden kann. Diese Centralpunkte er- 
seben sich aus (9) augenblicklich als 


ar 
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t= —v und uv= Mm. 


Wir werden aber im nächsten Paragraphen sehen, wie man einen 
solchen Punkt noch leichter finden kann. 


Wenn der Kreis t durch seinen Centralpunkt —w hindurch- 
geht, so verwandelt sich der Kreis zin eine Gerade, also in eine 
Tangente der Curve. Dies geschieht aber nur in dem Falle, dass 
w entweder =p oder =—p ist, denn nur dann geht der Kreis t 
(oder w) auch durch den diametral gegenüberliegenden Punkt — p» 
oder p hindurch. Nun entsprechen den Punkten +p des Kreises 
w. die Punkte +g des Kreises w‘, und + der Curve y; an den 
letzteren Punkten gehen also die Berührungskreise in Tangenten 
über, und wir wollen diese zur Unterscheidung von den Kreisen 
u mit den Buchstaben » und v’«bezeichnen. Um ihre Gleichungen 
zu finden, braucht man sich nur zu erinnern, dass den Werthen 
w=+tp die Werthe z=0 und 2=@& entsprechen, und erhält 
dann für sie die Gleichungen 

v=n+bz udV=—n—-; 


u 


wonach sie ohne Weiteres gezeichnet werden können, denn sie 
gehen resp. durch n und —r und bilden resp. mit den Geraden 


Z und“ denselben Winkel, wie die Gerade od mit der Hauptaxe. - 


13. Die Berührungskreise z haben die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie sich alle in einem gemeinschaftlichen Punkte, 
der also auch der Durchschnittspunkt der beiden eben erwähnten 
Tangenten ist, schneiden. Um dies zu beweisen, sei D der Durch- 
schnittspunkt dieser Tangenten, und z, und z, die beiden Werthe 
von z, welchen auf den Geraden vo und v’ dieser Punkt entspricht, 
sei also zugleich 


D=n+tbz, und D= NER 


%2 
Stellt man nun die Frage, ob es immer einen Werth von z giebt, 
für welchen x = D wird, so hat man zu untersuchen, ob die 
Gleichung 
_b(z+2)+n(l+a:) 


1—.ı: 


D 


immer erfüllt werden kann, d.h. ob der hieraus folgende Werth 
von z immer einen Punkt der Geraden z darstellt. Man zieht 
hieraus 

_ Don-bz 

= 5F(D+n)z’ 
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und indem man darin die Werthe D—_n—=bz, und D4n=— R 
2 


substituirt, 


Nun sind aber &, z,, 22 Punkte einer und derselben Geraden, die 
durch Null geht, also ist Am reell und daher auch z ein Punkt 
su 


dieser Geraden. Hieraus folgt, dass es für jeden Werth von z 
einen Punkt z der Geraden & giebt, für welchen =D wird, und 
daher schneiden sich in der That alle diese Kreise in einem und 
demselben Punkte D. 


Wenn der Fall eintritt, dass ‚die auf den beiden Tangenten 
inn und —n beweglichen Punkte den Durchschnittspunkt D der- 
selben für den gleichen Werth von z erreichen, dass also , = 
ist, so ist auch z=z, und daher von z unabhängig. Man erhält 
dann 

D=n+b, = EST 
22 
und daraus für z, die beiden Werthe 
—nTte 
3, = NR 
Dieser Fall tritt also ein, wenn die Gerade x (oder z) durch einen 
der beiden bemerkenswerthen Punkte hindurch geht, welchen der 
Rückkehrpunkt der Curve entspricht, und zwar ist der gemein- 
schaftliche Punkt aller obigen Berührungskreise der Rückkehr- 
punkt selber. In der That, setzt man die Werthe von z, ein, so 
ergiebt sich 
D=-+te. 


Wir finden also: Wenn dieCurve y einen Rückkehrpunkt hat, so 
gehen alle Berührungskreise « und daher auch die beiden Tan- 
genten der Curve in » und —r durch den Rückkehrpunkt hindurh. 


Es liegt nun die Vermuthung sehr nahe, dass auch der Dop- 
pelpunkt, wenn ein solcher existirt, allen Berührungskreisen x 
gemeinschaftlich sein wird. : Um dies zu beweisen, schicken wir 
noch eine andere Betrachtung voran, die auf die Bedeutung dieser 
Kreise ein neues Licht wirft. Schreibt man nämlich die Gleichung 
(8) derselben in der Form 4 
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und setzt : 
(10) n+bz=k, -n--—=k, 
sodass man auch hat 


k—-kzı 


U am 
1—2: < 


so sind % und #° diejenigen Punkte der Tangenten v und v‘, welche 
dem Punkte x entsprechen. Durch diese beiden Punkte aber 
geht der Kreis « hindurch, da x für z=0 und z=® die Werthe 
k und %‘ annimmt. Folglich sind % und %° die Durchschnitte des 
Kreises « mit den beiden Tangenten » und v‘. Untersucht man 
nun aber, in. welcher Verwandtschaft je zwei solche Punkte % 
und #’ stehen, indem man aus den Gleichungen (10) = eliminirt, so 
erhält man 
b2 
rn 

Demnach stehen die Punkte % und 4° in Kreisverwandtschaft, und 
folglich werden die Tangenten » und v’ von den sämmtlichen Be- 
rührungskreisen z in conformen Punktreihen geschnitten. Die 
Gegenpunkte derselben (oder die Centralpunkte der Kreisverwandt- 
schaft) sind n und —n; die Hauptpunkte, d. h. diejenigen, in wel- 
chen zwei entsprechende Punkte auf einander fallen, aber = -+e, 
also die Brennpunkte der Kegelschnitte *). 


Aehnlich verhalten sich die Durchschnitte der Kreise x unter 
einander. Bezeichnet man mit Siebeck den Ausdruck (8) der- 
selben kurz durch 


u=flt,:) 
und nimmt man irgend zwei, u, und us, welche den Punkten: x, 
und xx angehören, aus ihnen heraus: 
un =f(zh; 2); ur= f(ak,2); 


so wird ihr. Durchschnittspunkt durch 
f(zr;2k) 


ausgedrückt, weil die Function fin Beziehung auf z und z sym- 
metrisch ist, und daher u, für z= xx denselben Werth annimmt, 
wie u: für z=2;. Je zwei Kreise durchschneiden sich natürlich 
in zwei Punkten; von diesen ist aber der eine jedesmal der ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt D aller Kreise. Dieser bleibt 


*) Vgl. Siebeck, Grunert’s Archiv Bd. 33. pag. 470. 
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fest, während der anderesich mit dem Werthe von x ändert, folglich 
wird durch f(x, xx) jedesmal der andere Durchschnittspunkt 
dargestellt. Wenn man also für x nach und nach alle Werthe 
des x setzt, so erhält man alle Punkte, in denen der Kreis 2, von 
allen übrigen Kreisen x geschnitten wird. Sind nun s, und 5% 
irgend zwei feste Werthe der x, und x, und , die ihnen zuge- 
hörigen Kreise, so erhält man die Durchschnitte dieser beiden mit 
irgend einem beliebigen Kreise z, wenn man in den Ausdrücken 


_ bs t)tn(l+S1%) 
1—92.:,.% 
Lu 6(e+2)+n(l + Sg) 
S 1— sr £ 
dem x den gleichen Werth zuertheilt. Eliminirt man also = aus 
diesen Gleichungen, so ergiebt sich die Verwandtschaft, in wel- 


cher je zwei Durchschnittspunkte v, und u, mit irgend einem 
dritten Kreise x zu einander stehen. Setzt man der Kürze wegen 
n+bs, = %kı; n + bs, = ka 
b 


—n— - —k' — n— - ka; 
PR 13 52 2 


so sind diese vier Punkte die Durchschnitte der Kreise % und 
mit den Tangenten v und v‘, und da man nun hat 
I kı —k', 5,7 E ka — k'gSot 
a ENTE? ls 

so ergiebt sich 

u h=(un—A)ar; Whg (u k')ser 
und daher 

uk u—kı a 


Ula . mern 52 


Folglich stehen auch je zwei Durchschnittspunkte x, und , in 
Kreisverwandtschaft; das Doppelschnittsverhältniss 


ar : = Marne ist constant =". 
—ho' ur—k' sg 
Nehmen wir nun den Fall an, dass die Curve einen Doppel- 
punkt besitzt, so existiren auch zwei Kreise x, welche die Curve 
in dem Doppelpunkte berühren. Diese Kreise haben erstlich, wie 
alle, den Punkt D mit einander gemein, und ausserdem noch 
einen zweiten Punkt, den wir mit E bezeichnen wollen. Da nun 
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der Doppelpunkt, welcher vorläufig D’ genannt werden möge, 
ebenfalls diesen beiden Kreisen gemeinschaftlich ist, so muss er 
entweder mit D oder mit E zusammenfallen ; es kann aber leicht 
gezeigt werden, dass er mit E nicht zusammenfallen kann, dass 
er also der Punkt D selber sein muss. Bezeichnet man nämlich, 
wie in $. 11., mit z, und x, die beiden Werthe der x, welchen 
der Doppelpunkt entspricht, und dann jetzt mit x, und z, die 
diesen Werthen angehörigen Kreise, ferner mit A), 4, und k,', kg’ 
die Durchschnitte dieser Kreise mit den Tangenten v und v’, so ist: 


Er kı —kı 2 ve kg : kg; %o2 
(1m N a 


Diese Ausdrücke lassen sich nun noch vereinfachen. Nach $.11. 
sind nämlich die Werthe x, und x, durch die symmetrische Gleichung 


n + bz, 
verbunden, welche sich mit Einführung von 4, und %,' schreiben 
lässt: 


I, = 


Ebenso ist: 


man hat also: 


kı'z —=kı25 ko 2 = kgzı: 
Substituirt man dies in den Gleichungen (11), so erhält man: 


‚1— 22 1— 2,2 
1 

nel Uumlaı ons 

rat nzir anal 

Hieraus ergiebt sich nun nach dem Früheren der Ausdruck für 

- den Punkt E, wenn man in u, setzt z=x, und in %, setzt z=xr,, 

also ist: 


der Doppelpunkt D’ dagegen entsteht aus z,, wenn z=2z,, und 
aus %, wenn z=x, gesetzt wird, folglich hat man: 
1— 2,2, 


D’=kh—n2—k, 


l— 22, 
1— 12,2 


1— 25? 

Diese Ausdrücke zeigen, dass D' nur dann =E sein kann, wenn 

Z=%y ist; bei der Existenz eines Doppelpunktes aber stellen 
Theil XLII. ; 3 
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nach $. 11. die Werthe =, und 2, die Durchschnittspunkte einer 
Geraden mit einem Kreise dar und sind also verschiedene Punkte; 
daher kann D’ nicht =E sein, sondern es ist 


DD. 


Bei der Existenz eines Rückkehrpunktes aber ist in der T'hat 
x, =2%,; dann fallen nicht nur die Punkte D, D' und E alle in 
den Punkt +e, sondern die Kreise a, und x, schrumpfen auch 
in diesen Punkt zusammen. 


Man kann nun das Ergebniss der vorigen Untersuchung in 
Folgendem zusammenfassen: Legt man durch den Doppel- oder 
Rückkehrpunkt der Curve y, wenn solche existiren, Kreise, welche 
die Curve berühren, so werden alle diese Kreise durch die ge- 
meinsame Gleichung 


„sa r2 + »(l+.22) 


l— a: 


(12) 


ausgedrückt, in welcher x den dem Berührungspunkte y entspre- 
chenden, und z einen die Gerade x beschreibenden veränderlichen 
Punkt bedeutet. Diese Kreise gehen in geradlinige Tangenten 
v und v’ über, wenn y mit n oder mit —n zusammenfällt, und 
spielen in Beziehung auf die Curve y% dieselbe Rolle, wie die 
Tangenten eines Kegelschnittes, nämlich je zwei unter ihnen 
werden von allen übrigen in kreisverwandten Punkten geschnitten. 
Hört die Existenz eines Doppel- oder Rückkehrpunktes auf, so 
verlieren die durch die Gleichung (12) ausgedrückten Kreise doch 
nicht ihre Bedeutung, auch bleibt ihr gemeinsamer Durchschnitt 
D, der zugleich der Durchschnitt der beiden Tangenten » und v’ 
ist, bestehen, und hat, wie wir gleich sehen werden, mit dem 
Doppelpunkte eine Eigenschaft gemein. Verwandelt sich aber die 
Curve y in eine Ellipse, so rückt auch dieser Punkt D in’s Un- 
endliche, da dann die beiden Tangenten in n und —n parallel 
werden. 


14. Bezeichnen, wir wieder, wie in $.7., mit y den Punkt 
der Curve, welcher dem Punkte —x der Geraden entspricht, so 
haben wir wie oben: 


Bei der Hyperbel und Ellipse stellte die letztere Gleichung eine 
Gerade dar, woraus folgte, dass der geometrische Ort der Hal- 


birungspunkte der Sehnen yy eine Gerade war. Wenn nun aber 
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x eine beliebige durch Null gehende Gerade beschreibt, so drückt 
2 
n in nicht mehr eine Gerade aus. Setzt man nämlich z?=r, 


so beschreibt vo ebenfalls eine Gerade durch Null, aber nur den 
auf der einen Seite des Nullpunktes liegenden Theil derselben, 
da je zweien Werthen x und — x der nämliche Punkt v entspricht. 
Also drückt 


—v 

ein Stück eines Kreises aus, das von n (für vo=0) bis —n (für 

v=@&) reicht. Ueber diese Punkte geht das Kreisstück nicht hin- 

aus, sondern, wenn z den Nullpunkt überschreitet, so kehrt v 

auf seiner Geraden wieder zurück, und daher wird auch der Kreis- 

y+Y 
) 


En 


bogen von dem Punkte wieder in umgekehrter Richtung 


zurück durchlaufen *). Auf diesem Kreisbogen nun liegen die 


sämmtlichen Halbirungspunkte der Sehnen yy. 


Diese Sehnen selbst aber gehen alle durch den Punkt D. 
Denn bildet man y„— D und D-y, so erhält man: 


22 —(D-n) + Din)a® 
BD to TnıTaszstt 


1— 2? 
ei 22 +D=n—-(Drn)a?, 
BINGEN, ETCgEngBert PITTT 
und, wenn man die Ausdrücke ($. 13.) 
D—-n=bz und Din=—! 
2 
substituirt, 
2 
ER Porec 
y-D- nee » 
2? 
2bx + bz, Air — 
De He R 
also ist 


#) Es ist ohne Zweifel ein Vorzug dieses auf den imaginären Grös- 
sen beruhenden Punkt-Calcenis, dass man mittelst desselben auch be- 
grenzte Stücke von Curven und geraden Linien, und ebenso auch ge- 
brochene, oder aus verschiedenen Curven zusammengesetzfe Züge analytisch 
darstellen kann. 


23* 
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u le 
ba 2a 
D—y ae 

8 D> 165 


Nun sind aber x, 2), 29 Punkte der Geraden x, die durch O0 geht, 

74 und reelle Grössen, und folglich ist auch Bra 
2 29 D- 
reell, also liegen die Punkte y, D, y in gerader Linie. Existirt 
nun ein Doppel- oder Rückkehrpunkt, so werden alle durch ihn 
gezogenen Sehnen von dem oben erwähnten Kreisbogen halbirt; 
existirt aber ein solcher Punkt nicht, so werden diejenigen Seh- 
nen von dem Kreisbogen halbirt, welche durch den gemeinschaft- 
lichen Durchschnitt D der Berührungskreise x gehen. 


also sind 


Die Art, wie die Sehnen yy ihre Grösse und Richtung än- 
dern, wird durch die Gleichung 


gegeben. Da dieser Ausdruck einem Hyperbelausdrucke reciprok 
ist, so folgt aus $.5., dass, wenn man die durch den Punkt D 
gehenden Sehnen ihrer Grösse und Richtung nach an den Null- 
punkt anträgt, ihre Endpunkte die Fusspunktencurve einer Hyper- 
bel, eine verallgemeinerte Lemniscate, bilden. 


15. Statt der in $. 7. angewendeten Substitution benutzen wir 
hier die nur wenig davon abweichende 


nach welcher z und z in involutorischer Kreisverwandtschaft stehen. 
Auch diese hat die Eigenschaft, dass der Ausdruck für , seine 
Gestalt nicht ändert; nämlich setzt man hier: 


_ng+b(ü +9) gr ra + I). 


= or ee 


so erhält man: 
2b'z+n'(1+422) 
y= ET 


Nun kann aber der Punkt g so gewählt werden, dass der Aus- 
druck für y ganz ungeändert bleibt; denn setzt man n'=n, so 
findet sich: 
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und dann wird auch b’=d. Setzt man diesen Werth von g ein, 
so dass 


b-Hnz 


I echpz 
n+bz 


ar und .z—= 


(13) 


ist, so erhält y durch z denselben Ausdruck wie durch x. Das 
heisst: nach der von uns betrachteten Verwandtschaft entspricht 
die nämliche Curve y nicht bloss der durch Null gehenden Gera- 


; b+nz 
den x, sondern auch dem Kreise et und dies ist der näm- 


liche Kreis, dessen Durchschnittspunkte mit der Geraden = die 
Punkte geben, welche dem Doppelpunkte entsprechen. ($. 11.) 


Dies hängt damit zusammen, dass die Gleichung, welche y 
und x verbindet, in Beziehung auf z vom zweiten Grade ist; 
denn hieraus folgt, dass jedem Punkte y zwei Punkte w entspre- 
chen müssen. Wie sich so eben gezeigt hat, stehen dann je zwei 
solche Punkte x und z in der durch die Gleichung (13) ausge- 
drückten involutorischen Kreisverwandtschaft. 


ıV. 


Indem ich diese Betrachtungen, welche sich noch weiter aus- 
spinnen liessen, hier abbreche, füge ich zum Schlusse die geo- 
metrische Bedeutung einiger algebraischen Gleichungen in einer 
tabellarischen Uebersicht hinzu, da ich glaube, dass eine solche 
für spätere Untersuchungen von Nutzen sein kann. In der fol- 
genden Tabelle enthält die erste Columne die Gleichung, die zweite 
die von der Variablen z beschriebene Linie, die dritte die Linie, 
welche der nebenstehenden Gleichung gemäss alsdann die Va- 
riable 4 beschreibt. Zur Abkürzung ist die Gerade, deren Punkte 
die reellen Zahlen darstellen, durch H. A. (Hauptaxe) und die 
Gerade, deren Punkte die rein imaginären Zahlen darstellen, durch 
1. A. (Imaginäre Axe) bezeichnet. Die einzelnen Punkte sind stets 
mit denselben Buchstaben bezeichnet, wie die complexen Grös- 
sen, welche sie darstellen. 0 bedeutet den Nullpunkt und I den 
auf der Hauptaxe liegenden Punkt, der die positive Einheit reprä- 
sentirt. Die von einem: veränderlichen Punkte beschriebene Linie 
ist oft nur durch den, diese veränderliche Grösse bezeichnenden 
Buchstaben angedeutet worden. 
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Gleichung. N Y 


Gerade durch a, parallel mit 


0b. 


y=a+tbz I. A. Gerade durch a, senkrecht 
auf 02. 


y=atbz Gerade durch 0 |Gerade durch a, gegen z um 
den Winkel 106 geneigt. 


y=a+tbz | Beliebige Curve |Eine mit z ähnliche Curve. 
Alle Rad. Vect. der Curve & 
sind um den Winkel 105 ge- 
dreht und im Verhältnisse von 
1:mod.5 vergrössert. Aus- 
serdem alle Punkte um 0a 
der Grösse und Richtung nach 


verschoben. 

_at+bz H.A Gerade durch und 5; z= 
— I+z2 st dem Schnittverhältniss ay:yb. 
b b 
y nr H. A. Kreis durch 2 und —. Die 

Tangente in = hat die Rich- 
tung des Radius Vector von 
be—ad 
| = 
EyRE Kreis über ab als Durchmes- 
y — H: A. 
l+ix ser. 
10 HA Kreis durch O0 und «a, der die 
IT a+z j H. A. in 0 berührt. 
Paaz Kreis über Ol als Durchmes- 
y—ı— LA; 
+2 ser. 
y-aıt? H.A. Gerade durch a und —a. 
l+z Kreis um 0, mit dem Radius 
y—=ua e A. 
1—x Oa. 
n 142 Kreis durch a und —a; die 
ATATIz | Kraradeı Auseh, 0 Tangente in a bildet mit z 


den Winkel 10a. 


# 
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Gleichung. T | u 


1 ze Gerade durch 0, so liegend, 
Ir ante dass die H.A. den Winkel 
zwischen ihr und z halbirt. 

er Beliebige Gerade Kreis durch 0. 

x 

a? H. A. Die positive H.A. 

ya 1. A. Die negative H.A. 

a a Gerade durch 0 |Die eine Hälfte einer Gera- 
den durch O0, von O0 bis &, 
deren Neigungswinkel gegen 
die H.A. doppelt so gross 
ist, als der der Geraden z.. 

y — 2° Beliebige Gerade |Parabel. Brennpunkt in 0. 

yzaı Kreis um 0 mit [Kreis um O mit dem Rad. 0? 

dem Rad. eo. 

y=a? | Beliebiger Bien Cardioide im allgem, Sinne. 


Die gewöhnliche Cardioide 
entsteht, wenn der Kreis z 
die H. A. oder die I. A. in Obe- 
rührt. Der Rückkehrp. in 0. 


Hyperbel. Asymptoten in 2 
1 
| und >. Die Axe ist die H.A. 
Brian kan in +2. 


y=z+ ER Gerade durch 0 


l | Kreis um O0 mit Ellipse. Mittelp. in 0. Die 
A dem Rad. e H. A. ist die grosse Axe. 


Grosse Halbaxe =g +z,kleino 


Halbaxe =40—) Brenn- 
punkte in +2. 


ann mann sn in nen 


Curve mit zals Asympt.,welche 
ausserdem die Curve stets in 
demselben Punkte schneidet, 
in welchem sie von einer Hy- 


y=z Ns Beliebige Gerade 


perbel :+- (z eine Gerade 


ni Ka = vorge EN I Te Een Fe er A 
a 
s nr, A 4 En a Pa ed 
Bu a, ya Y Pi Pa FR 
ee „# ‚ ge. r » 
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Gleichung. ec Y 


durch 0, mit x parallel) ge- 


troffen wird. Schneidet die 


Gerade x dieH. A. zwischen 
+1lund —1, so hat die Curve 
einen Doppelpunkt, geht = 
durch 1 oder —1 hindurch, 
so existirtein Rückkehrpunkt. 


"| Gerade durch 1 u. Cissoide; x die Asymptote. 
senkr. auf d.H.A. | Rückkehrpunkt in 2. 


x° Cissoide. Asymptote durch 


IE wi —1 parallel der I. A. Rück- 
kehrpunkt inO. Fusspunkten- 
curve der Parabel 22r— x. 
442422 LA Cissoide. Asymptote die 1. A. 
Ka 2 "8, Rückkehrpunkt in 1. 
X Fusspunktencurve einer 


Type | Gerade durch 0 Hyperbel, deren Asympto- 


ten iz und —. 
ix 


ER ern [Das Stück einer durch 0 gehen- 
ya re den Geraden von a bis —a. 


| 1+2? Der BogeneinesKreises vona 

IT RI RuIch bis La, dadurch bestimmt, 
dass die nach der Seite des 

| Bogens gerichtete Tangente 
in a mit der Geraden x? den 
Winkel 10a bildet. 


Pr Gerade durch 0 |Zwei auf einander senkrechte 
Gerade, welche die Winkel, 
die z mit der H. A. bildet, 


2 halbiren. 
P=x2 Beliebige Gerade |Gleichseitige Hyperbel. 


Mittelpunkt in. Die Asym- 
ptoten halbiren dieWinkel der 
Geraden x mit der H.A. 


y?+22=1 | Gerade durch 0 |Zwei Stücke einer gleichsei- 
tigen Hyperbel, welche 
in +1 und — 1 beginnen und 


ni Ge a) Er I Fe Vz 
hin re Sa iQ, RR IM R UT 
Gar m N A EN 
. $ 2 >, r & I} in 
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Gleichung. 2 Y, 


den Asymptote ir nähern. 
Die Tangenten in 1 und —1 
sind resp. 1— x? und =? —1. 


In +1 rkcherndte diese 


ag, 
dx’ 
Punkte sind Rückkehrpunkte, 
aber nicht die Brenn- 


punkte der Hyperbel. 
y»—2°=]1 | Gerade durch 0 Die beiden Stücke, welche die 
vorige gleichseitige Hyperbel 
ergänzen, mit zals Asymptote. 


sich der nur allein existiren- 


y? Dt; Be >" Zwei Stücke einer gleichsei- 
Yan) Br tigen Hyperbel mit der 


Asymptote ea, von-+5 und 
— b ausgehend. 


y? oa? Die Ergänzungsstücke der vori- 
gen Hyperbel, mit der Asym- 


ptote 2 
y»—xz?—=1 | Beliebige Gerade |Üurve mit zwei parallelen 
Asymptoten x und —z, aus 
zwei congruenten, diametral 
gegenüber liegenden Theilen 
bestehend. Die Tangente in 
y ist dem Rad. Vect. des 
entspr. Punktes x parallel. 
In den Durchschnitten der 
Curve mit der H. A. ist die 
eine Tangente den Asympto- 
ten parallel und die andere 
senkrecht zu ihnen. Geht die 
Gerade z durch { hindurch, 
so ist 0 ein Doppelpunkt, in 
welchem die Curvenzweige 
sich senkrecht durchschnei- 
den. 
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Rede gehalten bei der feierlichen Eröffnung der 


Accademia Scientifico-Letteraria und des Istituto 
Tecnico Superiore zu Mailand 


vom 


Commendatore Professor Francesco Brioschi. 


Ein Paar einleitende Worte des Herausgebers. 


Durch die Errichtung der Accademia Scientifico-Let- 
teraria und des Istituto Tecnico Superiore, einer wichti- 
gen, durch diese Verbindung zweier, das Reich der Wissenschaf- 
ten nach zwei Richtungen hin beherrschenden Institute in einem 
Institut, gewiss überaus merkwürdigen, in dieser Weise noch 
nicht existirenden Lehranstalt hatsich die Königlich italienische 
Regierung ein neues sehr grosses Verdienst um den wissenschaft- 
lichen und technischen Unterricht erworben und durch die ge- 
nannte Verbindung jedenfalls eine neue Bahn auf dem Felde des 
Unterrichtswesens gebrochen, welche als Epoche machend be- 
zeichnet werden muss und gewiss von höchst erfreulichen und 
wichtigen. Folgen begleitet sein wird. Von dem lebhaftesten In- 
teresse für diese neue Lehranstalt und für die Idee, welcher die- 
selbe ihre Entstehung verdankt, beseelt, zugleich in der Absicht, 
das Interesse dafür in möglichst weiten Kreisen, namentlich auch 
in Deutschland, zu erregen, habe ich Herrn M. Curtze zu der 
Anfertigung der nachstehenden Uebersetzung der Rede veranlasst, 
mit welcher die neue wichtige Anstalt durch ihren berühmten 
Direetgr, Herrn Francesco Brioschi, eingeweihet worden ist. 
Ich theile dieselbe im Folgenden mit und danke Herrn M. Curtze, 
dass er sich der von mir gewünschten Arbeit, zu. welcher mir 
selbst meine so vielfach in Anspruch genommene Thätigkeit, we- 
nigstens augenblicklich, keine Zeit übrig liess, — mir aber eine 
möglichst schleunige Mittheilung sehr wünschenswerth 
schien, — mit der grössten Bereitwilligkeit sogleich unterzogen hat. 

| Grunert. 
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Meine Herren! 


Die Unterrichtsanstalten können ihrem hohen Zwecke nur dann 
Genüge leisten, wenn ihre Schöpfung und ihre Organisation den 
neuen Bedürfnissen der Wissenschaft und den neuen socialen Zu- 
ständen entspricht. Die Geschichte des öffentlichen Unterrichts 
bestätigt durch unzählige Beispiele diese Thatsache; die Wahr- 
heit derselben zeigt sich in der ausschliesslich theologischen 
Richtung des Unterrichts im Mittelalter, in der speciell classi- 
schen, die man im fünfzehnten Jahrhundert an deren Stelle 
setzte, und in der wissenschaftlichen und technischen Richtung, 
die das moderne Zeitalter dieser letzteren hinzufügte. Aber die 
Culturgeschichte der Nationen macht dieselbe noch in die Augen 
fallender, indem sie gleichzeitig mit den grossen politischen Revo- 
lutionen entweder die Schöpfung neuer Institute verzeichnet, oder 
tiefgehende Modificationen in den Einrichtungen der bestehenden. 
Daher kommt der Ruf, den die in solchen Zeiten gestifteten An- 
stalten gleichsam augenblicklich bei ihrer Gründung erlangen; 
daher jedesmal die Aufregung der öflentlichen Meinung, die vie- 
len Discussionen und Publicationen, sobald man die Hand an Neue- 
rungen in dem Organismus derselben legt; daher endlich der 
Charakter der nationalen Institute, den sie aus der Uebereinstim- 
mung zwischen den nationalen Wünschen und ihrer Aufgabe ent- 
nehmen, und daher die Liebe und Sorgfalt, mit denen wir sie von 
den Nationen gehegt sehen, die sie besitzen. 


Es ist nicht mein Zweck, historisch die verschiedenen Er- 
scheinungen dieser Thatsache aus einander zu setzen; aber von 
ihrer Wichtigkeit überzeugt, vor Allem aber überzeugt von der 
Wichtigkeit der hauptsächlichsten ihrer Consequenzen, dass es 
nämlich keine Hoffnung auf ein geregeltes Leben durch eine Un- 
terrichtsanstalt gibt, wenn diese nicht durch die Stimme der 
öffentlichen Meinung entstanden ist, schien es: mir die Pflicht mei- 
nes Amtes zu sein, bei einer Gelegenheit, bei der eine so gebil- 
dete und edle Versammlung der Einweihung zweier höherer 
Lehranstalten beiwohnt, von dem eigenthümlichen Geiste dersel- 
ben, von ihren gemeinschaftlichen und Specialzwecken, von ihrer 
wahrscheinlichen Zukunft zu sprechen, und ausserdem, so weit 
meine Kräfte es gestatten, zu zeigen, dass dieselben den intel- 
lectuellen und materiellen Bedürfnissen unseres Vaterlandes ent- 
sprechen und dass ihre Organisation die Frucht eines eifrigen 
Studiums der Zustände derjenigen Anstalten ist, welche bei den 
civilisirtesten Nationen dieselben Zwecke verfolgen. 
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Die Accademia Scientifico-Letteraria und das Istituto \ 
Teenico-Superiore leiten beide ihren Ursprung aus dem Gesetze 
über den öffentlichen Unterricht vom 13. November 1859 her; aber H 
weder die eine, noch das andere finden in diesem Gesetze ihre genau 
umgrenzte Erklärung. Das Gesetz stellt zum Theil den eigen- 
thümlichen Geist der ersten fest, indem es bestimmt, dass in ihr 
vorzugsweise die der philosophischen und philologischen Facul- 
tät eigenthümlichen Lehren vorgetragen und die bezüglichen aka- 
demischen Grade verliehen werden sollen; es umschreibt den 
Charakter des zweiten, indem es anordnet, es solle eine Schule 
zur Bildung der Ingenieure umfassen; aber jede andere Special- 
bestimmung blieb der ausübenden Gewalt überlassen. Dieser 
Breite der Auslegung, glaube ich, muss man die Fehler zuschrei- 
ben, denen wir die derartigen Anstalten in den letzten Jahren 
verfallen sahen, Fehler, die theils allgemein, theils weniger be- 
kaunt sind, von denen aber die einen so wichtig sind, wie die 
anderen; und eben dieser Breite der Auslegung verdanken wir 
ohne Zweifel die gegenwärtige Organisation dieser Institute. Doch 
beunruhigen wir uns nicht mehr durch den Gedanken an die Ver- 
gangenheit, die Gegenwart zeigt sich mit freudigem Anblick. Wir 
weihen heute zwei Anstalten ein, deren eine einen bedeutenden 
Einfluss auf die Cultur der Nation auszuüben bestimmt ist, deren 
andere denselben specieller auf den öffentlichen Reichthum aus- 
üben soll; lassen Sie uns für ihre Zukunft Sorge tragen. 


Gestatten Sie mir, dass ich, um zuerst die wesentlichsten 
Theile der Organisation dieser Institute zu besprechen, einige 
wenige Betrachtungen in Bezug auf gewisse Fragen des öffent- 
lichen Unterrichts anstelle, die genau mit ihnen zusammenhän- 
gen. Es gibt keinen Zweig des öffentlichen Unterrichts, der 
einen so bedeutenden Einfluss auf die Cultur einer Nation 
hätte, als der der Secundärschulen. Diese Thatsache, deren 
Existenz ersichtlich wird, wenn man auch nur ein Wenig die Zu- 
stände dieses Theiles des Unterrichtes in den verschiedenen Staa- 
ten Europas und den Grad ihrer Cultur betrachtet, hat ausserdem 
vor Augen liegende wirkende Ursachen, die ihren Ursprung der 
Natur des Secundär-Unterrichtes selbst verdanken. Der Secundär- 
Unterricht hat nämlich zwei verschiedene Ziele. Er soll denjeni- 
gen Jünglingen, welche wegen ihrer Vermögensverhältnisse oder 
aus sonstigen Beweggründen diesen Studien sich widmen, entwe- 
der einen gewissen Grad von allgemeiner Bildung oder die noth- 
wendigen Kenntnisse zur Ergreifung gewisser bestimmter 'Berufs- 
zweige geben; er sollaber auch denen eine hinlängliche Vorbereitung 
ertheilen, welche die höheren Studien zu durchlaufen die Absicht 
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“haben. Es ist nicht nothwendig, dass ich mich hier zu beweisen 
bemühe, welchen grossen Einfluss der erste Zweck auf die natio- 
-nale Cultur ausüben muss; ich brauche nur an das Verhältniss 
der Zahl der Jünglinge zu erinnern, welche die Secundärstudien 
durchmachen, zu der Zahl derjenigen, welche zu den höheren 
Studien übergehen. Dies Verhältniss ist für Italien wie drei zu 
eins, und es ist daher das Streben, die Universitätsstudien zu 
durchlaufen, bei uns heute noch bei Weitem stärker als bei an- 
deren Nationen. Ich bemerke nur noch, wie das zweite Ziel 
auf den Culturgrad einer Nation einen um Vieles bedeuten- 
deren Einfluss hat, als man vielleicht gewöhnlich annimmt. Die 
Vorbereitung, die dem Secundär-Unterrichte anvertraut ist, darf 
nicht bloss darin bestehen, dass der Complex der zum Uebergang 
zu den höheren Studien unumgänglich nöthigen Kenntnisse gelehrt 
werde, sondern sie muss auch den Zweck haben, die Jünglinge 
an das Arbeiten zu gewöhnen, in ihnen diejenige wissenschaft- 
liche Wisshegierde zu erregen, welche die Quelle der Selbst- 
untersuchungen und der Stetigkeit ist, und in ihrem Geiste die- 
jenige Liebe zu den humanistischen und exacten Wissenschaften, 
als reine Wissenschaften betrachtet, zu erwecken, ohne welche 
die höheren Studien nichts Anderes sind, als ein Mittel, ein Zeug- 
niss zu erhalten und damit das Recht zu erlangen, sich einem gewis- 
sen Berufezu widmen. Wenn aber eine gute Auswahl der Unterrichts- 
zweige des Secundär-Unterrichtes, wenn eine zweckmässige 
Vertheilung derselben, namentlich mit Rücksicht auf das Alter der 
Zöglinge, die Erreichung dieser Ziele herbeiführen kann, so zweifele 
ich nicht, dass die Thätigkeit des Lehrers eine wahrhaft wirksame 
Thätigkeit ist, eine Thätigkeit, die gleichsam an und für sich 
selbst wirksam sein kann. Dies haben die aufgeklärteren Regie- 
rungen begriffen, wie gross oder klein auch der Einfluss ist, den 
sie auf den öffentlichen Unterricht haben, und deshalb schufen 
sie Specialanstalten zum Unterrichte der zukünftigen Lehrer, des- 
halb acceptirten sie die Anstalten, die schon zu demselben Zwecke 
von weisen Professoren eingerichtet waren, und machten sie zu 
Staatsanstalten, deshalb endlich setzten sie Preise für die Leh- 
rer aus, welche sich bei Ausübung ihrer Functionen wohl verdient 
machen würden. Ich werde mich nicht dabei aufhalten, von. der 
Organisation dieser Institute zu sprechen; der wohlthätige Ein- 
fluss der Ecole Normale zu Paris auf den Secundärunterricht, und 
noch mehr der der Seminarien Deutschlands, so weit derselbe 
die classischen und geschichtlichen Studien betriflt, welcher Ein- 
fluss auch von denen als unbestreitbar anerkannt wird, die sich 
zuerst gegen diese Anstalten erklärten, machte diese Insti- 
tute populär und hat die Kenntniss der Organisation derselben 
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verbreitet. Aber richten Sie Ihre Aufmerksamkeit auf einen spe- 
ciellen Punkt dieser Organisation, nämlich auf den Charakter des 
Verhältnisses, das zwischen diesen Instituten und anderen höheren 
Lehranstalten besteht! In Frankreich und in Preussen, um nur 
von diesen beiden Staaten zu sprechen, bestehen, wie bei uns, 
Universitäts- Facultäten; in dem ersten Staate Facultäten für die 
humanistischen und Faeultäten für die exacten Wissenschaften; 
in dem zweiten philosophische Facultäten, welche diehumanistischen 
und exacten Wissenschaften umfassen. Doch hat Frankreich noch 
eine Specialanstalt, die Ecole Normale, die mit diesen Facultäten 
nur bei dem Examen für akademische Grade im Zusammenhange 
steht; Preussen besitzt durch die innere Organisation seiner 
Seminarien Anstalten, für welche die Vorlesungen der philosophi- 
schen Facultät nur einen Theil, und sicher nicht den wichtigsten 
Theil des Unterrichts bilden. In diesen Staaten wurde also die 
verschiedene Natur dieser beiden Unterrichtsarten erkannt und 
der Unterricht der Universitäts-Facultäten als ungenügend für den 
Normalunterricht erkannt. 


Gehen wir von diesen allgemeinen Ideen dazu über, die Un- 
terrichtsmittel zu betrachten, welche in früheren Zeiten, und die 
augenblicklich den Lehrern in Italien dargeboten sind, so sehen 
wir, dass die leuchtenden Beispiele, welche die civilisirtesten Na- 
tionen darbieten, fast vollständig unbekannt sind, dass die nütz- 
lichsten Lehren der Erfahrung gänzlich vernachlässigt werden, 
Nun frage ich, ist dieser bejammernswerthe Zustand der Dinge 
nur eine Folge der Missregierung, die vierzig Jahre hindurch in 
Italien gewährt hat? Ist der Weg, auf welchem wir heute ein- 
herschreiten, jenen Beispielen und jenen Lehren entsprechend? 
Ich fühle das ganze Gewicht dieser Fragen und ich würde mich 
nicht auf ein so schlüpfriges Terrain gewagt haben, wenn ich 
nicht überzeugt wäre, dass ich dieselben von einem so hohen 
Standpunkte aus auffassen könnte, dass jede Möglichkeit eines 
Tadels ausgeschlossen ist. 


Wer auch die gegenwärtigen politischen, administrativen und 
ökonomischen Zustände Italiens mit denen der ersten Monate des 
Jahres 1859 vergleicht, muss, wie wenig günstig er auch für uns 
gesinnt sein mag, sicher zugeben, dass eine grosse Umwälzung 
in politischer, administrativer und ökonomischer Beziehung vor 
sich gegangen ist, und dass durch sie die Italiener jede Art von De- 
partements-, Provincial- und Communalinteresse dem allgemeinen 
Interesse der Nation zu opfern gelernt haben. Können wir nun 
sagen, dass in Italien auch in Bezug auf den öffentlichen Unter- 
richt eine Umwälzung vor sich gegangen? Finden wir in diesen 
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Jahren in Italien auch nur einen der grossen Gedanken in An- 
wendung gebracht, die, wie schon gesagt, die grossen politischen 
Revolutionen begleiten, die Frankreich seine Ecole Normal, seine 
Ecole Polytechnique und sein Institut National gaben, undin 
Deutschland die Hauptursache der wissenschaftlichen Bewegung anf 
seinen Universitäten waren? Man sage nicht, es sei dies die Schuld 
der Regierungen: die neuen Ideen, wenn auch noch so ausge- 
zeichnet, lassen sich einem freien Lande nicht aufpfropfen, 
wenn ausserdem noch die Anwendung derselben einige Opfer 
kostet, und wenn vor der Anwendung die Majorität der Nation 
sich denselben günstig zeigen muss. Ist es denn aber möglich, 
dass die Vorarbeiten, die Arbeiten, welche die öffentliche Mei- 
nung über diese Ideen, die ich neu nenne, wenn sie es auch 
vielleicht nur für uns sind, aufklären und auf dieselben hinleiten 
sollen, sich ausführen lassen mittelst einer fast fortwährenden Gleieh- 
gültigkeit gegen Alles, was den öffentlichen Unterricht betrifit, 
‚die, wenn sie auch nur einen Augenblick aufhört, alte Vorurtheile 
oder veraltete Ansprüche und vage, unbestimmte Wünsche ver- 
schwinden lässt, die einmal auf das Feld der Praxis gebracht, 
die Leere des Gedankens enthüllen? Ich verzweifle nicht, viel- 
mehr scheinen in diesen letzten Zeiten Symptome besserer Vor- 
sätze hervorzutreten. Lassen Sie uns dieselben mit unserer gan- 
zen Kraft unterstützen, und möge Italien in kurzer Zeit, seiner 
berühmten Traditionen eingedenk, mit Recht sagen künnen: sie 
haben die Zukunft vorbereitet! 


Ich habe bis jetzt das eine der dringendsten Bedürfnisse 
Italiens berührt, das nämlich, welches die Nationalcultur betrifit; 
ich werde jetzt in Kürze von dem anderen sprechen, das speeiel- 
len Zusammenhang mit dem öffentlichen Reichthume hat. Die 
wunderbaren Fortschritte der positiven Wissenschaften und ihrer 
Anwendungen in unserem Jahrhundert erschlossen dem öffentlichen 
Unterrichte eine ganz neue Richtung: die technische. Geschaf: 
fen von dem Bedürfniss der modernen Gesellschaft, aber in sich 
selbst die Keime der eigenen Entwicklung tragend, erlangte der 
technische Unterricht in kurzer Zeit eine sehr bedeutende Wich- 
tigkeit. Regierungen und Private fühlten die Nothwendigkeit, dass 
derselbe in eigenen Anstalten ertheilt werden müsse; seine augen- 
blicklichen und wohlthätigen Folgen, die durch ihn hervorgebrach- 
ten Fortschritte der Industrie hatten mächtigen Einfluss, um 
die öffentliche Meinung auf seine Organisation und auf die Modi- 
ficationen aufmerksam zu erhalten, die man bald darin einzuführen 
anfing. Die Regierungen, in welche Italien von der Restauration 
bis zum Jahre 59 zerfiel, sorgten nicht für diesen, ja verabscheueten 
zum grösseren Theile diesen Zweig des öffentlichen Unterrichts, und 
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zwar nicht mit Rücksicht auf die Specialität dieses Unterrichts- 
zweiges, sondern wegen der grossen Bedeutsamkeit seiner Folgen. 
Die Entwicklung der Industrie schuf Bedingungen, die zum gros- 
sen Theile für despotische und wenig. erleuchtete Regierungen 
unannehmbar waren; der Associationsgeist, die Handelsfreiheit, 
mit einem Worte alle praktischen Formen des Fortschrittes; welche 
die industrielle Oekonomie zur Grundlage haben, sind mit Regie- 
rungsgewalten, die denen ähnlich sind, welche Italien so lange 
Jahre hindurch besass, unverträglich. Es ist daher nicht zu ver- 
wundern, wenn wir uns heute beinahe noch auf dem Punkte be- 
finden, dass wir die ersten Schritte in diesem Unterrichtszweige 
thun ; aber diese unfreiwillige Zögerung legt uns sehr wichtige 
Verpfliehtungen auf, und wir müssen denselben auf’s Sorgsamste 
nachkommen. Wenn wir jedesmal, sobald in diesen letzten Jah- 
ren eine Weltausstellung in England oder Frankreich die Kräfte 
der Industrie der verschiedenen Nationen mit einander in Vergleich 
stellte, und jedesmal ein Handelsvertrag die Tarife auf gewisse Pro- 
ducte der Industrie erniedrigte, Regierungen, Parlamente, Männer der 
Wissenschaft und Industrielle mit der grössten Aufmerksamkeit sich 
mit der Ausbreitung der Organisation des technischen Unterrich- 
tes beschäftigen sahen, weil sie in ihm eine Hauptquelle des 
Fortschrittes erkannten, was für Anstrengungen müssen wir da 
machen, die wir, obgleich zuletzt in die Gemeinschaft der Natio- 
nen eingetreten, schon Handelsverträge besitzen, die uns mit 
einigen derselben verbinden, von denen andere die Sanction der 
Staatsgewalten erwarten; wir, denen dieselben politischen Insti- 
tutionen die Zurückweisung auch nicht einer der ökonomischen 
Freiheiten gestatten. 

Das Gesetz von 1859 über den öffentlichen Unterricht und 
andere spätere Gesetze der Localregierungen verbreiteten über den 
grössten Theil Italiens Anstalten für den Secundärunterricht, 
die man technische Schulen und technische Institute genannt hat, 
die einen vorzugsweise der Pflege der Gemeinden, die anderen der 
der Provinzen anvertraut. Es ist nicht meine Absicht, die ver- 
schiedenen Bestimmungen des Gesetzes oder der diese Institute 
betreflenden Reglements zu analysiren. Diese Analyse wäre hier 
nicht am Platze und würde mich von dem Hauptgegenstande ab- 
ziehen. Ich stehe jedoch nicht an, zu versichern, dass der Ge- 
danke, welcher diesen Theil der Unterrichtsgesetzgebung einge- 
geben hat, gut ist, und dass er, wenn er nicht in der Ausführung 
verschlechtert wird, sehr gute Resultate liefern dürfte. Erlauben 
Sie mir, meine Ideen über diesen Punkt klarer aus einander zu 
setzen: Ich halte den Gedanken für gut, nach welchem der tech- 
nische oder professionelle Unterricht Speecialanstalten anvertraut 
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ist, die in den Städten gegründet sind, welche die Mittelpunkte 
der industriellen und commerciellen Bewegung ausmachen, und in 
denen die Jünglinge, welche sich einem bestimmten Berufe, der 
Industrie, dem Handel, dem Landbau widmen wollen, eine zweck- 
mässige allgemeine und Specialbildung erlangen, wo also der 
Unterricht, besonders der in den positiven Wissenschaften, unter 
dem Gesichtspunkte ihrer praktischen Resultate ertheilt wird. 
Diese Principien, wie sie unser Gesetz enthält, finden wir von 
Pompee,von Saint-Marec Girardin, von Arago und von allen 
denjenigen empfohlen, welche, bis jetzt ohne glücklichen Erfolg, 
ebenso in Frankreich ein System von professionellem Secundär- 
unterricht organisiren wollten, für den man von Salvandy bis 
zu dem gegenwärtigen Minister des öffentlichen Unterrichts nichts 
Besseres zu ersinnen wusste, als die Zweitheilung. Werden aber 
diese Principien wirklich angewendet werden und sind sie bei 
dem gegenwärtigen Zustande Italiens anwendbar? Wenn wir un- 
ser Augenmerk auf die Mittel richten, welche die gefallenen Re- 
gierungen vierzig Jahre hindurch den Jünglingen Italiens für 
den höhern technischen Unterricht darboten, so ist die Ant- 
wort nicht zweifelhaft, und wir können a priori behaupten, dass 
das richtigste Princip für den praktischen Unterricht, nach wel- 
chem in jenen Instituten die Lehrstunden gegeben werden sollen, 
für das Bedürfniss der Lehrer im Allgemeinen nicht anwendbar ist. 


Ich habe-die nothwendigen Bedingungen zu beleuchten ver- 
sucht, welche, meiner Meinung nach, in Bezug auf den öffent- 
lichen Unterricht für Italien die vorwiegenden sind; ich habe zu 
zeigen versucht, dass dieselben in dringendster Weise die Schöpfung 
einer Normalschule für die classischen, historischen, philosophi- 
schen und die reinen und angewandten positiven Wissenschaften 
verlangen, und bin so wieder auf den Hauptgegenstand meiner 
Rede gekommen, nämlich von den gemeinsamen Zwecken der 
beiden Anstalten zu sprechen, die wir heute einweihen. Der 
Unterrichtsplan der Accademia Scientifica Letteraria setzt 
unter den augenblicklichen ökonomischen Verhältnissen dieses Insti- 
tuts und gemäss den Königlichen Decreten vom Juli und November 
des laufenden Jahres in erster Stelle einen Normalcursus zum 
Zweck der Ausbildung der zukünftigen Professoren der classischen 
Sprachen und Literaturen und der geschichtlichen und philoso- 
phischen Studien an den Secundär-ÜUnterrichts- Anstalten fest. 
Das Gründungsdecret und das Reglement des Istitüto Tecnico 
Superiore bestimmen, dass man in diesem Institute Habilitations- 
zeugnisse zum Unterrichte in den angewandten mathematischen 
und Naturwissenschaften, wie er in den Secundär - Unterrichts- 
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Anstalten ertheilt wird, erlangen könne, und wenn auch aus Man- 
gel der nöthigen Fonds diese Abtheilung des Instituts noch nicht 
in diesem Jahre eröffnet werden kann, so beschäftigte die direc- 
tive Commission desselben sich doch mit ihrer Organisation und 
veröffentlichte ihr Programm, theils um die öffentliche Meinung 
auf eine Schule aufmerksam zu machen, die für Italien neu, in 
Frankreich von den competentesten Männern seit 1833, wenn auch 
vergebens, verlangt, eine der wichtigsten Abtheilungen einiger 
polytechnischer Anstalten Europas ausmacht, von denen ich nur 
die von Dresden und Zürich nennen ‚will; theils um die Gering- 
fügigkeit der Kosten an’s Licht zu ziehen, die zur Verwirklichung 
desselben nöthig sind. 

Dennoch ist, auch unter der Voraussetzung, dass die öko- 
nomischen Verhältnisse beider Institute sich so günstig gestalten, 
dass sie die vollständige Ausführung alles dessen erlauben, 
was durch die gegenwärtigen Reglements festgesetzt ist, der 
Zweck, den ich ihnen gemeinschaftlich zuschrieb, nicht erfüllt, 
der Gedanke der Normalschule nämlich, wie ich ihn oben defi- 
nirte, ist nicht vollständig. Um diesen Mangel beklagenswerth 
zu machen, trägt nicht bloss die Ueberlegung bei, dass, da die 
reinen positiven Wissenschaften ausserhalb des Umfangs des Nor- 
malcursus geblieben sind, die zukünftigen Lehrer derselben noch 
keine Specialschule, die sie auf ihrem steilen Wege unterstützt, 
besitzen, sondern eine andere bei Weitem mehr in’s Gewicht fal- 
lende Betrachtung, dass nämlich sowohl die eine, als die andere 
Abtheilung des Normalcursus, die wir wenigstens wirklich be- 
sitzen, für sich diesen Mangel mit empfinden wird., Wenn die 
Trennung der positiven Wissenschaften und der sprachlichen, 
historischen und philosophischen Studien immer für ihre Fort- 
schritte verderblich war, wenn sie bei dem gegenwärtigen Zu- 
stande dieser Wissenschaften und jener Studien ein Anachronismus 
ist, so darf sie noch viel weniger ein Grundprincip der Organisa- 
tion einer Normalschule bilden. Sehen wir uns vor, die Abthei- 
lungen einer Normalschule, die zur Erlangung von Habilitations- 
zeugnissen für specielle Unterrichtsfächer führen können, mit einer 
Trennung zu verwechseln, welche die traurigsten Folgen für die 
Bildung der jungen Professoren haben würde. Und lassen wir vor 
Allem ja nicht aus den Augen, dass die Normalschulen ihrer 
Natur nach Schulen einer bestimmten Methode sind, indem wir 
diese Benennung nicht, wie man viele Jahre hindurch that, auf 
die pädagogische Methode beschränken, sondern sie so weit aus- 
dehnen, dass sie die Methode des Studiums und die Methode der 
Untersuchung in sich fasst. ‚Die Philosophen der literarischen 
Schule haben durch ihre Feindseligkeit und ihren Indifferentismus 


Scientifico-Letteraria n. des Istitulo Tecnico Superiore zu Mailand. 51 


gegen die Resultate der Naturwissenschaften den Weg zu jedem 
wahren Fortschritte verschlossen“, schrieb ganz vor Kurzem 
Renan, indem er einen Irrthum der Methode angrifl. Möge 
dieser gewichtige Ausspruch, aus seinem allgemeinsten Gesichts- 
punkte aufgefasst, sich vollständig der Gemüther bei der Leitung 
des Studiums der neuen Generation Italiens bemächtigen. 


Wenn aber auch die Normalcurse unserer beiden Institute 
heute noch eine Lücke lassen, die, wenn sie fortdauerte, ihnen 
gefährlich werden könnte, so sind sie doch anderntheils der Art 
constituirt, dass jede Modification, die in eine derselben einge- 
führt wird und dieselbe auf dem angegebenen Wege zu vervoll- 
ständigen strebt, dasselbe Streben auch für das Andere einschliesst. 
Die beiden Anstalten haben also ein grosses gemeinschaltliches 
Interesse, sie müssen zusammengehen, um an’s Ziel zu gelangen, 
und ich zweifle nicht, dass sie es erreichen werden. ,.Die ehren- 
werthesten Hofinungen sind kühn‘“, schreibt Guizot in seinen 
Memoiren bei der Erinnerung, wieviel er, als Minister des öffent- 
lichen Unterrichts des Königreichs Frankreich, für die Erweite- 
rung des naturgeschichtlichen Museums zu Paris gethan; ich wende 
mieh an den Minister des öffentlichen Unterrichts des Königreichs 
Italien und sage: diese meine Hoffnungen sind ehren- 
haft, machen Sie, dass sie nicht zu kühn sind. 


Indem ich von dem gemeinsamen Ziele zu den Specialzwecken 
beider Institute übergehe, bemerke ich, dass die Accademia 
Scientifico Letteraria ein historisch-philologisches Institut 
unfasst, welches das Doctordiplom in den historisch-philologischen 
Wissenschaften zu ertheilen berechtigt ist, und dass das Istituto 
Tecnico Superiore zwei Specialschulen besitzt, eine für Civil- 
Ingenieure, eine andere für die Mechaniker, welche die bezüg- 
lichen Zeugnisse zur Ausübung dieser Berufszweige ertheilen. 
- Ausserdem werden in diesem letzteren Institute im laufenden Jahre 
zwei freie ausserordentliche Curse gehalten werden, nämlich ein 
Cursus der Schnell-Feldmesskunde, in welchem unsere jungen 
Ingenieure mit den ausserhalb Italiens schon in Anwendung gekom- 
“ menen Methoden und Instrumenten, die zur Abkürzung der geodä- 
tischen Operationen bestimmt sind, von ihrem berühmten Erfinder 
bekannt gemacht werden sollen, der andere über einen interes- 
santen Theil der angewandten Zoologie, über die Acclimatisation 
und Aufzucht der nützlichen Thiere. Endlich hoffe ich, dieser 
Schule binnen Kurzem durch die edele Initiative der Akademie 
der schönen Künste eine Specialschule für Civil- Architekten hin- 
zufügen zu können. 


Wenn das philologisch- historische Institut auch für jetzt nur 
4*r 
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wenig andere Unterrichtszweige umfasst, als die der Normalschule, 
so kann es doch auch in diesen Grenzen nützliche Dienste leisten, 
da es ein Mittel zu einer vollständig freien historischen und phi- 
lologischen Bildung darbietet. Ich glaube aber, dass es erst an dem 
Tage wirklichen Einfluss auszuüben vermag, an welchem die neue 
Generation, durch die Normalschule an anhaltende und strenge 
Studien gewöhnt, selbst wünschen wird, in ihnen fortzuschreiten 
und sich zu vervollkommnen. 


Ich werde mich hier nicht bei der Organisation des Unter- 
richts dieser Abtheilung der Akademie aufhalten und eben so wenig 
bei der der Specialschulen für Ingenieure des Instituts. Die Pro- 
gramme dieser Anstalten sind veröffentlicht und Sie können üher 
den Werth derselben urtheilen. Es scheint mir jedoch zweck- 
mässig, zu bemerken, dass die Accademia Scientifico - Letteraria 
und das Istituto Teenico Superiore die wichtigsten Anordnungen 
ihrer administrativen Organisation gemein haben. Das Princip 
der Decentralisation ist in ihnen im weitesten Maasse zur Anwen- 
dung gelangt, und die Localwirkung der directiven Commissionen 
kann einen bedeutenden Einfluss auf die Vervollständigung und 
die Fortschritte dieser Anstalten ausüben. Auch die Bildung die- 
ser directiven Commissionen harmonirt mit diesem Principe; und 
ich glaube, dass, weil sowohl der materielle Zuschuss, als die 
Gemeinde und eine hochverdiente Privatgesellschaft durch Erlaub- 
niss des Gebrauches der ihr eigenthümlichen Sammlungen dem 
höheren technischen Institute die Mittel darreichen, es mit Recht 
für nöthig erachtet werden sollte, dass die hohe Direction dieser 
Anstalt einer Commission anvertraut würde, in der die Interessen 
der Nation, der Gemeinde und dieser Gesellschaft repräsentirt 
wären; die moralische Unterstützung, die diese Provinz immer 
bei jedem Werke des Nationalinteresses dem Gouvernement ange- 
deihen lässt, die Sorgfalt, die Kosten und die Opfer, welche sie 
gebracht, um die Zustände des Elementar- und Secundär- Unter- 
richtes zu verbessern, dürften es der Regierung rathsam erschei- 
nen lassen, diese Commissionen aus Vertretern des Staats, der 
Provinz und der Gemeinde zusammenzusetzen. Endlich in An- 
betracht des gemeinsamen Zieles beider Institute stelle man einen 
Zusammenhang zwischen diesen Commissionen in ihrem Präsi- 
dium her. 


Erlauben Sie mir noch einige wenige Worte über die Specjal- 
schulen des höheren technischen Instituts. Die Traditionen des 
Berufs der Ingenieure sind in unserer Provinz so ehrenvoll, dass 
nach meiner Meinung es ein schwerer Irrthum wäre, denselben 
bei der Organisation von Schulen, die zur Ausbildung von Inge- 


> 


Scientifico-Lelteraria u. des Istitulo Tecnico Superiore zu Mailand. 53 


‚nieuren bestimmt sind, nicht Rechnung zu tragen. Aber ander- 
seits steht von ihnen vollständig fest, dass sie diesen Traditio- 
nen nicht treu geblieben sind, indem sie beinahe vollständig den 
grossen Fortschritten der angewandten Wissenschaften fremd blie- 
ben und den Geist und die Ausdehnungssphäre dieser Berufs- 
zweige im Verhältniss zu diesen Fortschritten zu modificiren un- 
terliessen. Die Fremdherrschaft zerriss, un die Wahrheit zu 
sagen, den Faden dieser Traditionen, indem sie jene Asso- 
ciationen vernichtete, welche, Collegien genannt, einige Jahr- 
hunderte hindurch vorzugsweise die bewegende Kraft für den 
Fortschritt des Ingenieurwesens abgaben, und denen wir jene 
Bauten, jene Kanäle verdanken, welche einen so grossen Einfluss 
auf die Bewässerung und den Ackerbau hatten und die auch heute 
noch die juristische Grundlage in vielen Streitigkeiten bilden. Die 
Statuten dieser Collegien enthalten Disciplinen zur Uebung von 
Berufszweigen, die heut zu Tage aufgegeben sind und die doch 
sehr zweckmässig in’s Leben zurückgerufen werden könnten. So 
findet sich z. B. der Gedanke der Theilung der Berufszweige der 
Ingenieure, Architekten, Geometer, Feldmesser und der dazu 
führenden Studien, ein Gedanke, den wir heute auf der höchsten 
Stufe in den polytechnischen Anstalten Deutschlands angewen- 
det sehen und den wir für unser Institut adoptirt haben, in die- 
sen Statuten vertheidigt und von den Gouverneuren, die aus den 
Syndicis oder den Beamten des Collegiums gewählt wurden, mit 
Eifer festgehalten. Ich spreche nicht von den anderen ausgezeich- 
neten Bestimmungen, die den zwölf oder dreizehn Statuten, welche 
das Collegium von Mailand von 1565 bis 1775 besass, gemein 
waren, ich werde nur zwei Auszüge aus dem letzten derselben 
anführen, das, wie wenigstens Verri. schreibt, unter Inspiration 
des berühmten Frisi zusammengestellt, mir das vollständigste 
und am Besten redigirte zu sein scheint. Ich schicke voraus, 
dass zu jener Zeit die Schulen des Palatin, die in diesen Palast 
der Brera verlegt waren, ausser den litterarischen, ökonomischen, 
juristischen und medicinischen Unterrichtszweigen, die Parini, 
Soave, Beccaria, Lampugnani und Moscati anvertraut 
waren, einen Cursus von drei Jahren mit den Specialzweigen der 
Physik, Mechanik, Hydraulik, Civil- Architektur u. s. w. zum Ün- 
terrichte der Ingenieure, Architekten, Geometer und Feldmesser 
umfassten. Viele’Artikel dieses Statuts drehen sich um die Be- 
'ziehungen des Collegiums zu dieser Schule; — „Sobald“, schreibt 
das nämliche Statut, „von dem Collegium die Lösung 
von Fragen der Architektur, der Hydraulik, der Ab- 
schätzung von Grundstücken u. s. w. verlangt wird“ (und 
Jeder begreift, wie wichtig dieses Amt oder diese Pflicht des. 


he RE 
A A 
N Art 


54 Brioschi: Rede gehalt. bei der feierl. Eröffn. der Accademia etc. 


Collegiums war), „und die Fragen Gegenstände betref- 
fen, die von den geometrischen, mechanischen und 
hydraulischen Theorien abhängen, und nicht Objecte 
der reinen Praxis sind, so wird man eine Abschrift zwei 
Professoren der Schule übergeben, damit diese schrift- 
lich ihre Meinung sagen, dieselbe den Syndieis der 
ersten Versammlung übergeben, und diese zur grüs- 
seren Klarheit bei den Verhandlungen des Collegiums 
dienen können.“ Und in einem anderen Artikel: „Da die 
praktischen Wissenschaften der Ingenieure, Archi- 
tekten, Geometer und Feldmesser den Gebrauch ver- 
sehiedener Maschinen und Instrumente verlangen, so 
soll zur grösseren Bequemlichkeit des öffentlichen 
Unterrichts für sie auf Kosten der Casse des Colle- 
giums Sorge getragen und dieselben in einer der beiden 
Schulen, die im Gymnasium der Brera zum Unterrichte 
der Ingenieure bestimmt sind, aufbewahrt werden, und 
jedesmal, wenn dieselben von den Ingenieuren oder 
den Meistern der Militär-Architekten verlangt wer- 
den, soll für einige Tage der unentgeltliche Gebrauch 
gestattet sein.‘ 

Wenn ich einen Augenblick Ihre Aufmerksamkeit auf die Er- 
innerungen der Vergangenheit zu richten versucht habe, so that 
ich dies nicht sowohl deshalb, um vorzugsweise die Ingenieure, 
welche dieser Versammlung beiwohnen, an die Wichtigkeit, welche 
diese Oollegien und die gegenseitige Unterstützung zwischen Col- 
legium und Schule für uns gehabt haben, zu erinnern, als des- 
halb, um mir den Weg zu bereiten, ihnen zu sagen: Die Schulen 
sind wiedergeboren und heute weihen wir sie ein; lassen Sie jene 
Associationen wiederaufleben, lassen Sie sie wiedererstehen im 
Geiste unserer Zeiten und Sie werden in diesen Schulen jede Art 
der Unterstützung finden! 

Meine Herren, ich habe in grossen Zügen den Geist, die 
Ziele, die zu hoffende Zukunft der beiden wichtigen Institute zu 
zeichnen gesucht. Dem Minister, der mit gerechtem Stolze 
sagen kann, ich gab ihnen diese Grundlage, empfehle ich 
ihre Weiterbildung; Ihnen, die Sie durch Ihre Gegenwart zeigen, dass 
Sie den Werth derselben erkannt haben, empfehle ich, die öffentliche 
Meinung auf dieselben aufmerksam zu erhalten. Wir werden dann 
in nicht zu langer Zeit von diesen Schulen sagen können, was Arago 
von der französischen polytechnischen Schule sagte: 

„Sie ist mehr als eine Schule, sie ist eine National- 
anstalt!“ 


[Auszug aus der Rivista Italiana.] 
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YEI. 


Zur Ballistik. 


Einige Integrale, welche bei der Auflösung des bal- 
listischen Problems vorkommen. 


Von 


Herrn Dr. Ligowski, 


Lehrer an der vereinigten Artillerie- nnd Ingenieurschule und am See- 
Cadetten-Institut in Berlin. 


Im 22sten Bande des Archivs Nr. XXVI. kommt Herr Pro- 
fessor Grunert bei der daselbst gegebenen neuen Auflösung des 
ballistischen Problems auf Integrale von der Form: 

SUrdu und f Urudu, 
wobei 

U=c—uvV1I+u— In(u+VY1+W) 
"ist. Führt man in diese Integrale für # die hyperbolische Fun- 
ction Sing ein, dann wird: 
du=&osydp und U=c-Sinpgßospy—p, 

oder auch, da = © 

Sinposp = 4Sin?p 
ist, 

U=c—1Sin?p — po, 
mithin‘ 

daU= — (E29 +) dp = — 2Eosp?dp. 

Aus [Urdu wird nun [Ur&os pdy. 


SU RREN  ERTR OR 
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Durch theilweise Integration ergiebt sich: B 
1) JS TUnresspdp = Ur Sing +2n fUr-160s p2Sinpdp. 


Integrirt man auf der rechten Seite noch einmal theilweise, so 
entsteht: 


9) | 
get: 2) 


S Ur Kos pdp= Ur singt " Un-1gos 93+ — aa) 4 22 202 


Eine nochmalige Integration liefert: 


3) S Ur Cospdp = UrSsinp + “ Un1 08 9? 


2n (2 
ae, — Un2Sinp(Cosypt + 35360892 + 5) 


+ 2n (2n— 2) (2n —4) 0 (4 „gosp? e Eon p 
3.5 5 3 


A In (?2n— 2) en 4) (2n—6) I n- (Er +4 „Kos p? 23?) 3 


a 


Man ersieht aus dem Vorstehenden, dass das Integral 
S Ur Kosypdp, 


je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl 4 FUFUCKR ANBTt 
wird ann die Integrale 


Seosgtdp und SUCosypHdgp. 


Zur Bestimmung von [&osgp?rt!dp ergiebt sich durch theil- 
weise Integration die Reductionsformel: 


4) 
SeospHdpo = ee ] Kos pr—1Ssinpg+— 5, Ei 7 [608 gar-ido, * 


durch deren wiederholte Anwendung man erhält: i 


Sing ee (977 &r 
mir —u), 
Da Bl Orr Ra. 


Aus SUßosp?Hdp wird durch theilweiseIntegration gefunden : 
SU E05 gr Hdp = U Eos p?r Sing +2 f Eos p2r+2Singpdp 
— Ur SU Kos pr—1Sinyp?dp. 


Setzt man für Sing? seinen Werth &os9®—1, so entsteht nach 
einer einfachen Reduction, und Integration: 


5) Stop ttldo= 


! eye) DANIEL 7. |, ee Ar nur FT a Fa Pd um 
h ae ) % a ae nz { n he But a " u AEeN 
Di RT Ren Dar Ss Re ME Ba ak an ANBBaT En VelahLLEN 
A, h N ee a Zar \ dl “ N 
BET E t DR Pr, PLAN 
ru ‚ 5 2 ° a h N 
DT) x 9 f 
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6) 
Ukosp”sinp, 2&ospirr? Y Ir 
Ir+l (2r+1)(2r+3) 2r+1 


Eine wiederholte Anwendung dieser Reductionsformel giebt, wenn 
man berücksichtigt, dass nach No. 2) 


SUgSs pr Hdpo = SU8osp?Adp. 


SUSossydp = USinp +3 Kos p? 
ist, 


Using (Mu 
tl du 


De Gosgkeruts 
FI, da Fe 


Mit Hülfe der vorstehenden Formeln erhält man nun sofort: 


7) SUSos pH do = Kos p2lr—u) 


8) SUSss pdp = USinp + 3608 p°, 
9) 
SU? &ospdp = U? Sing + 3UE0sp° + 7; Sinp (Eos pt+1&0sp24 9), 
10) 


SU3 Eospdp = U?Sinp +2U?Eosp? + Tsin p(Eospt+4Kosp?+35) 
+ 3 E05 9° (4 Eos pt + 1505 p2+ 5), 
11) 
SU:&ospdp—=U*Sinp+53U?E0sp?+ FU? Sinp(Eospt-+ 3 Eosp?+3) 
+ 2UCosp°(t E08 9% + %C0sp? +3) 
+ 75 Sing (dr 608 9 +35 E08 9° + 3393 (E08 p?+ 30359? +3)). 


Das Integral [Urudu geht, wenn Sinp für u gesetzt wird, 
über in: 


S Un Kosp Sinypdp, 
oder, da 
Sing Cosp = 3 Sin2p 
ist, in: 
12) SUrudu=4/(c— 35in2p — p)" Sin?2pdp. 


Setzt man ı% statt 29, so entsteht: 
S Unudu= (H)r+2?[(2e — y — Siny)r Sinydy. 
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Wenn zur Abkürzung 2e— = V gesetzt wird, so erhält man: 
13) SUrudu = (3)"+?[(V — Sinv)Ssindbdv, 
also auch: 


14) SUnudu= (Art? 2 (— 1e(n)„ SPr-u Sinyatidı. 
1 


Das gesuchte Integral ist daher zurückgeführt auf Integrale von 
der Form: 


SV Sinvrdw. 
Durch theilweise Integration wird: 
S Vr Sinwrdv = Fr Sinyr-iKosy — [Eos wdVr Sin wr! 
= Vr Sinyrl gosyp + pf Fr! Sin yrilgospdy 
— (r—)) [ VrSsinwr-2&os w2dy. 


Für Eosyw?, 14+Siny? eingesetzt, giebt nach einer einfachen Um- 
formung und theilweiser Integration: 


n r—1 
15) /SVrSinvrdv = rer + 5 Vr-1Sinwr 
P\P—2) er 2 —2 
+ PP), Vr 2 Sinyrddv — —— a, Vr Sinyr—2dy. 


Durch Anwendung der Formel 15) erhält man: 


16) SV Sinvdv = VKosyw +Siny, 
17) SV?Sinvdy=V?&osv +2V Sinw +2Kosw, 
18) 


SV®:Sinydyv = _ Pagosw +3V?Ssin® +6V/ Cosyw+6Siny, 


19) 
SV*Sinydy= V*&osyp+4V Sind +12 P?E&osp +24 VSiny+24EosY, 


20) /Siny?dy = 3 Sinyp Cosy +3V 


21) SV Sin vedy = X Siny sy +4Sinw?+4V?, 


“. 


2) 


SV?Ssnydy= £ Sinyessytz  Siny®+4Sinpeosut £ a 


PR ER VE I 
I N a 1 WEN LE NG 
# SR “ a» rs r‘ 
BR TR du EN 
“ 
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23) 
SV°Siny?dy = 32V ?SinyCosy +3 V?Sinw? + 4V Sinw &osy 
+ 3Siny? +5 V? +3W%, 


24) SSsinywddv = 4Sinw2Kosw — 2 Kos, 
25) 

SV Siny®dy = 4V Sinyw? Cosyp + 1Sinw3 — 3V Eos — 3Sinv, 
26) 


SV ’Ssinw3dv—=4V ?Sinw?&osw+?V Sinyw’+ 37 Siny? Eos y— Eos Y 
— 312 $osyw — 3V Sinw — 36085 y, 
27) SSinwtdyv = 4Sinw? os y — 3Sinv&osp — 33V, 
28) 
SV Sinwtdy = 4V Sinw? Cosv + 7, Sinwt— 23V Siny Eosy — 3 Siny? 
ak: To Y? ’ 
29) SSinwidy =} Sindt&osp — Sinw?kosy + %5losy. 
Die Formel 14) in Verbindung mit No. 16) bis No. 29) giebt nun: 


30) 
JUudu=!f(V - Siny)Sinydv = [| V @&ossy—1) + sin y2—Eosy)], 
3l) SU?udu= 75; [(V — Sinyw)? Sin vydy 
= 35 [V/?(2Eos y — 1)4+2VSiny(2— Easy) +4Sinv2QKosvy —3)+5Eosy], 
32) ° S Urudu = 35 SK ’— Siny)? Sinwdu 


= 4[/?2&osy — 1) +3V2Siny (2 — Easy) 
+ 19(4Sinw2(2 Cosw — 3) + 32 Kos — 3) 
+3 Sin w?(4—3 Eos y) + 4Siny(32 —3Cosy)], 
33) S U*udu = 3 /(V— Sin y)? Sinydy 

— 14 [P? 2A&osy — 1) +4V?Siny (2 — Eos y) 

+4V2(4Sinw2 (2 Kos — 98) + 32608 W — 3) 

+47 2 siny?(4—3Cosyp) +3SinY (32 — 93 Eos Yy)) 

+ HSinwt4Kosu —5) +5 Sinw2(32EIH8Yy—3)+'43° Eos w]. 


Near ct Bit rar, 


In demselben Bande des Archivs auf Seite 395. hat Herr 


Professor Grunert zur Bestimmung der Coordinaten der Flug- 
bahn die Gleichungen 
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' Lad u udu 
DURREEE WSE UER N 5 =—oO IrFuo OU 
tgi \ 
und 
Y u du 
DI NE WELNLENE ARM u 5 Ir wU 
tgi 


gegeben. Führt man, wie in dem Vorstehenden, Sing statt u 
ein und setzt tgi=Siny, dann hat man zur Bestimmung von = 
und y: 


m f P Eos pSinpdp 
BE ne i=— öf TIIREUN 
und 
NT y Kosopdp 
4) ats Ne ae ee te Y = fl IFusU 
ef ’ 
Bezeichnet man die unbestimmten Integrale 
Gos p Sinpdp d fi Ssyodpg  ° 
III“ I+uoU 
durch /(p) und F(p), dann sind x und y gegeben durch 
3 et LE A z = 0(f(y) - f(p)) 
und 
DIRT ER y= (FG) — F(p)). 


Zur Abkürzung setzen wir: 


1+u9U=W und wo=4h, 


dann ist: 
dW = — 2u0 Eos p?dp = — h&os p?dp. 
Durch theilweise Integration ergiebt sich: 


CospSinpd Gosp? Äh Gosptd 
ON ME nr 


W 2 w: 


Wenn f&osptdp—= P, gesetzt wird, dann entsteht durch weitere 
Integration: 


2 i 
7) Aa (7 hP, 1 al SR Kos p ee). | 


Wir bezeichnen: 


A De 


EA A, DREH ar AN 1 EN 4 DA " 
SR Rn RT RS ER A N 
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S[P,&osp?dp durch P,, 
SP,&osp?dp- „ Ps 


ENT! 0 tie Dar )de Fa ET Ri 


/P-&osp?dp durch Pryı; 


dann ergiebt Ben aus No. 7) durch fortgesetzte theilweise Inte- 


gration: 
Cosp* hP, , 2! P, 3!P,  4hP 
3) fO—3 m ps — wie an 


— Drr!är P: P;&s92d 
u u ee + DHE+HDIe | nn) rl 


oder auch: 


Ih Ba? AN? AN®. 
y fo=(lmirr-(7) Ar) P-3() P: 


A aA\-H 
+4! ( Pair: (7) 
P, £08 p?d 
+(-DrHer+D)! a rn) 


\ D y S d D . 
Integrirt man Z'(9) =/® “n E theilweise, so entsteht: 


Ss 2 
Er or De g BEZ u. aa 


und nach einer zweiten Integration: 


Sin a 


Kos p? ’go8 BR, 


en het | ge 


Setzen wir: 
[Sosyddy = N; 
SQ Eos p’dp = R, 
SQ, Cs p?do = Q;, 


u Bin ar ai ai tete 


S Qr 808 pdp = Qr+1; 


dann ergiebt sich aus No. Il) durch fortgesetzte Integration: 


3Sinp hEosp®  210Q, 3!h?Q, | 41129; 


—— —— ———— 


F(9) =} I Ww? ++ W>3 En W* W; 


„Drei Qr— Qr-ı 808 p2d 
I ma tl -YteHheHn) Te 


# . 
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oder auch: 
“ 1 ANt,, hAN? AN? 
12) Fp)=375 (3 (%) Ssmp— (5 Cosp3 + 2! (7) Qı 


3 (7) 0,4 (55 VRR N, („) 9 


h 2 Qr-ı Kos p2dp 
+ (—]) + (r + 1)! h a . 


Wenn die Reihen in No. 9) und No. 12) convergiren, dann 
lassen sich zu jedem 9 mit Hülfe von No. 5) und No.6) = und 
y berechnen. 


IV. 


Construction derjenigen linearen Differential-Gleichung, 

deren particuläre Integrale die Producte der particu- 

lären Integrale zweier gegebenen linearen Differential- 
gleichungen sind. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichen Professor der höheren Mathematik am k.k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


Wären etwa gegeben folgende zwei lineare Differentialglei- 
chungen der zweiten Ordnung: 
)) y"=my' + ny, 
2) "= um +4 vn; 
in welchen m, n, u und » beliebige Functionen von x bedeuten 


mögen, und es sei zu suchen eine solche lineare Differentialglei- 
chung in z, für welche 


3) u=ny 


> = 14 > 
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ist. Aus 3) folgt: 

4) | u =ny' +n'Y; 

5) / u” — ny" + 2n'y 4- n"y; 


und setzt man in 5) statt y” und n” ihre aus I) und 2) hervor- 
gehenden Werthe, so erhält man: 


u” = mny' + uyn’ +2n'y' + (n+v)yn; 
oder geordnet: 
6) u” — (n+v)u= mny' + myn' 4 2n'y'. 


Differenzirt man diese Gleichung, und setzt man hierin sogleich 
wieder statt 9” und n” ihre aus 1) und 2) folgenden Werthe, so 
erhält man: 


7) u" — (n+v)w — (n" +vV’+mn+uv)u 
= ny' (m! +m? 4+2v) + n'y(u +u?-+2n) + 3(m+u)n'y'. 


Differenzirt man nun diese Gleichung, so erhält man nach einigen 
Reductionen: 


8) u" — (n +v)u” — (2n’-+2v' + mn + uv) u’ 
— (n”" + v”-+ mn’ + uv' + 2m!n + 2w'v + m?n + u2v + Anv) u 
— n'y' (4m’ + Au’ +Am? +4u?+ 2 +27 + 6mu) 
+ ny’ (m” + 3nım' + m? +5mv -+3uv +2v') 
+ n'y(a” + 3uu’ + u? + du + mn + 2n'). 
Werden nun aus den drei Gleichungen 4), 6) und 8) die drei 
Grössen 
yon» Wy 
eliminirt, so erhält man eine lineare Differentialgleichung vierter 
Ordnung in v, und diese Gleichung ist die gesuchte. 
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V. 


Construction derjenigen linearen Differentialgleichung, 
deren particuläre Integrale die Quadrate sind der par- 
ticulären Integrale der linearen Differentialgleichung 
1) Ay" + Ay + Aoy=0. 
Von 


Herrn Simon Spitzer, 
ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k. k. poly- 
technischen Institute zu Wien, 


Ich setze 
2) x: = y®, 
dann ist: 
3) = 2yy', 
4) 2" = 2yy" + 2y'?. 


Multiplicirtt man diese Gleichung mit A,, und setzt man sodann 
statt A2y" den aus ]) folgenden Werth, so hat man: 


A,2:" = — 2y(A,y' + &XoYy) + 2X2y", 
und setzt man hierin statt 2yy’ seinen Werth z', ferner z statt 22, 
so erhält man: 


5) Agz” + A,z' +2X,2 = 2%,y'*. 
Wird diese Gleichung abermals differenzirt, so erhält man: 
Xp2" 4 (Xy’ 4 X)" 4A +2) +2 = DR y2 + ANY y”. 
Setzt man auch hierein für A, y” seinen aus 1) folgenden Werth, 
so hat man: 


X,2”"+ (A, +A,)2’ +(A,'+2X,)2 + IX 22, 'y'2-Ay'(Xıy'HXoy) 
oder, statt 2yy' seinen Werth z' gesetzt: 
6) Io:" + (Ay + A,)2" + (A, +4X,)2' + 2X, 2 

—= (2X, —4X,)y'?. 
Durch Elimination von y'? aus 5) und 6) erhält man die gesuchte 
Gleichung, und diese ist: 

Ao22" + 3X] Ay2”" + (X) Ag — A, Ay +4X, X, + 2X, 23 2 
+ (48, X] +2X, X, —2X, X, )z =0. 


a N he a ee 1 ZEN 
Rh a BEE ; 
Bar 1 ee IR EN J 
v5 e vor EK h Pi . 
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vr 
Zwei geometrische Aufgaben aus der Kurvenlehre. 
Von 
Herrn Oberst von Dewall, 


zweiten Bevollmächtigten bei der Bundes -Militair - Commission 
in Frankfurt a. M. 


l. Aufgabe. 


In einem gegebenen Kreise VDV' (Taf.l. Fig. 1.) ist der 
Halbmesser CD=r in A so getheilt, dass AD=?r=a ist; errich- 
tet man in A auf CD die Senkrechte AB und verlängert dieselbe 
rechts und links, dann ist AB=AG=2.AD=2a, also, wenn man 
ABin O und AG in O’ halbir, AO=OB=-4A0'=0'G=a. 


Denkt man sich nun die Linie AB dergestalt stetig bewegt, 
dass der eine Endpunkt B auf den Umfange des gegebenen Krei- 
ses fortrückt, während der Mittelpunkt O beständig in der Linie 
BG oder ihrer Verlängerung bleibt, dann beschreibt gleichzeitig 
der andere Endpunkt 4 eine Kurve, deren Gleichung gesucht wird. 


Auflösung. 


Beginnt die Bewegung der AB in der Art, dass B auf dem 
Bogen BZV, also der Mittelpunkt O in der Richtung von O nach 
B fortrückt, so nimmt die Kurve, welche A beschreibt, ihren 
Anfang in A und läuft oberhalb AB von der Linken zur Rechten. 
Der Punkt B kann auf dem Umfang des gegebenen Kreises nur 
bis zum Punkt V gelangen, dessen senkrechter Abstand VW von 
AB gleich ist OB=a; alsdann fällt O in W und A in P, wo 
VW=WP=a. Bei fortgesetzter, also rückschreitender Bewe- 
sung des Punktes ZB von V nach B, kehrt B in seine ursprüng- 
liche Lage zurück, während O nach Qund A nach S gekommen 
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ist, in welchem letztern Punkte daher AS zum zweitenmal von'der 
Kurve geschnitten wird. Die Kurve nimmt nun, während sich B 
auf dem Bogen BD von B nach D bewegt, den in der Figur an- 


gedeuteten Lauf unterhalb AS und schneidet CD in T, wenn B 


in D und O in A angekommen ist. In 7 tritt eine veränderte 
Richtung der Kurve ein; denn während sich B über D hinaus 


auf dem Bogen DG und O von A nach O’ fortbewegt, beschreibt 


A den rechts von CD liegenden Zweig 7TMA; es wird daher die 
AS zum drittenmal von der Kurve, und zwar in A geschnitten. 


Der fernere Verlauf der Kurve links von CD ist genau so, 
wie derselbe eben für den Theil rechts von CD beschrieben 
worden ist: Der oberhalb AS’ liegende Zweig entsteht, wenn B 
von G@ bis V’ und demnächst von V’ wieder zurück nach @ rückt; 
der unterhalb AS’ liegende Zweig SN’T wird durch die Bewegung 
des Punktes B von F’ nach D und endlich der Zweig TM'A 
durch das Fortschreiten des Punktes 3 von D nach B beschrie- 
ben. Es geht hieraus und aus der Natur der Aufgabe hervor, 
dass die Zweige der Kurve, welche rechts und links von CD 
liegen, einander gleich sind, und dass man daher nur einen dieser 
Zweige zu bestimmen braucht, um zugleich den andern zu haben. 
Da aber jeder Zweig wiederum aus drei, dem Anschein nach 
verschiedenen Aesten besteht, nämlich der Zweig rechts von CD 
aus den Aesten APS, SNT und TMA, so werden wir die Glei- 
chung für einen jeden dieser drei Aeste entwickeln und dann 
untersuchen, ob sich hieraus eine allgemeine Gleichung für die 
' ganze durch die Drehung der AB entstandene Kurve ableiten 


lässt. 


Für die Entwickelung dieser Gleichungen nehmen wir SS‘ 
und CD als Koordinaten- Achsen, A als den Anfangspunkt an und 
zählen die Abscissen von A nach S, die Ordinaten von A auf 
AD und AC. 


1. Gleichung für den Zweig APS. 


Gesetzt der Punkt F (Taf. I. Fig. 1.) der Kurve sei entstan- 
den, indem sich AB in die Lage FZ begeben, so dass EY=EZ 
—a ist, dann hat man, wenn man FA senkrecht auf AB fällt, für 
Y die Abscisse AX=x und die Ordinate YX=y. Setzt man 
OE=u, dann ist, weil OA=a—xz, Ab=a—x+u und es folgt 
aus dem rechtwinkligen A EXP: 

(a— a +uW=a?—y?, 


also BERN 
z=a +u+Y a — 2 ‚al, „tee d) 


ne En re 


re 
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Zur Auflösung der Aufgabe ist mithin nur erforderlich, durch a 
und y auszudrücken. Zieht man zu dem Ende BZ, BC und CZ 

- und setzt den Winkel,um welchen sich AB gedreht, um aus’ derLage 
AB in die Lage FZ zu kommen, nämlich LCAEY=9, ferner 
ZBCZ=uy, ZCBA4=aund CB=CZ=r, so sind «@ und r ge- 
gebene Stücke und man kann die Abhängigkeit der beiden Winkel 
p und ı von einander bestimmen, indem man aus jedem der 
beiden Dreiecke BCZ und BEZ die gemeinschaftliche Seite BZ 
ausdrückt und die erhaltenen Werthe gleich setzt. 


Es ist nämlich im ABCZ, weil ZCBZ= 90° — 4% ist: 
BZ:r=sinw:cos4wy, 
folglich 


ferner ist im A BEZ, weil ZEBZ= 90° — (Ay— eo) ist: 
BZ: a=sing:cos (4 y —o), 
also 
asınp 


BELANGEN (3) 


eos Ey —o)’ 
und es folgt aus (2) und (3): 
rsin ycos(4!vy—o)=asinpcosiy...... (4) 


Bestimmt man nun noch FZ aus A CFZ und EF aus A BEF 
und bemerkt, dass FZ+EF=EZ=.a, so erhält man noch eine 
weitere, zur Auflösung der Aufgabe erforderliche Gleichung: Man 
findet, weil im ACFZ der ZCFZ= 180°- («a+9) ist: 


FZ:r=siny:sin(c-+ 9), 


.. rsiny 
iR (ap Aue alone) Au (5) 


und weil im ABEF EB=a-—.u ist: 
EF:a—u=sine:sin(«+9), 


_ (a—u) sin «a 


; EF= "sin(@+9Q) U ar ER, (6) 
‚ Addirt man (5) und (6), dann folgt 
2 Val LE N ran) Ha a HERRN Pa AR Mm 


sin(£+9) 


Bi nt [> 
Be hr: w N Bi AI ER 
+ >. \ De Ba Zeh 
EEE. MS A J 
y -“ - ’ RATE 
N 2 ’ 
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Die Gleichungen (4) und (7) reichen hin, um x durch a und y aus- 
zudrücken; denn die in denselben vorkommenden Funktionen des 
Winkels 9 sind aus dem A EXF durch a und u zu ersetzen, 
r und « sind konstant, und wenn man aus (4) sinıb entwickelt und 
in (7) substituirt, so verschwindet » und man erhält eine Glei- 
chung zwischen z, a und y. 


Löst man zunächst in (4) cos (4!w— eo) auf und dividirt die daun 
entstehende Gleichung durch cos 43%, so erhält man: 
rsinYpcose+trsindtangzYy sine=asing, 


1 — cosy 


n® setzt: 


und indem man tangz db = 


rsinpcos@-+r sing (l—cosYy)=asing; 

führt man nun, der einfachern Rechnung wegen für r, sin a, cos« 
die Zahlenwerthe ein, welche sich aus dem rechtwinkligen A ABC 
sofort ergeben, nämlich: 

r =:a, sn =, core 
dann ist 

4siny+3(l—cosy)=2sing, 
oder 

SV 1l- si®y =3+4sinpy—2sing, 
woraus folgt: 
sinvy—= 2, (4sinp —6+3Y 4+43sinp — sin2p). 


Nach den Bedingungen der Aufgabe ist » < 90°, daher sinw 
positiv; mithin kann vor der Wurzel nur das Zeichen + gelten 
und es ist daher: 


siny = 2(4sing—6 +3VY4+3sinp—sin?p) . .(8) 


Löst man (7) nach x auf, dann findet man, nachdem man zuvor 
auch dort für r, sin « und cos « die Werthe gesetzt hat: 


u=a+t?” asinv — acosp—tasinp, 
und indem man hier sin \) aus (8) substituirt: 
u=—a—acosp +aVN 4+3sinp—sin?g, 


Setzt man, wie aus AEAXTF folgt: 


IT EOWELDE 
sing! und cso—= + 5 VaR—y, 


Bad 
Souh Br DE SH er ee 
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dann ist: 
Bo BLOG PET 
u— VE HN 4 +25 
oder: 
u=—aFN @®—-y?2+4 N 4a? + 3ay —y:, Herr k9) 
und (9) in (1) substituirt giebt endlich: 
2 FV PP 4 NEEFIyP: (10) 


als Gleichung für den Zweig APS. 
Da, wenn y positiv und> 0 und<a ist, 


2N 2 —y2< N Aa? + 3ay—y?, 


so erhält man, welches der beiden Zeichen $ in (10) man auch 
gelten lässt, für x stets positive Zahlenwerthe. Demnach gehören 
in dem Zweige APS zu jeder Ordinate y>Ound <a zwei ver- 
schiedene Abscissen. 


2. Gleichung für den Zweig SNT. 


Ist der Punkt F (Taf.1. Fig.2.) der Kurve dadurch entstan- 
den, dass die sich bewegende Linie von BSnach YZ, mithin der 
Mittelpunkt von @ bis E fortgerückt, so ist EY=EZ=a, AX 
— x die Abscisse, YX=y die Ordinate des Punktes F, und 
wenn man EQ =u, also BE=a-—.u setzt, dann folgt, weil AX 
—- z=AB+BE+EX=2a+ta—u+rEl, EX=x2+u—3a, 
und daher im rechtwinkligen AEXFY: 


(2 +u— 3a)? = a? —y?, 
mithin 
z=3a—utN®—yY...-...>-. (11) 
Zieht man BZ, CZ, CB, verlängert CB bis sie FZ in F 
trifft, bezeichnet den Drehungswinkel BEZ=pg, den ZBLZ=y, 
und verfährt ganz nach den oben unter 1. angegebenen Grundsätzen, 
so erhält man die beiden Gleichungen; 


| rsinwcos({iy-+e) =asinpcos4Yy, . . : . (12) 
und 
__ rsiny-+ (a—u)sin« 
az sin(« (« Hays)... EN, Ar nk oe (13) 


von denen (13) völlig mit (7) übereinstimmt und (12) nur darin von 
(4) abweicht, dass hier cos(4w-F«) statt cos(4p — «) steht. 
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Aus (12) findet man: | 
einv > ai OLIVE ee 
aus (15) u=a+asiny—acosp—itasiny, . . (15) 
und (14) in (15) substituirt giebt: 
u= 3a— acosptaV 4—3sinp—sin?g.. . . (16) 


Um zu entscheiden, welches von den beiden Zeichen + vor 
der Wurzel Gültigkeit hat, berücksichtige man, dass der Zweig 
SNT, dessen Gleichung wir suchen, in 7 endigt, nachdem die 
beschriebene Linie in die Lage DT gekommen, also der Drehungs- 
winkel 9=90° und u=AQ=3a geworden ist; es muss daher für 
jeden Werth von 9<90° auch u<3a werden, und dies kann, 
weil acosp <aV A—3sinp —sin?gQ ist, nurgeschehen, wenn vor 
der Wurzel in (16) das Zeichen — genommen wird. Demnach ist 


u=3a— acos p—aN 4—3sinp—sin?2p. . . . (17) 


Setzt man diesen Werth von z in (l]) und verfährt im Uebrigen 
wie oben unter 1, dann ergiebt sich: 


z = HN a —y24+N 4a? —3ay—y2. a. 28,4% (48) 


Da, wenn a>y, auch 2V a2 —y2> V 4a?— 3ay—y?, und x für 
den Zweig SNT nur positiv sein kann, so muss in (18) lediglich ° 
das Zeichen + vor 2V a?— y? gelten, und daher ist die gesuchte 
Gleichung des Zweiges SNT: 


ren +23 YV a —y2+Y 4a? — 3ay — y2. ... . (19 


3. Gleichung für den Zweig TMA. 


Der Zweig TMA (Taf.I. Fig. 3.) entsteht, wie oben bemerkt, 
durch die stetige Bewegung des Endpunkts der beschreibenden 
Linie auf dem Bogen DG und ihres Mittelpunkts von 4 bis ©‘. 
Ist nun F ein Punkt der Kurve durch den Eintritt der beschrei- 
benden Linie in die Lage YZ entstanden, so ist AX=xz die 
Abseisse, X/=y die Ordinate von F, und wenn man AE=u, 
also EX=x+u setzt, dann giebt das rechtwinklige A EXF, 
in welchem ZY = a: 


(+ = a— 2, 
mithin: 
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Zieht man BZ, BC, CZ, verlängert ZFY bis sie BC in F triflt, 
so ergeben sich für BZ aus den Dreiecken CBZ und EBZ genau 
. dieselben Werthe wie oben in (2), daher auch dieselbe Gleichung 
wie (12), und man erhält wie (14): 


siny = (4sing +6+3V 4—3sin 9— sin?Y) ..(@) 


Dagegen folgt aus A CFZ, weil SCFZ = 180° + («a — 9) = 
180° — (9—.o): 
ji rsinvy 
sin (p—e)’ 
und aus AFEB, wo EB=2aHtu: 
u La reine” 
sin(p— 0) 
mithin, weil ZF—-—EF=ZE=a, 


__rTsiny— (2a + u) sin« 
hat sin (9 — e) 


ZF 


woraus folgt: 
os pr Ansinp-+*.aeinyy 2a. SEE 022) 
Setzt man siny aus (2]) in (22), dann ist: 
u= acosptaN A—3sinp—sin2g. . che 


Da hier p ein stumpfer Winkel, also cos p und acosp immer 
negativ ist, so muss, damit man für eine positive Zahl erhalte, 
vor der Wurzel das Zeichen + gelten, und daher hat man: 


u= acos p+taV 4—3sinp—sin?p, 
und dies giebt, in (20) substituirt: 
z—= 4+2N a?—y2—N Aa? — 3ay—y?, 


wo nur das Zeichen -+ genommen werden darf, weil z eine posi- 
tive Zahl sein muss. Demnach ist die gesuchte Gleichung für den 
Zweig TMA: | 

Z=H+N ad -y—NAa—3ay—y%. . - - (24) 


Stellen wir nunmehr die Gleichungen für die drei rechts von 
der Ordinaten-Achse CD (Taf. I. Fig. 1.) liegenden Zweige APS, 
SNT und TMA, des näheren Vergleichs wegen, zusammen. Wir 
fanden: 
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(10) für den Zweig APS: = FN 224 N Aa? + day — y2 
(19) ” ER) ER) SNT: Tz +2V 2 —y? + V Aa? — Jay— y 
Br... » TMAr DE +2V a2 — y2—NV 4a? — day — y? 


Hieraus folgt, dass, abgesehen von den Vorzeichen, die drei ersten 
Glieder rechter Seits gleich, die zweiten Glieder aber darin von 
einander verschieden sind, dass in (10) +3ay steht, während an 
derselben Stelle in (19) und (24) —3ay erscheint. Diese Verschie- 
denheit verschwindet indess, wenn man berücksichtigt, dass (19) 
und (24) Gleichungen für die unterhalb der Abscissen- Achse 
liegenden Zweige sind, dass mithin die Ordinaten y dieser Zweige, 
im Gegensatze zu den Ordinaten des oberhalb der Abscissen- 
Achse liegenden Zweigs APS negativ genommen werden müssen. 
Thut man dies, zählt man also die positiven Ordinaten auf der 
Achse CD von A nach D, die negativen von A nach C, dann 
fassen sich die vorstehenden drei Gleichungen in die für alle drei 
Zweige allgemein gültige 


= F2NV 24 N 4a? +3ay—y? 


zusammen. Auch sind in dieser Gleichung die drei Zweige links 
von CD enthalten, wenn man das aus den verschiedenen möglichen 
Werthen für + sich ergebende positive Resultat für x, negativ 


nimmt und dasselbe auf der Abscissen- Achse von A links nach $' 
aufträgt. 


Demnach ist die Gleichung für die gesammte, durch die Um- 
drehung der AB entstandene Kurve: 


+2 = F2V a —y2+N 4a? + 3ay—y2. re ke) 


Setzt man in (25) y=0, dann erhält man: 
+2 = F2a4+?2a 


und hieraus folgt <= 0, oder +2—=4a und —xz —=4a, d.h. die 
Kurve schneidet die Abseissen- Achse in dreien Punkten und zwar 
m Anfangspunkt A, in dem rechts davon gelegenen Punkt S, 


so dass AS=4a, und in dem links von A gelegenen Punkt $°, 
so dass ebenfalls AS’ = 4a. 


Für+y = a giebt (95) x = ta. 2,44.... 
» —yz=a ER) „ SU: 


die Kurve hat also in jedem der beiden oberhalb der Abseissen- 
Achse liegenden Zweige eine Ordinate +y= a, welche zu der 


N N 
735.7 A a Wr a Ne 
, N er 
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Abscisse & = + «a.0,244.... gehört, mithin in dem ungefähren Ab- 
stand von ta rechts und links von der Ordinaten - Achse liegt: 
Die drei unteren Zweige der Kurve dagegen haben nur eine ein- 
zige gemeinschaftliche Ordinate —y=.a, welche durch diese 
Zweige auf der Ordinaten- Achse als AT—= a abgeschnitten wird. 


Die Gleichung (25) giebt nun ferner für jeden positiven und 
negativen Werth von y„>O und <a zwei positive und zwei nega- 
tive Werthe für x. Man erhält z.B.: 


Für +3=a.0,)l, z=+a.4,061l.... und z=-+.a.0,0813...: 


» —y=a.ß0l, 
W +y= a.02, 
PR) — y=a.0,2, 


„ +4=a.0,5, 
—y=ah\4,, 
Me +y=a.0,8, 


» ,y—4A. 0,5, 


z=-+a.3,9108.... 
z=-4 a.4,0949.... 
z=-+ta. 3,7935... 
=== Ha .40232...: 
z—= ta. 3,232 ı.... 


z—=H4 .a.3,6 


x —=+.a.2,17979.... 


z—=+4.a.0,069 .... 
z = +4 a.0,1759... 
z—=-t.a. 0,1265 ..... 
z—=H+.a.0,5502... 
2:=. ca. 0,232, 1551 


2= %ax12 


3 
H: 
e 


z=+a.022121.... 


2 —=+.ua.3,29868.... , 
z=+a.157178.... „ 


2=-5a.155512 .cH 


> +y=a.0,9, 
Dh a. 0,17178....3 


— y=a.0,9, 


Aus dieser Uebersicht geht hervor, dass, wie wir auch schon 
oben bemerkten, jeder der beiden oberen Zweige der gegebe- 
nen Kurve (Taf.1I. Fig.1.) zwei gleiche rechts und links von PW 
und P’W' liegende Ordinaten hat. Da zu denselben indess ver- 
schiedene Abseissen + gehören, so sind die beiden Theile, in 
welche die Zweige durch PW und P'W' getheilt werden, nicht 
gleichmässig zur Abscissen- Achse gestellt und daher von ver- 
schiedener Grösse und Gestalt. Einige Abscissen für die Theile 
PS und P'S’ fallen, weil +x>4a werden kann, ausserhalb der 
Kurvenfläche, so dass die Kurven die Abscissen- Achse in S und 
S'’ erst schneiden, nachdem sie eine rückläufige Richtung ange- 
nommen haben. Will man die Punkte, wo diese Richtung beginnt, 
bestimmen, dann ist nur nöthig in Gleichung (10): 


2 N @— y24 N 4a? + 3ay — y? 


‚den Werth für y zu ermitteln, damit derselbe ein Maximum für z 
gebe. Man findet, wenn man nach den bekannten Regeln verfährt, 
annähernd y = a.0,2658.... und hieraus +2 = a.4,1027 .... 

Was die beiden unteren Zweige ST und S’T7T der Kurve 
betrifit, so entfernen sich dieselben anfänglich sehr schnell von 
der Abscissen- Achse: denn für tx = «a.2,17 ist die Ordinate — y 
bereits auf a.0,8 gewachsen. Die letzte Hälfte der Züge weicht 
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daher nicht erheblich von der parallelen Richtung mit der Abscis- 
sen- Achse ab. 

Für die unteren Zweige TMA und TM'Amachen wir aus 
den oben berechneten Zahlenwerthen die Wahrnehmung, dass mit 
dem Wachsen der Ordinaten anfänglich auch ein Wachsen der 
Abscissen verbunden ist, dass aber demnächst plötzlich ein um- 
gekehrtes Verhältniss eintritt, indem mit dem ferneren Wachsen 
der Ordinaten eine Abnahme der Abscissen erlolgt. Während 
nämlich die Ordinaten —y von O bis a.0,5 wachsen, wachsen 
auch die Abseissen +x von 0 bis a.0,23; dagegen gehören zu 
der Ordinate —y=a.0,8 die Abscissen x = a.0,22 u. s. w.; 
es erreichen also die Zweige TMA und TM'’A zwischen den Or- 
dinaten a.0,5 und a.0,S den grössten Abstand von der Ordinaten- 
Achse, oder diejenigen Punkte, von wo ab die Kurven sich der 
Ordinaten- Achse wieder zuwenden. Um diese Punkte genau zu 
bestimmen, suche man für die Gleichung (24) 

z—=WN a2— y? —N da? —3ay—y? 
den Werth von y, welcher x zu einem Maximum macht. Man 
findet y = a.0,633.... und z= a.0,2443....; die Koordinaten der 
Wendepunkte der Zweige TMA und TM'Asind also — y==a.0,633 
und +x = a.0,2443. 


Die gesuchte Gleichung für die Kurve (25) ist abweichend 
von der gewöhnlichen Form nicht für die Ordinaten +7, sondern 
für die Abscissen +2 bestimmt worden, um höhere Gleichungen 
zu vermeiden. Liegt man indess hierauf kein Gewicht, dann kann 
man selbstredend zu jeder gegebenen Abscisse +x die zugehörige 
Ordinate finden, wenn man (25) nach y auflöst, wie folgendes Bei- 
spiel zeigt. Gesetzt es soll die zu L==4a gehörge Ordinate, 
also SZ (Taf.l. Fig.1.) bestimmt werden, so hat man zunächst 


da=2N a@ —y? + NV 4a? +3ay—y?, 
und wenn man die Wurzeln wegschaflt, 
9y* + 18ay? + 169424? — Yady = 0, 
woraus folgt: ye, | 
und zugleich die kubische Gleichung: 
9y° + 18ay? + 169a?y — 96a? — 0. 
Diese giebt annähernd y = «.0,5301.... und man hat daber: 


zu #2=4a gehört die Ordinate +y=0, und 
die Ordinate + y=a.0,5301....=SH=SH'. 


Fe 
I } 
I 
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ll. Aufgabe. 


Behält man die gegebenen Stücke wie in der I. Aufgabe bei, 
und setzt dagegen fest, dass die Bewegung der AB (Taf.1. Fig. 4.) 
dergestalt erfolge, dass der eine Endpunkt B auf dem Umfang 
des gegebenen Kreises, der andere Endpunkt A gleichzeitig in der 
Linie CH fortrückt, alsdann beschreibt der Mittelpunkt © durch 
jene Bewegung der AB eine Kurve, deren Gleichung gesucht wird. 


Auflösung. 


Beginnt die Bewegung der AD so, dass der Punkt B auf 
dem Bogen BD, der Punkt A also aufwärts in AH fortrückt, 
dann gelangt, wenn 3 nach D gekommen, Avach H und O nach 
Q, wo DQ=QH=.a ist, und der Mittelpunkt O hat während 
dieser Bewegung den Zweig OYX beschrieben. Rückt B auf dem 
Bogen DJ weiter, so geht gleichzeitig A von Zauf der AH wie- 
der zurück, und wenn B nach J gekommen, fällt A in seine ur- 
sprüngliche Lage, und der Mittelpunkt hat den Zweig @Y’O be- 
schrieben. Der Punkt B kann jetzt, weil A in CH bleiben muss, 
dem Umfang des Kreises nicht weiter abwärts folgen; er muss 
vielmehr den bis jetzt zurückgelegten Weg auf dem Bogen JDB 
abermals durchlaufen, während A inder Richtung von A nach C fort- 
rückt. Kommt 2 zum zweitenmal nach D, dann hat der Mittel- 
punkt O den Zweig O’K’A, und wenn B wieder in seine anfäng- 
liehe Lage zurückkehrt, den Zweig AKO beschrieben. 


Aus dieser Art der Entstehung der Kurve, deren Gleichung wir 
suchen, geht hervor, dass die Zweige O FQ und &'Y’O‘,und auch die 
Zweige O’K’A und AKO einander gleich sind, weshalb wir hier 
ganz wie bei der I. Aufgabe verfahren und zunächst die Gleichun- 
gen für jeden der Zweige OYQ und AKO bestimmen, wobei wir 
JB und CH als Koordinaten- Achsen und A als den Anfangs- 
punkt annehmen. 


1. Gleichung für den Zweig OF. 


Ist der Punkt Y der Kurve entstanden, indem AB in die Lage 
FE gekommen, dann ist FY= YE=a, und wenn man von Y die 
Senkrechte FX auf AB fällt, so hat man AX = x als Abscisse, 
XY=y als Ordinate von F. Man ziehe YGH# AB, setze AF 
=u, dadurch wird FG=u— y und das rechtwinklige A FG giebt: 


(u— y®?=a?—.2?, 
also: 
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Da aber y s u sein muss, so kann vor der Wurzel nur das Zeichen 


— selten; man hat daher: 


Verbindet man E mit D und C und setzt ZAFE =9, ZACE 
—=v, CD=CE=r, dann ist im ACDE, weil ZCODE = 
909° — I: 


DE:r =sin w:cos3w, also DE=UN, 
3 
und im ADEF, wo ZFDE = W°-+3Y%: 
DE:?2a=sinp:cos3y, also DE=E®. 
63 


Die beiden Werthe von DE gleich gesetzt, giebt: 
rsinyp = 2asing, 


oder, indem man r =3a einführt: 


Binab = ESP In + a ah (2) 
Ferner folgt aus A CEF: 
‚_ 2asin(p+%) 
CF:?2a=sin(p+Y):siny, also CF= ve 


und da auch CF=CA+AF=3a-+u, so ist: 


2a sin 2a sin (p + +) 
 siny 


Mittels der Gleichungen (2) und (3) lässt sich nun x durch & 
und a ausdrücken; denn indem man in (3) sin (94 %) auflöst, 
erhält man: 


3atu= . (3) 


u=—za+t2asingcotgyw +2acosp ... .(4 
und da aus (2), weil » <90°, 
cosy = +V1— % sing =ıN 5 — 16sin2y, 


cosy NS- — 16 sin? p 
siny — 4sinpg 
Wertb von cotg y in (4) substituirt, 


mithin cotg y = —— —-, so ist, wenn man diesen 


u= —3a+t 5V B- 16 sing + 2acosgy, 


1 2: 5202) lee 
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und wenn man hierin sing und cosp aus AFGFY, nämlich: 


5 1a 
snpg= und cosp=_N a?—a? setzt, dann erhält man: 


u=—z3a+1V Ba2—1627 42V a?—22. ...0) 
Substituirt man (6) in (1), so ist 

y=—Ja+ IV Ba 102? + Ya —-2... (6) 
die gesuchte Gleichung für den Zweig OF. 


2. Gleichung für den Zweig AKO. 


Sei F (Taf.I. Fig.5.) ein Punkt der Kurve, dadurch entstan- 
den, dass die beschreibende Linie bei ihrer Bewegung aus DQ’ 
in die Lage FYE gekommen, dass also FY=YE=.a, so ist AX 
= x die Abscisse, XY=y die Ordinate des Punktes F. Zieht man 
aus Fdie YGH AB, verbindet E mit D und C und setzt AF=u, 
also AG=u—y, und ZDFE=y, ZDCE=», dann findet man, 
bei gleichem Verfahren wie oben unter l., aus AFGF: 


aus ADCE und ADEF: 

BUIKUR Se Bin he (8) 
aus ACEF: 

CF 2a sin (P—%) 
sin 

und weil CFr=CA—AF=3a—u, so ist: 
2a sin (9—%) 
7 sin | 
Die Gleichungen (7) und (8) sind übereinstimmend mit (1) 


und (2); nur (9) weicht hinsichtlich der Zeichen von (3) ab. Be- 
handelt man (9) wie (3), so erhält man: 


zsa—u 


u=3a—?2asinp cotsıp-+2acosp, 
u=3a— 41V 23a? — 162? +2 V a2 —2B, .. . (10) 
so dass, wenn man (10) in (7) substituirt: 
y=3a—ıN Ba— 1622 + Va —a?.... (MM) 
die verlangte Gleichung für den Zweig AKO ist. 


oder: 
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Vergleichen wir die für die Zweige OFQ@ und AKO erhal- 


tenen Gleichungen, nämlich: 
(6) y=—3a +1 Ba? — 1622 +V a? — 22 
und (ID y=+3a—1V Ba? — 1622 + V a2 — a2, 


so unterscheiden sich dieselben nur dadurch, dass die beiden 
ersten Glieder rechter Seits entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Erwägt man aber, dass man die uuterhalb der Abscissen- Achse 
liegenden Ordinaten, im Gegensatz zu den oberhalb liegenden, 
durch negative Zahlen ausdrückt, dass mithin die zweite der obigen 
Gleichungen gemeinhin in der Form 


—y= —3a+ıYV Ba? — 1622— NV a?— 2? 
gewünscht wird, dann sind die Gleichungen für die oberhalb 
und unterhalb der Abscissen-Achse liegenden Zweige der Kurve 
nur in den Zeichen vor dem Gliede V a2—z? von einander ver- 
schieden, und da sich die Gleichungen auch nicht ändern, man 


mag x positiv oder negativ nehmen, so erhält man als: allgemeine 
Gleichung für die gegebene Kurve: 


+y= 4N a? —a241N Ba? 162? —$a,. .. . (12) 


welche man, der bequemeren Rechnung wegen, auch so schreiben 
kann: i 
+y=+Y (a+2)(a— x) + 0,5W (5a +42) da —4x) — 1,a. 


Die Gleichung (12) zeigt, dass, wenn z>0 und z<a ist, zu 
gleichen entgegengesetzten Abscissen +x gleiche Ordinaten ge- 
hören, so dass die beiden positiven Ordinaten, welche zu +z 
gehören, unter sich, und die beiden negativen Ordinaten, welche 
zu 42x gehören, ebenfalls unter sich gleich sind. Die Kurve be- 
steht daher, wie wir bereits aus der Art der Entstehung schlossen, 
aus zwei völlig gleichen Zweigen, in welche sie durch die Ordi- 
naten- Achse getheilt wird. 


Um die Gestalt der Kurve und ihrer Zweige näher kennen zu 
lernen, folgt hier die Berechnung einiger Punkte derselben. 
Man findet aus Gleichung (12): 
Für+z2=0, +y= 2a und —y=0 
„tr=aßl)l, +y=.a.1,96 ,„ —y =ua.0,003 
„#+r7=«a.03; +y=a.1,997  „ —y>=a.0,089 


a Da FE 


UN 
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Für+2==.a.0,25, 
„tz=a.0,5, 
„tz=a.0,75, 


+y= a.1,918 und 


+y = a.1,657 
+y= a.1,161 


» 


— y= a.0,019 
— y = a.0,075 
—y=a.0,161 


19 


rz=a.0,8, +y=a.1,0211 „ —y= a .0,179 

„ t+2z= a.0,80691, +y=a.100 „ —-y=a.0,8l 

„ +2=a.0,9, +y=a.0,671 ,„ —y=a.0,20099 
„trz=a.0,9, +y=a.0437 „ —y=a.0,187 
„+2 =.a.0,99, + y= a.0,167 379 =& 0,115 
„Er=a.10W0, +y= .0 » —y=d. 


Man ersieht hieraus, dass die gegebene Kurve (Taf.l. Fig. 4.) durch 
den Anfangspunkt A der Koordinaten geht, die Achse der +y in 
Q so schneidet, dass AQ = 2a, und die Achse der z in Ound O' 
so, dass +2 = AO =a und —z = A0'= a ist. 


Ferner folgt, dass mit dem Wachsen der Abscissen +x von 
0 bis a die positiven Ordinaten + von 2a bis O abnehmen, wäh- 
rend umgekehrt die negativen Ordinaten —y zuerst mit den Ab- 
scissen von O0 an wachsen, demnächst aber schnell wieder bis 0 


fallen. 


Die Abnahme der positiven Ordinaten + erfolgt An- 
fangs sehr allmählig und. beträgt von 2=0 bis +Lz=4a noch 
nicht 5a. Von hier an geht die Abnahme schneller vor sich, in- 
dem sie schon bei H=e=%a etwas mehr als 4a, bei tz 
—a.0,80691 genau =a beträgt. Je mehr sich die Abscissen dem 
Werthe a nähern, desto schneller erfolgt die Abnahme der Ordi- 
naten, weshalb der oberhalb der Abscissen-Achse liegende 
Zweig der Kurve in seinem letzten Theil sehr steil zu dieser 


Achse abfällt. 


Die negativen Ordinaten —y wachsen von O anfangend 
äusserst langsam, da ihre Grösse für +x noch nicht ;za beträgt. 
Zwischen +2 =0,9.a und +2=0,95.a erreichen sie ihr Maximum; 
denn für die letztere Abscisse ist die Ordinate wieder auf 0,187.a 
gefallen und die weitere Abnahme erfolgt schnell von 0,187.a 
bis 0. Um eine genaue Vorstellung von der Gestalt des unter- 
halb der Abscissen- Achse liegenden Zweiges der Kurve zu er- 
halten, muss man die Punkte ‘bestimmen, wo die negativen Ab- 
scissen ihr Maximum erreichen. Zu dem Ende ist zu ermitteln, 
welcher Werth von z die Gleichung (11): 


y=3a—1N 2502— 162? + N u?— 2? 


zu einem Maximum für y macht. Man findet als solchen Werth 
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2—=7Yv 13=a.0,90138. .., und wenn man diesen in die Gleichung 


setzt: „= a.0,20101.... Die negativen Ordinaten sind mithin in 
den Punkten am grössesten, welche dieKoordinaten + = =a.0,90138 
und — y= a.0,20101 haben. 


Demnach läuft der Zweig der unterhalb der Absecissen - Achse 
liegenden Kurve von A (Taf.l. Fig. 4.) aus rechts und links zunächst in 
einem sehr geringen und ganz allmählig zunehmenden Abstand 
längs dieser Achse hin, erreicht in der Entfernung von tLz= "5a 
seinen grössten Abstand —y= sa von der Achse und fällt dann 
steil gegen dieselbe ab. 


Wie. 


Ueber eine geometrische Aufgabe. 


Von 
Herrn Oberst von Dewall, 


zweitem Bevollmächtigten bei der Bundes - Militair- Commission in 
Frankfurta. M. 


In den von Joh. Rogner bearbeiteten „Materialien zum 
Gebrauch bei und nach dem Unterricht in der höheren 
Analysis, Gratz 1853 “ findet sich Seite 55 unter Nr. 657 die 


folgende 
Aufgabe. 

„In dem Durchmesser AB eines Halbkreises (Taf. II. Fig.1.), 
dessen Mittelpunkt Cist, ist ein Punkt P gegeben; man soll in AB, 
zwischen A und P, einen solchen Punkt bestimmen, dass, wenn man 
von @ aus mit QP in der Fläche des gegebenen Halbkreises einen 
neuen Halbkreis beschreibt und an diesen von A aus eine Tan- 
sente AM zieht, das Segment GA derselben, welches zwischen 
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dem Berührungspunkt @ und dem Umfang des gegebenen Halb- 
kreises liegt, gleich dem Segment PB ist.“ 


Diealgebraische Auflösung dieser Aufgabe ist Seite 308. 
l. ec. angegeben; da indess die geometrische Auflösung eben- 
falls nicht ohne Interesse ist, so geben wir dieselbe im Nach- 
stehenden, indem wir ihr zugleich die erstere des Vergleichs 
wegen und unter Beifügung einiger Bemerkungen folgen lassen. 


I. Geometrische Auflösung. 


Errichte in den gegebenen Punkten C und Pdie Senkrechten 
CO und PD auf AB, ziehe aus O die OQEHAB, beschreibe 
aus O mit OE einen Kreis, ziehe an diesen von A aus die Tan- 
gente AF und verlängere sie, bis sie die Senkrechte PD in D 
schneidet. Verbindet man nun D mit O und verlängert DO, so 
schneidet die Verlängerung die AB in dem gesuchten Punkt @. 


Beweis. Beschreibt man aus @ mit &P in der Fläche des 
gegebenen Halbkreises den Halbkreis SGP, so muss bewiesen 
werden, dass derselbe die AD in der von der Aufgabe verlangten 
Art berührt. Zu dem Ende fälle man von @ auf AD die Senk- 
rechte @G und verbinde den Berührungspunkt F der Tangente 
AF mit dem Mittelpunkt O; alsdann ist in den Dreiecken OFD 
und OED: OF=OE, OD= OD und ZOFD = ZOED=%°, 
mithin AOFDAOED und daher ZODF= ZODE, d.h. 
DQ halbirt den ZADP. Dies führt in Verbindung mit ZQGD 
= ZQPD=W’ und DQ=DQ au ARGDDI AQPD, woraus 
folgt @QG=@P, und deshalb geht der aus @ mit @P beschriebene 
Halbkreis durch den Punkt G, folglich ist GH, mithin auch AH 
eine Tangente an diesen Kreis. 


Um nun, wie ferner erforderlich ist, den Nachweis zu führen, 
dass GH = PB, so verbinde man D mit dem Punkt 4, wo AD 
den Umfang des gegebenen Halbkreises schneidet, mache PK 
= PB und ziehe JK, dann berührt JKX den um OÖ beschriebenen 
Kreis. Denn, angenommen es berühre JK (Taf. Il. Fig. 2.) den 
Kreis nicht, so muss sie entweder ganz ausserhalb desselben 
liegen, oder sie muss ihn schneiden. Gesetzt JK läge ausser- 
halb des Kreises, dann ziehe man aus Z, wo der Kreis um © die 
OC trifit, LMHABHOE, so ist EM =OL=OE; da aber 
PE=CO=(CB und nach der Konstruktion PK= PB ist, so 
folgt: PE-PK=CB—PB, d. i. EK=CP=OE=EM, was 
nicht möglich ist. Daher hann J/K nicht ausserhalb des Kreises 
um OÖ liegen. Ebenso zeigt man, dass JK den Kreis nicht wie 


Theil XLIL, 6 


82 von Dewall: Ueber eine geometrische Aufgabe. 


JK' schneiden kann, mithin bleibt nur übrig, dass. JK den Kreis 
berührt, also mit LM zusammen fällt und zugleich senkrecht auf 
DP (Taf.1l. Fig. 1.) steht. 


Man hat'nın ZAHB—%°, als Winkel im Halbkreis, mithin 
auch ZJHD=_Z JKD, und weil, wie oben gezeigt, <JDH 
— ZJDK und JD=JD, so ist: 


AJHBDODNVKD;:also .. . ... 7... 20, Me ee 1, HD=KD. 
Wir fanden oben AQGDOLARQRPD, daher ist .2, GD=PD 
und AOFDDAOED, , „93, FD=ED. 

Aus 2. u. 3. ergiebt sich: GD—- FD=PD-ED, d.i. 4, GF=PE 
le a ee „ HD-FD=KD-ED, „ „5, HF=KE, 
MAD. »  GF—- HF=PE—KE, „»6., GH=PRK; 


da aber PX= PB gemacht worden, so folgt, dass auch GH= PB, 
d. h. dass die Tangente AH die von der Aufgabe geforderte 
Eigenschaft hat. 


Anmerkung 1. Aus der vorstehenden Auflösung geht her- 
vor, dass sich der gesuchte Punkt & nur dann bestimmen lässt, 
wenn sich die beiden Linien AD und PD (Taf. I. Fig. 1.) 
schneiden, d. h. also, wenn ZBAD spitz ist. Es wird aber 
ZBAD=W°, mithin ADH PD, und also @ unbestimmbar, wenn 
der Halbmesser des Kreises um O gleich ist dem Halbmesser 
des gegebenen Halbkreises, oder, was dasselbe ist, wenn der Punkt 
Pin B, dem Endpunkt des Durchmessers AB liegt. Demnach 
ist die Auflösung der Aufgabe unmöglich, wenn Pin einem der 
Endpunkte des Durchmessers AB gegeben ist. 


Anmerkung 2. Liegt P in dem Mittelpunkt des Durch- 
messers, fällt also P mit C zusammen (Taf. Il. Fig. 3.), so ver- 
schwindet der Halbmesser des Kreises um ©, mithin der Kreis 
selbst, und die Tangente, welche wir von A aus an den Kreis 
um © zogen, wird jetzt die Linie AO. Daher bestimmt sich in 
diesem Fall der gesuchte Punkt @ durch Halbirung des LAOP 
mittels der O@; denn beschreibt man’aus @ mit @P einen Halb- 
kreis und fällt von @ die Senkrechte @G auf AO, so geht aus 
der Kongruenz der Dreiecke @GO und @PO sofort hervor: QG 
— QP und 6GO=OP=PB, d. h. AO ist Tangente an den Kreis 
um @ und das Segment @O hat die geforderte Grösse. 


Anmerkung3. Liegt der Punkt P zwischen C und A (Taf.Il. 
Fig. 4.), oder mit anderen Worten, soll das Segment der zu ziehen. 
den Tangente grösser als der Halbmesser des gegebenen Halb- 
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kreises werden, so konstruirt man ganz ebenso, wie. oben ange- 
geben; nur muss man in diesem Fall diejenige der beiden Tan- 
genten, welche sich von A ausan den Kreis um O ziehen lassen, 
wählen, die zwischen diesem Kreise und dent Durchmesser ' AB 
liegt, wie aus Taf. 1. Fig. 4. näher zu ersehen ist. 


Vergleicht man die Figuren Taf. Il. 1,3 und 4, so ergiebt sich, 
dass, wenn P zwischen B und C liegt, die äussere der beiden 
von A an den Kreis um OÖ gehenden Tangenten, wenn dagegen 
P zwischen C und A liegt, die innere der beiden Tangenten zur 
weiteren Ausführung der Konstruktion genommen werden muss; 
während, wenn Pin C liest, die Stelle der Tangente durch AO 
(Taf. II. Fig. 3.) vertreten wird. 


Anmerkung 4. Da nun aus den vorstehenden Erörterungen 
hervorgeht, dass die Konstruction allemal ausführbar ist, wo auch 
P zwischen A und B liegen mag, so ist man mit Bezug auf An- 
merkungl.zu dem Schlusse berechtigt, dass die Auflösung unserer 
Aufgabe nur indem Einen Fall unmöglich ist, wenn Pin 
einem der Endpunkte des Durchmessers liegt. Es liess sich dies 
Resultat auch schon aus dem Grunde erwarten, weil die von A 
aus zu ziehende Tangente zugleich Sehne des gegebenen Halb- 
kreises sein muss, und daher ein Segment derselben nicht gleich 
dem Durchmesser dieses Halbkreises sein kann. 


Anmerkung 5. Fällt man (Taf. I. Fig. 1.) von O auf HB 
die Senkrechte OR, so ergiebt sich aus der Kongruenz der Drei- 
ecke OLJ und ORJ noch OR= OL, d.h.’ die Linie 3H berührt 
den Kreis um OÖ. Man kann daher folgenden Lehrsatz hinstellen: 

„Errichtet man in dem Mittelpunkte C eines Kreises auf 
einem Durchmesser einen senkrechten Halbmesser CO, 
beschreibt aus O mit einem beliebigen Halbmesser OL 
<CO einen Kreis, zieht von dem einen Endpunkt A des 
Durchmessers AB eine Tangente AF an diesen Kreis 
und verbindet den Punkt HZ, wo die Tangente den Um- 
fang des gegebenen Kreises schneidet, mit dem anderen 
Endpunkt 3 des Durchmessers, so ist auch diese Ver- 
bindungslinie AH eine Tangente an den um OÖ beschrie- 
benen Kreis. “ | 


EEE. Algebraische Auflösung. 


Gesetzt es sei (Taf. II. Fig. 5.) P der gegebene Punkt in dem 
Durchmesser AB des gegebenen Halbkreises AHB, @ sei der 
gesuchte Mittelpunkt des Halbkreises SG@P, an welchen letzteren 

6* 
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eine Tangente AGH so gezogen worden, dass GA=PB.  Ver- 
bindet man @ mit dem Berührungspunkt @ und H mit B, und 
setzt, da die Auflösung der Aufgabe lediglich davon abhängt, @P- 
zu bestimmen, QP=QG=z, während man die gegebenen Stücke 
PB=GH=a und PA4=b annimmt, auch noch die Hülfsgrösse 
AG=y einführt; so kommt es nun nur auf die Bildung zweier 
von einander unabhängiger Gleichungen zwischen z, y, a und 5 
und demnächst auf die Entwickelung des Werthes von x an. 
Diese Gleichungen ergeben sich, wie folgt: 


Da AG den Kreis SGP berührt, so ist AP: AG = 46:48 
und, weil QGHHB, so hat man ..... AG:GH=AQ:QB. 


Setzt man für die Glieder dieser Gleichungen die Werthe, 
nämlich: 


AS=AP—-PS=b —2r, AQ=AP- PQ=b-—x 
und QB=BP+QP=aHtz, 


dann ist: 
KIRSCHEN REN RAT TR b:y=y:b—2z, 
(ar er PNA yya=b—-z:at+zx 


Den Werth von y aus (2) in (1) substituirt und die dadurch 
entstehende Gleichung geordnet, giebt: 


2 _—_ #2 
aa er 2 et, a la ui z=b, 
und hieraus erhält man: 
(4) Ben a? Se b? FUN GE De a), + (2 Ar EBEN 


Soll x eine geometrische Bedeutung haben, so muss der aus 
Gleichung (4) resultirende Zahlenwerth positiv und reell sein; 
deshalb kann vor der Wurzelgrösse das Zeichen — nicht gelten, 
und es ist mithin: 


2 — 
(6) A BAITCEZ! ea, ee 


welcher Werth von z aus dem Grunde stets positiv ist, weil 


— b? 2 = 
Met TREE, In & = 62 


Anmerkung l. Da a und 5 nach dem Sinn der Aufgabe 
reelle Zahlen bedeuten, auch in Gleichung (5) unter dem Wurzel- 
zeichen keine Differenz vorkommt, so kann & nicht imaginär wer- 


br a ee 
: Kuh en ir 
a 3 U J 
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den. Deshalb, und weil, wie eben bemerkt, z immer positiv ist, 
so erkennt man die Unmöglichkeit der Auflösung unsrer Auf- 
gabe daran: wenn sich aus Gleichung (5) solche Werthe für x 
ergeben, welche zu keinem geometrischen Resultat führen. Ein 
derartiger Werth ist z.B. z2=0; denn es bedeutet z—=0 offenbar, 
dass sich der gesuchte Halbkreis, mithin auch die gesuchte Tan- 
gente an denselben nicht darstellen lässt. Um nun zu ermitteln, 
‚ob wirklich solche Werthe für a und d existiren, welche, wenn 
sie, in (5) gesetzt, 2=(0 geben, setze man: 


2 _ 72 
Ks em EN an (en el 4), 


woraus folgt: 0= ab. 


Dieser letzten Gleichung aber wird genügt, wenn einer der 
beiden Faktoren a oder 5=0 ist; da aber nach der Bedeutung, 
welche 5 in der Aufgabe hat, dies nicht =0 angenommen werden 
darf, so bleibt nur: 


a—(, 
d. h., wenn man in Gleichung (5) setzt: a=0, so erhält man: 
z—0, 


und da a—=0 nichts Anderes bedeutet, als dass (Taf. Il. Fig. 5.) 
Punkt P in Z, dem Endpunkt des Durchmessers AB, liegt, so 
folgt in Uebereinstimmung mit dem oben unter I. Anmerkung]. 
- erhaltenen Resultat, dass auch die algebraische Auflösung die 
Unmöglichkeit für den Fall nachweist, wenn Pin einem End- 
punkt des Durchmessers gegeben ist. 


Substituirt man a=0 in Gleichung (4), dann folgt: 


bb 
=ı1%+7’ 


also, wenn man das Zeichen — gelten lässt, ==0, wie zuvor, 
während für das Zeichen + sich 


‘= 


DD! 


ergiebt. Dieser letztere Werth für x zeigt indess ebenso wie 
z=(, die Unmöglichkeit der Auflösung: denn für a=0 ist 5 der 


Durchmesser, also 2-3 der Halbmesser des gegebenen Halb- 


kreises, d. h. der gesuchte Halbkreis fällt mit dem gegebenen 
zusammen, die Konstruktion führt daher zu keinem Resultat. 
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Anmerkung 2. Ist a=b, liegt also ? in dem Mittelpunkt 
des Durchmessers AB (Taf. II. Fig.3.), dann geht Gleichung (5) 


über in: 
z—= —-b4N 36? =b(—1+N2). 
Will man diese Gleichung: geometrisch konstruiren, so errich- 
tet man auf AB in P den Halbmesser PO=b senkrecht, verbin- 
det A mit O, dann ist AO=Y %?2; trägt man nun von O aus 


auf AO die OG—=5 ab, so erhält man AG = z = —b +N %%. 
Vergleicht man hiermit das unter I. Anmerkung 2. angegebene 
Verfahren, so überzeugt man sich von der Uebereinstimmung 
beider; denn dass das hier gefundene AG mit dem dort gefun- 
denen GQ= @P identisch ist, folgt einfach daraus, dass, weil 
ZGAQ—=H5 und ZAGQ=I0V, auch ZAQRG = 459 = ZGAQ 


sein muss. 


Anmerkung 3. Setzt man den Durchmesser des gegebenen 
Halbkreises a+b=d, so kann jede beliebige Entfernung a ‚des 


Punktes P von einem Endpunkt B des Durchmessers durch a= 
ausgedrückt werden, wenn man sich unter n nur jede beliebige 


positive Zahl > 1 und ungleich @ denkt. Für 


(Meer 


n 
folgt aber: 


d d { 
b=d— =, (n—]), | 


und wenn man diese Werthe für a und 5 in Gleichung (5) sub- 
stituirt, so erhält man nach gehöriger Reduktion : 


0. 1 ET] 


Diese Gleichung wird für & immer geometrisch brauchbare 
Werthe liefern, wenn sich nachweisen lässt, dass aus ihr 


a+2xz<d 


folgt; denn dies ist (Taf. Il. Fig. 5.) ein Zeichen, dass der mit = be- 
schriebene Halbkreis innerhalb der Fläche des gegebenen Halb- 
kreises liegt, und dass man daher die verlangte Tangente an ihn 
ziehen kann. 


ü N & d 
Prüfen wir: nun, ob wirklich «+22 <d, indem wir a = z und 
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für x den Gleichung (6) gefundenen Werth setzen, und zu dem. 
Ende die Ungleichheit 


d 2d En Ve-n4]’ tr 
rg 4” Kr). EEE] cu 


vorläufig als bestehend annehmen; dann folgt Sa wenn wir 


Alles mit 7 multipliziren: 


2—6 -4 I n?—6n +4 al: 


oder 
im 1 Ei Buke: n?— 6n+4 
SP ra AIR TeEm UN BT fi 
d. i 
4(n -D) <(n— )? —-(n?—6n +4), 
oder 0<I1. 


Da uns somit die Annahme: die obige Ungleichheit finde statt, 
auf ein Resultat 0 <1, dessen Richtung keinem Zweifel unterliegt, 
geführt hat, so folgt hieraus die Richtigkeit jener Annahme, näm- 
lich es ist immer 


a+?2z<d 
d 
unter der Voraussetzung, dass ee und r>]1 ist. 


Und erst jetzt sind wir berechtigt, ganz allgemein auszu- 
sprechen, dass aus Gleichung (5) die Möglichkeit der Auf- 
lösung unserer Aufgabe hervorgeht, welche Lage der Punkt P 
zwischen A und B in AB auch haben möge. 


Das Resultat der algebraischen Auflösung stimmt dem- 
nach völlig überein mit demjenigen, welches die geometrische 
Auflösung ergab. (Vergl. I. Anmerkung 4). 


Anmerkung 4. Die Gleichung (5) bietet auch noch die 
Mittel dar, spezielle Fragen, zu welchen die Aufgabe Veranlassung 
geben kann, zu beantworten, wie folgende Beispiele zeigen: 


1. Soll ermittelt werden, welche Lage der Punkt P haben muss, 
damit der Halbmesser z—= PR des zu beschreibenden Halbkreises 
ein bestimmtes Verhältniss zu der Tangente GH, also auch zu 
dem Segment PB= GH =.a erhalte, oder dass x = ma werde, 


85 von Dewall: DVeber eine geometrische Aufgabe. 


| wo m jede beliebige positive Zahl>0 bedeutet, so sieht RR 
ehung (5): 


2 2 + Aab— b2\2 
ma > a N ER b? N a (rt er - 6? % 


Nimmt man hierzu Dr die Gleichung für den Ban AB: 


a+b=d, 


dann erhält man aus diesen beiden Gleichungen, wenn man sie 
nach 5 auflöset: 


d EFF 
(7) ER AT: b=3 41 [r+Ymmr ]; 


wodurch 5, also auch Punkt ? völlig bestimmt ist. Denn Glei- 
chung (7) liefert immer einen Zahlenwerth für 5, welcher eine 
geometrische Bedeutung hat, da, wegen der Voraussetzung m>0 
und positiv, ö weder imaginär noch negativ, und wegen 2(m+-1) 


>m+Ym(m+?2) weder gleich, noch grösser als d werden kann. 


Hiernach ist man im Stande, unsere Aufgabe auch dann zu 
lösen, wenn der Punkt / nicht unmittelbar gegeben, sondern statt 
dessen das Verhältniss des gesuchten Halbkreises zu der Tan- 
gente bestimmt ist, 


Verlangt man z. B. x=a, dann ist in Gleichung (7) zu setzen 
m=l, und man erhält: 


d R 
b=7 (14V3)» 
was Behufs der geometrischen Konstruktion besser in 


541. @)-G -(4)" 


umgewandelt wird. 
Beschreibt man (Taf. II. Fig. 6.) über dem Halbmesser AC 


== s des gegebenen Halbkreises einen Halbkreis, trägt in diesen 


von C aus cv=% als Sehne ein, zieht AV, dann ist: 


ar=N (6) -() )-@%): 


Verlängert man daher AV um VW=CV/ = “ dann ist: 


we Ta (5) - (2) = HV9=, 


et I Se, ee A Er 
a Ir | ‘ 

Be Er A © | 2 

Ye v“ Fr f 

De. N S 


von Dewall: Veder eine geometrische Aufgabe. 80 


und man findet Punkt /, wenn man von A aus AW = AP auf 
AB abträgt. Die weitere Konstruktion zur Bestimmung des Punk- 
tes @ erfolgt nun wie oben unter I. gezeigt worden ist, oder ein- 
facher, indem man Q@P = PB macht, und es muss, nachdem man 
aus &@ mit Q@P den Halbkreis beschrieben und an diesen von A 
aus die Tangente AH gezogen hat, das Segment GH=PQ = 
PB sein. 


2. Wäre die Frage zu beantworten, wie die Lage des Punktes 
P (Taf. Il. Fig.1.) beschaffen sein muss, damit der Halbmesser 
QP=xz des gesuchten Halbkreises gleich PT, der mittleren Pro- 


portionale zwischen PB=a und P4=5, oder damit 2 =N ab 
werde? — so zeigt Gleichung (5) sogleich, dass dann sein müsste: 


a?+4ab— bb? —0. 


Nimmt man hierzu: 


a+b=d, 
und löset nach 5 auf, dann findet man: 
d, 2 
=741+%W5), 


welches, wenn man 5 geometrisch konstruiren will, in: 


d Was AN? 
=7+N. 6) +) 


umgewandelt werden muss. Die Lage des Punktes ? in dem 
Durchmesser AB ist durch diese Gleichung völlig bestimmt. 
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VAEl. 


Ueber einen merkwürdigen Punkt des Dreiecks. 


Von 


Herrn Oberlehrer F. J. Harnischmacher 


in Brilon. 


Lehrsatz. Die Geraden, welche die Ecken eines 
Dreiecks mit den Punkten verbinden, in welchen die 
segenüberliegenden Seiten von den zugehörigen äus- 
seren Berührungskreisen tangirt werden, schneidensich 
in einem Punkte 7, welcher mit dem Schwerpunkte S$S 
und dem Centrum Ö des inneren Berührungskreises in 
einer geraden Linieliegt, und zwarso, dass 7S—=2SO ist. 


Beweis. Wenn in dem Dreiecke ABC (Taf. I. Fig.7.) © 
und S die in dem Satze angegebene Bedeutung haben, so ziehe 
man OS und verlängeree OS um ST’=20S. Nun wird unser 
Satz bewiesen sein, wenn man gezeigt hat, dass die durch die 
Ecken des Dreiecks und den Punkt 7’ gehenden Transversalen 
die Gegenseiten in den Punkten trefien, in welchen diese Seiten 
von den gegenüberliegenden äusseren Berührungskreisen tangirt 
werden. 


Man ziehe also eine solche Transversale durch A und 7, 
welche die Seite BC in P trifit. Man findet bekanntlich die Mit- 
telpunkte der Berührungskreise eines Dreiecks, wenn man die 
Winkel und die Aussenwinkel desselben halbirt. Da nun O der 
Mittelpunkt des inneren Berührungskreises ist, so halbiren die 
Geraden OA, OB, OC die Winkel A, BD, C. Halbirt man nun 
auch die Nebenwinkel von B und C, so schneiden sich die Hal- 
birungslinien auf der AO in einem Punkte O,, und dieser ist der 
Mittelpunkt des der Ecke A oder der Seite BC gegenüberliegen- 
den Berührungskreises, wie allgemein bekannt ist. Verbindet man 
nun O, mit P, so ist zu zeigen, dass O,P auf BC senkrecht steht. 
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Da OBO, und OCO, rechte Winkel sind, wie sich aus der 
Construction der Punkte O und O, Jeicht ergibt, so liegen die 
Punkte OBO,C auf einem Kreise, und OO, ist ein Durchmesser 
desselben. Da aber BC eine Sehne dieses Kreises ist, so liegt 
der Mittelpunkt auch auf der Senkrechten, welche in der Mitte 
M derselben errichtet ist. Daher ist D der Mittelpunkt dieses 
Kreises. 


Der Winkel ODC ist als Centriwinkel gleich 2OBC= ABa. 
Daher ist DCacw BAa, also 


— m m u — 


weil BO den Winkel ABa halbirt; da aber DC=O,D ist, so 
haben wir: 

0,D _ 40 

Da 7 0a 


Ferner liegt der Schwerpunkt S bekanntlich auf der seitenhalbi- 
renden Transversale AM, und zwar so, dass AS =2SM. Da 
aber auch ST=2OS sein soll, so ist: 


48 ST, 
SM” 08’ 
daher sind die Dreiecke AST und MSO ähnlich. Winkel 
SAT= SMO, also AP parallel OM. Daher ELTERN 4 Da 
Ma Oa 


aber, wie oben gezeigt wurde, auch 


0,D 40 PM OD 


Dam our et MT Dar: 
daher O,P parallel DM. Weil nun der Construction gemäss DM 
senkrecht auf BC steht, so ist dasselbe mit O,/P der Fall, also 
O, Pder Radius des Bberührungskreises und P der Berührungspunkt. 


Dasselbe lässt sich natürlich von den Transversalen 27 und 
CT zeigen, es ist also der aufgestellte Lehrsatz bewiesen. 


Zusatz 1. Zieht man von O aus den Berührungsradius ON, 
so ist 


«M aD 
y | aN a0’ 
also auch | 
aM aD aM aD aM aD 


aM+aN aDYaO’ oder MN” oD' aber auch mMBOD 
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Weil aber OD=O,D, so ist MN=MP, wie auch sonst bekannt 


ist. ' Verlängert man nun den Radius ON, bis er die APin E 


schneidet, so folgt aus dem Vorigen, dass OE=ON, also E 


auf der Peripherie des inneren Berührungskreises liegt. Es folgt 
daraus ferner, dass PE=20OM ist. Aus der Aehnlichkeit der 
Dreiecke ATS und MOS ergibt sich aber auch, dass AT=20M 
ist. Daher ist AT=PE, also auh AE=TP, d.h. die oberen 
Abschnitte der Transversalen, welche die Ecken des Dreiecks 
mit den Punkten verbinden, in welchen die gegenüberliegenden 
Seiten von den zugehörigen äusseren Berührungskreisen tangirt 
werden, werden von dem inneren Berührungskreise in Punkten 
geschnitten, deren Entfernungen von den entsprechenden Ecken 
gleich den unteren Abschnitten der Transversalen sind. 


Zusatz 2. Wir bezeichnen im Folgenden den Radius des 
um das Dreieck beschriebenen Kreises mit dem Buchstaben %, 
die Radien der vier Berührungskreise in der bekannten Weise 
mit 7, Ta; Tb; Te. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke APO, und 
AEO ergibt sich die Proportion en Weil nun nach Zu- 
satz 1. AE=PT und EÖO=0ON=r, aber PO, =rs ist, so 
haben wir el d. h.: Jede der genannten Transversalen 

Ö r 
verhält sich zu ihrem unteren Abschnitte wie der Radius des ent- 
sprechenden äusseren Berührungskreises zu dem Radius des in- 
neren Berührungskreises. 


Zusatz 3. Bezeichnet man die beiden anderen Transversalen 
mit BP, und CP,, so ist: 


BP, Tb CP, Te AP. BP, . CP, Ka Ta-TbTc_T.TarTb-Tc 


PTTz Wd.P 777. 80, PT PT PpITeeRe 


Da aber bekanntlich, wenn man den Umfang des Dreiecks mit 
2p und seinen Inhalt mit 4 bezeichnet, r.rs.rz.re= 4? und 
rp=4 ist, so erhält man, wenn man diese Werthe in obige 
Formel substituirt: 

AP.BP,.CP, _p? 

PT.P,AT.P,T ” r? 


Zusatz 4. Verbindet man (Taf. 11. Fig. 8.) den Punkt 7 mit 
dem Durchschnittspunkte der Höhenperpendikel, dem sogenann- 
ten Höhenpunkte Z, ferner mit dem Mittelpunkte des umschrie- 
benen Kreises K, und mit dem des eingeschriebenen Kreises O, 
so geht, nach dem bekannten Satze von Euler, die Verbindungs- 
linie von 4 und X durch den Schwerpunkt S und es ist 4S=2SK. 


a le a Se nn 
Be PR ar: BACK, y 
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Ebenso geht nach unserem Lehrsatze TO durch S und es ist 
TS=2SO. Daher sind die Dreiecke TYS und OKS einander 
ähnlich, und es ist TH parallel KO und TH=2KO. Also die 
Linie, welche den Punkt 7 mit dem Höhenpunkte verbindet, ist 
der Verbindungslinie der Mittelpunkte des umschriebenen und des 
eingeschriebenen Kreises parallel und doppelt so gross als diese. 


Zusatz 5. Um nun endlich .die Entfernung des Punktes 7 
von den anderen merkwürdigen Punkten des Dreiecks zu bestim- 
men, nehmen wir die Ausdrücke für die Entfernungen der merk- 
würdigen Punkte des Dreiecks zu Hülfe, wie sie in dem XXXVl. 
Bande dieses Archivs S. 338. ff. von dem Herrn Herausgeber 
desselben aufgestellt sind, nämlich: | 


HK?2=(1—Scos Acos Becos C) R?, 
H0O?—9r?—4AR? cos AcosBecos(, 
K0?= R®—2Rr= R(R—?r). 


Verlängert man nun TK und AO, bis sie sich in J schneiden, 
so ist, weil XO parallel TH und gleich 47H ist, K die Mitte 
von TJ und O die Mitte von HJ. Da nun TH=2KO, also 
TH?—4KO?2, so ist: 

Il. TH?=A4R(R—2r). 


Ferner ist in dem Dreiecke THJ, weil K die Mitte der Seite 
TJ ist, nach einem bekannten Satze: 


TH?2+ HJ®—=2HK?+:TJ? oder TJ2=2TH? +2 HJ? —- AHK?. 
Weil aber 
TJ=2TK, TH=2KO und HJ =?2HO 


ist, so erhält man durch Einsetzung dieser Werthe in die letzte 
Gleichung: 
4ATK?= 8KO?2 +8H0? — 4HK?, 
also: 
TK?=2K 0? +2H0?— Hk? 
—=2R?—ARr-+4r?—SR?cos AcosBecosC- R?+8R2cos AcosBecosl 
= R?—4ARr +4r?= (R —2r)?, 


also, weil, wegen K0?= R(R— 2%), R—?r nicht negativ 


sein u | 
1. TK=R-—2r. 


Ferner ist in demselben Dreiecke THJ: 


ENTER SE 
= I a 13 je \ * 


R 


94 Harntschmacher: Veb.einen merkwürd. Punkt des Dreiecks. 
2T0?= TJ2?+ TH2—1HJ? = ATK?+4K02—2HO?, 
also: 
TO2=2TK?+2KO0?— HO? 
—=2R?—SRr +8r2+2R?— ARr—2r? 4 AR? cos AcosBecosC 
—4R?—12Rr +6r?+4R?cos Acos BcosC | 
—6R?—12Rr + 6r2—2R2 + AR2cos Acos Bcos C, 
oder 
m. 7TO?=6(R— r)? — 2(1—2cos AcosBcos(C) R*. 
Weil endlich nach unserem Lehrsatze TO=3SO ist, so ist auch: 
950? = 6(R—r)?— 2(1—2cos Acos B cos C) R?. 


Es ist dieses derselbe Ausdruck, welchen der Herr Heraus- 
geber dieses Archivs in der oben citirten Stelle Seite 349. an- 
gegeben hat. 
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IX. 
Zur analytischen Geometrie im Raume. 
Von 
Herrn Professor Joh. Rogner 
in Graz. 


- Es kam mir von jeher als wenig consequent vor, dass in 
allen (mir bekannten) Büchern über analytische Geometrie im 
Raume der Weg verlassen ist, welcher in der analytischen Geo- 
metrie in der Ebene eingehalten wird, nämlich der Weg vom 
Punkte zur Geraden. In ersterer fand ich durchgehend vom Punkte 
zur Ebene und von dieser zurück auf die Gerade gesprungen oder 
mindestens bei der Ableitung der Gleichungen der Geraden auf 
die Ebene bezogen. 


Der Gedanke, dass bei der Ableitung der Gleichung der Ebene 
häufig eine charakteristische Eigenschaft derselben benutzt wird *), 
führte mich dahin, an die Benützung eines charakteristischen 
Merkmales der Geraden zu denken, und dadurch zur nachfolgen- 
den Ableitung der Gleichungen der Geraden im Raume, blos 
gestützt auf das Vorausgehende über den Punkt im Raume. 


Es sei eine Gerade Z auf ein orthogonales Axensystem mit 
den Axen OX, OY, OZ bezogen. Eine Gerade ist der Lage 
nach durch zwei gegebene Punkte fixirt, es seien dies für L die 
Punkte M mit den resp. Coordinaten a, 5b, c und N mit o, ß, y. 
Ist nun P ein beliebiger Punkt von L, und habe er die Coordina- 


ten x, y, z, so folgt nach der früher analytisch bestimmten Ent- 
fernung zweier Punkte: 


MPN (a-a)2+b-®+c-2), PN=V (ea HB-NHY- 
MN=N (a—e)?+ 0 9?+ (c—Y®; 


und da, wenn M, P,N in einer Geraden liegen, und nur für 
diesen Fall, MN=MP-+PN ist, so ist: 


*) In einfa hster Weise im Lehrbuche der höheren Ma- 
thematik von Professor Dr. J. Herr, Wien 1864, 2. Bd. S.18., wo- 
zu erlaubt sein mag, anzuführen, dass jene Ableitung der Gleichung 
der Ebene von mir schon lange vorher im Manuseripte gebraucht wurde 
(ohne dass jedoch Herr Professor Dr. Herr davon wissen konnte). 


N A u 
BE #, BEH 


al. Se REN 
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(1) Vla-a)?+&-YFHe-2)?+ N (e-2)"+B- 4-2)? 
- Naar + BFH ED 
Hieraus ergibt sich durch Quadrirung und eine leichte Reduction: 
[ae —(a+)24+22] + [BP -(+P)y+y2]+ley—(c+y)2+22] 
= FN [a a)? +69)? + (e—22][e - + —y+4— 2°), 
und hieraus: 


(a— x) (e—2)+(b —y) (P—yY) +(e—2)(Y— 2) 
 [a-2)(e-2)]? + [a —x) BY) +lea-—Iy IP 
eher +16 -y) ea)? +1 -Y) B-YP+LB-YMH—IP 

+ [le - 2) ea)? + [ee — 2) P-Y+lle Ir). 
Durch nochmaliges Quadriren und die. Reduction auf ‚Null ent- 
steht nun: 


(2) (a —- 2) (ß—y) — (b—-y) (e— x) 
+ [(a—2) y—2) — (e—2) («—-2)]?+[(&—y) (y—2) — (e-2) B-Y)]?=0. 


Ist aber die Summe positiver Grössen gleich Null, so ist jede 
derselben gleich Null, sonach folgt weiter: 


(a— x) (P—y) = (b—y) (e— x), 
(3) a2) Ile 2) 2), 
b—-YJ)Y—-D)=(c—:) (B—y); 


wobei die dritte Gleichung auch durch Division der ersten durch 


die zweite folgt, mithin als Gleichungen der Geraden erhalten sind: 
D (a—x) (d—y) = (b—1y) (e— x), 
(a— 2) y— 2) = (c— 2) (e— 2); 


oder entwickelt und geordnet: 
b—PB)= + (e—a)y = ub—.aß, 
(e—-y)z+l(e—a)z =uc —ay; 


(5) 


oder endlich der Form nach: 


(6) a ® 
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x. 


Schreiben des Herrn Rectors Dr. Nagel in Ulm au 


den Herausgeber über eine geometrische Aufgabe 
(Thl. XLI. S. 237.). 


In den Aufgaben *), welche Sie im neuesten Hefte Ihres Archivs 
(41. Thl. 2. Aft. S.237.) behandelten, hat mich der nette Gedanke 
des Perpendikels als Hilfslinie für die Analysis sehr erfreut. Viel- 
leicht finden Sie auch folgende Analysis, welche keiner Hilfslinie 
bedarf und zu einer ebenfalls ganz einfachen Konstruktion führt, 
nicht ganz unbeachtenswerth;; ich fand sie in Folge der von Ihnen 
hier gestellten Aufgabe, indem ich meiner Gewohnheit gemäss 
die Lösung selbst versuchte, ehe ich die Ihrige las. 


Analysis. In AABC (Taf.1.Fig.6.), in welchem AB=AC 
sein soll, sei CD und CE gegeben, so ist dadurch das recht- 
winklige Dreieck CDE, also auch CDA als Supplement von 
CDE gegeben; da nun auch CD und. das Verhältniss von 
AD:AC=1:2 gegeben ist, so ist auch AACD, und dadurch, 
weil DB=AD ist, der Punkt B gegeben. 


Konstruktion. Aus der gegebenen CD=m als Hypote- 
nuse und CE=h als Kathete konstruire das rechtwinklige Drei- 
eck CDE, verlängere ED beliebig nach F, von F beschreibe mit 
einem Halbmesser =2FD einen Bogen, der CD in @ trifft, und 
ziehe durch C eine Parallele mit FG, welche DF oder dessen 
Verlängerung in A trifft; endlich schheide DB=DA auf DE 
oder dessen Verlängerung ab, und ziehe BC, so ist A ABC das 
gesuchte. | 


Beweis einfach. 


Ulm den 30. December 1863. 


*) Ein ET Dreieck soll construirt und berechnet wer- 
ıf einer der beiden gleichen Seiten senkrecht stehenden 
is der Geraden 2, welche den Halbirungspunkt derselben 


Höhe A und a 


Seite mit der Gegenecke verbindet. G. 


Theil XLIT, 


Ba 
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xXT. 


Geometrischer Ort der Mittelpunkte aller durch den- 
selben Punkt gehenden Sehnen eines Kegelschnittes. 


Von 


Herrn Docter am Ende 


in Langensalza. 


Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte sei wie gewöhnlich: 
Ax?+2Bxy+ Cy? +2Dx +2Ey+F=0. 


Es sei ferner ein Punkt gegeben, dessen Coordinaten fundyg - 
sein mögen. Die Gleichung jeder durch diesen Punkt gezogenen _ 
Sehne des Kegelschnittes hat die Form 

y—-9=H(a—f). 
Bezeichnet man nun mit x und » die Coordinaten der Durch- 
schnittspunkte dieser Sehne mit dem Kegelschnitt, so hat man 
die Gleichungen: Ä 
Au? + 2Bw + Co? +2Du+?2Ev+F=0, 
v—9=H(wu-f); 
mit deren Hilfe sich diese Durchschnittspunkte vollständig be- 
stimmen lassen. 


Es ist also 


v=9+H(u—f), 


; | u 
woraus weiter folgt: ie 
Au? +2Butg+ Hu— f)}+ Cig+H(u— f)®+ 2Du 


+2Et9+H@-Ni+F=0 © 


durch denselben Punkt gehenden Sehnen eines Kegelschnittes. 99 


oder: 
Atf+wa— NY+2Btif+(uw—f)}ig+ H@a— f)}4+Cig+ Hw—f)! 
+2Dif+(w— f)} + 2Et9 + Hw—f)I+F=0; 
folglich : 
{4+2BH+ CH?}\(u—f)? +21 Af+Bg+BfH+C9H4+D4+EH) (u—f) 
=— (4f?+2Bfg-+ C9?+2Df+2Eg+ F) 


oder: 


Af+B D+(C9+Bf+E)H 
BeZiNT? ante un 


A242 Bfg + Cg®+2Df +2Eg+F 
IE | A+2BH+ CH? 
Setzt man nun der Kürze wegen: 
Af+Bg+D+(Bf+Cg+ 
A+2BH+ CH? 


_ Af?+2B/fg+C9 +2Df+2Eg + F 
A+2BH + CH? ’ 


MM 


so erhält man: 


_ 4. 4f+ Bg+D+(Bf4Cg4 E)H 
E17 A+2BH+ CH? 


—-—t+M 
und 


Af+ Bg+ D+(Bf+Cg + E)H 
A+?2BH+ CH? 


v=9g—H + HM. 


Folglich hat man, wenn X und F die Mittelpunkte der Sehne 
bezeichnen : 


ep Af+BorD+(Bf+ + DH 
7 A+2BH + CH? 
2 gr ae (Bf+Cg+BH, 


A+2BH+CH? 


oder, wenn man noch der Kürze wegen a= Af+By+ D und 
b=Bf+Cy+E setzt: 


> a+bH a+bH 
(A=auogHrch "nd 9g- Y=HTLIIBHLCH?’ 


woraus EN‘ 


SA 
m Hey’; 


7* 


“L 


2, N a 
ne vn ‚ Pur 


? 2 
P 


De 


100 Am Ende: Geometrischer Ort der Mittelpunkte aller 


Dieser Werth von HZ, oben eingesetzt, giebt die Gleichung des 
geometrischen Ortes der Mittelpunkte aller durch den Punkt (f 9) 
gehenden Sehnen des Kegelschnittes, nämlich die Gleichung: 


9 F 
T-X= a A 1% $) 
3BT I 
rd EB 


oder: 


$ af-NHW-N 5. 
FT Ä= RP +IBO-Rg-N+0g- ET N: 


oder: 
a(f—X) + bg— P)= Alf X)? +2B(f—X) (g— P)+Clg- PR. 
Verlegt man nun den Anfangspunkt der Coordinaten so, dass 
X=f+AXA, und Y=g+FP,, also =A—f ud IM, =F-—g 
wird, so erhält man die einfachere Gleichung des Ortes: 
AX?+2BA, ı, + CY?=-al, -bFY, 
oder | 
! AX,? + 2BA, Y, + CY,? + akı + b Y, = 0. 


Man sieht hier, dass die Coeflicienten von X72, X, F, und F,? 
beziehungsweise dieselben sind, als die von 22, xy und y2. So- 
mit ergiebt. sich der Satz: Der geometrische Ort der Mit- 
telpunkte aller durch denselben Punkt gehenden Seh- 
nen eines Kegelschnittes ist ebenfalls ein Kegelschnitt 
und zwar ein Kegelschnitt von derselben Art. 


Ist die Gleichung der erzeugenden Curve die Gleichung der 


Ellipse 
EN (I 
) +(5) ei 


so erhält man für den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller 
durch den Punkt (f, g) gehenden Sehnen die Gleichung der Ellipse: 


FC) = 


oder, wenn man XÄ—3/=X' und F—39= F’ nimmt: 
Y! 
m aa 


mm 


*) S. Thl. XLI., Hft. 1., S. 120. des Archivs. 


WERBEN ai 


“ 


durch denselben Punkt gehenden Schnen eines Kegelschnittes. 101 
Für die Hyperbel 


$- See 


erhält man unter denselben ae 


wo-ol wo 


Für die Parabel 


= 2pz 
‚ erhält man endlich unter gleichen rn 
Dr j 
DU I = zpI 


also eine Parabel, deren Parameter die Hälfte des Parameters 
der erzeugenden Parabel ist. 


Vorstehendes ist also eine bemerkenswerthe Erweiterung des 
von mir im Archiv Thl. XL1. S. 118—S. 120 bewiesenen Satzes 
von der Ellipse, wozu ich durch eine Notiz des Herrn Dr. G. F. 
W. Bähr in Groningen (Niederlande) veranlasst wurde. M. s. 
übrigens weiter unten in diesem Hefte die Miscellen, wo ein Paar 
später eingegangene, diesen Gegenstand betreflende Aufsätze, die 
leider hier nicht mehr aufgenommen werden konnten, mitgetheilt 
sind. Grunert. 
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x. 


Integration der Gleichung 


I = 3ma2 I 4 6m(u +9 43m(a +2 (utl)y (1) 
für den Fall, wo m eine beliebige constante und « eine 
sanze negative Zahl bezeichnet. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k.k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


Ich setze, da u eine negative Zahl bezeichnet, u—=—A, und : 
habe dann: | 


3 


d q d2; d - 
= 3m + 6m (2127 +3m (2 —A)(1—A)y. (2) 


Diese Gleichung gibt, (A— 2)mal diflerenzirt: 


d’H „day 
ET — 3m? dz Ye (3) 
und hieraus folgt durch einmaliges Integriren: 
dd ı 
nem (4) 


Wird nun ehe Amal integrirt, so erhält man: 
y= =- a papier dxz ae Ni faonırda 


+ RR 
+( 9 27-2 fa2em' da — ( 3 "ara fasenedz4. (5) 


und diese Gleichung ist anwendbar für alle ganzen und positiven 
Werthe von A, die grösser als 1 sind. ' 


“U = an FrE 2 46m (u+2)2 2 +3m (u+2)(u+1)Y. 103 


Für A=0 En. die Gleichung (2) folgende Schreibweise: 
I =[% den 3m 22, |=0 = 
Hieraus folgt: 


= = ömz?y+ C + Cr 


und 


y=L, em!’ + emz’ [e-m (L, + Lax) de. 


Für A=1 geht die Gleichung (2) über in: 


dp 2y dy I _ 
la me |=V- 
woraus folgt: 
d dy 
7.27" 3mz? de + C, » 


und hieraus ergibt sich als vollständiges Integral: 
y=S|em: [em da]de. 
Für A=2 folgt aus (5): 
y=xfem’ da — [xem: dx, 
was sich auch so schreiben lässt: 
y=CG + Cor + C;,[e fer’ de — [zer dr]. 
Für A=3 ergibt sich aus (5): 
 y=arfen-’ de — 2x fxem: detan em2® 


und es lässt sich nun das vollständige Integral der vorgelegten 
Gleichung für den speciellen Fall A=3 folgendermassen schreiben: 


y=C2+ 052? + C; [er*! — bmx f zer’ dx + 3ma?fem’da]. 


Für A=4 erhält man aus (5): 
y=adfem:’ da — 3a? [em dx +32 fa?em’ de — fadem’ dr, 


oder anders geschrieben: 


1 GER 
y=(a23+ az) Je" de — 30? [ wem’ de + 5 emar; 


sr E ee: LE TE, ee | p 
N um F os Keen ‘ . 
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j 1 ac, 
Spitzer: Darstell. der Function y=e „in weicher 4 eine 
daher ist das vollständige Integral der vorgelegten Gleichung für 
den speciellen Fall A=4: 
y= C,(l+3m2?) + 6,22 
+ C,[2zem2’ — Imz? [zem dx + (1 +3ma?) [erde]. 


Für A=5 findet man, auf gleiche Weise vorgehend: 
y= C ($ma*+42) + C,(12ma3+2) 
+ 6, [322 em=’ — (12m2? + 2) [ zer’ dx + (3mx*+4x) fer*’dz], 


1.8. w., u. Ss. w., hierbei stets unter C,, C,, ©, willkührliche Con- 
stanten verstanden. 


XIII. 


Darstellung der Function y=e””, in welcher ? eine 


constante und r eine ganze positive Zahl bezeichnet, 
in der Form y= S[A„e"]. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 
ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k. k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


Liouville hat im 2l. Cah. des Journals de l’ecole po- 
Iytechnique gezeigt, wie jede Function von x sich in der Fornı 
S[Amem:] darstellen lasse. Die Methode, die Liouville daselbst 
angibt, ist nicht in allen Fällen zweckmässig. Ich habe daher 
versucht, Functionen der Form 

y= DT HunE +0,2°+ ... (d) 


nach anderer Weise in die Form y= S[Ame”?] zu bringen. 


RES const. u. r eine ganze posit. Zahl bezeichn., in d. Form Y=S[ Am emx].105 


Ich betrachte zuerst 


y= N, (2) 
aus welcher folgt: 
R 
y' I =; e 
oder | e 
yYıirariy. (3) 


Diese Differential-Gleichung lässt sich nach der von Kummer 
im 19. Bande von Crelle’s Journal gegebenen Methode integri- 
ren, und zwar ergibt sich nach derselben das y in Form eines 
(r—D)fachen bestimmten Integrales, in welches r Constanten C,, C,, 
CO, ... Cr eintreten, zwischen denen r—1 Bedingungen stattfin- 
den. Fügt man diesen Bedingungsgleichungen noch jene hinzu, 
dass für A=0 y=1 werde, so hat man das in (2) stehende ; Yy 
in die verlangte Form gebracht. 

Auf diese Weise vorgegangen erhält man demnach: 

1 Be a Er 
gar — ———_ e 2 (eu 2a + e-uxY 2a) du, (4) 
N In 4 

ferner: 


(8) 
[e :) (eo) F u®+ v® 3 2 3 Se 
edr’ =/ T e 3 » (C, euvaAıV 3b + CO, euvxl,V 3b 
0) 


3 
+ Czew:r),V 3) Judo, 
woselbst zwischen C,, C3, C3 folgende drei Gleichungen stattfinden : 
| Ch + Ohr + O0, 
Ch? + Cola? + GA? =1, 


© _ ut 


je») 
(GG +C6+ fl Se BER vdudv=]; 
Ö 


und wo ferner A), Ag, A, die drei Wurzeln der Gleichung A? = 1 
bedeuten. 
Durch Multiplication der zwei Gleichungen (4) und (5) erhält man: 


\ nk uw 
eax?+b1? — op "I J Abe Ei ® (C, euvalı Ne 


+ CO, euvz), Va + C, euvak; vB) (ewzN 2a + e-wıN 2a) dudvdw, 


was also ebenfalls die verlangte Form hat. 


ne en 5 de BE 
ER ETE y Pin B 
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XIV. 


Ueber den grössten Werth von Yx und einige damit 
zusammenhängende Sätze. 


Von 


Herrn Dr. L. Oettinger, 


Grossherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


SER 


% 

Setzt man in dem Ausdrucke Yx allmälig der Reihe nach 
die ganzen Zahlen 1, 2, 3...., so entsteht bekanntlich für €=3 
der grösste Werth. Die früheren und späteren Werthe, die ihm 
vorangehen oder folgen, fallen. Es fragt sich: Geht das Fallen 
der Werthe für x> 3 bis in’s Unendliche oder nähert es sich 
einem Grenzwerthe? und in welchem Verhältnisse stehen die 
Nachbarglieder unter einander ? 


T 
Dass sich der Werth von v x bei beständigem Wachsen von 


x einer bestimmten Grenze, der Einheit, nähert, folgert sich ein- 
1 


fach aus dem Ausdrucke z%. Da sich = in diesem Falle der 0 


nähert, so lässt sich schliessen, dass 
ı 
1 DS Be | 


En 
sein werde. Diess bestätigt sich, wenn man den Ausdruck Vz 
ea F 

unter die Form e* bringt und nach der bekannten Weise durch 
Differenziation des Zählers und Nenners den Werth für 2 =» 


| = 4 107 
von vr und einige damit zusammenhängende Sätze. 


bestimmt. Man findet hiefür den in No. 1) gegebenen Werth. 
Auf gleiche Weise erhält man folgenden Satz: 


1 
Ben ...... Lim ze #9) =1 
für ein beständig wachsendes x. 


Soll das Verhältniss bestimmt werden, worin zwei auf einan- 
der folgende Zahlen, die das Wurzelzeichen der grössern führen, 
+1 u . 

Yz+1, YN x bestimmt werden, so hat man: 


1 

ee 1 

+ )eH lH 
(@ ) =(14+ 7 # 


art 
1 1 | BSH 1 1 Merl 
SH Hl 130 Wat m - a] 


1 
+1 ausscheidet und 
die Coefficienten gehörig ordnet. Der Werth der Reihe nähert 
sich, wie man sieht, mehr und mehr der Einheit bei wachsendem 


%, und man entnimmt hieraus folgende Sätze: 


Diese Darstellung entsteht, wenn man 


1 a 
Be ausndih (+). HS zer 
oder 
ar 1 
INH I\=H 
RR EN (=) =(1+,) >1, 
| a a 
+1 +1 
BEA Yin +) =Lin(14,) EM: 
MA L 


Die gleichen Wurzelwerthe zweier auf einander folgenden Zah- 
len sind im Wachsen begriffen. Sie nähern sich mehr und mehr 
der Gleichheit, je grösser die Wurzelwerthe werden. Sehr ein- 
fach lässt sich No. 4) und No.5) auch so zeigen. Da x +1> x 
ist, so ist auch: | 

1 1 
(c+ ))+1 S cH, 


Der Satz No. 6) lässt sich auch aus der zweiten Form in No, 3) 


daraus erschliessen, dass n und bei beständig wachsendem 


a 
c+l 
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* 
# 


xz in Ö übergehen. Die Darstellung No. 3) lässt Bo für ar un- i 
1 
endlich wachsendes z, da 1-7 =1: (As -pe- = —=213 \ 


in diesem Falle wird, unter folgende Form setzen: 1 


x 4 1 sn 
ES ( +) =1+ let, =), 
woraus gleichfalls No. 6) folgt. 


Die Behauptung, dass PR: ein Maximum für 2=3 bei gan- 
zen Zahlen werde, rechtfertigt sich durch Vergleichung zweier 
auf einander folgenden Wurzelwerthe. Sie lassen sich unter fol- 
sende Form a 


1 
R 1 m Falecını 1 1 1@H) 
3. = ar u EZ 


xc° ı(<+1) 


1 
; 1 In 1 2 sem) 
iz a 


Der Werth des vorstehenden Ausdrucks hängt offenbar von dem 
Werthe der in die Klammer eingeschlossenen Reihe ab. Er liegt 
bekanntlich bei wachsendem x zwischen 2 und 3. Setzt man da- 
her für x die Werthe 1,2, 3,4,...., so rechtfertigt sich die oben 
ausgesprochene Behauptung, denn der Quotient aus 1 und 2 in 
diese Reihe ist >1; der aus 3, 4, 5,.... ist <I, und zwar im 
letzten Falle so, dass jeder folgende kleiner als der vorherge- 
hende wird. Man hat daher: N 
+1 
a a RZ Le | DB 
Vz x i 


+1 


DEE RE, eh <ı 


Vz 


für & S 3. Es ist so fort: 


Piz ET N En a ED 


ID)... MI<M<VIESVASVE>S..., 


RE, EN 2 


was sich bestätigt, wenn man die angedeuteten Werthe einführt. 


ar 3 
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von Yz und einige damit zusammenhängende Sätze. 


Mit den bis jetzt aufgestellten Sätzen lässt sich auch der 
Grenzwerth für No. 8) bestimmen, Man hat aus der ersten und 
- dritten Form in No. 8): 


z+1 


Lin Pareln: —Lim[(! + 1, 


Va en 
Die Bestimmung dieses Werthes hängt von den in No. 6) und 


No. 2) gegebenen Grenzwerthen ab. Durch Einführung derselben 
' erhält man: 


and > 


1 
sn 
Lim et _ 


x? 


Die Richtigkeit dieses Satzes kann man aueh dadurch nachwei- 


1) m 
sen, dass man den Werth von EB 2: nach der ge- 


wöhnlichen Methode durch Differentiation für x. = © bestimmt, 


wodurch man zu dem gleichen Resultate wie in No. 12) geführt 
wird. 


Nimmt man bei Untersuchung des grössten Werthes von va 
auch auf die zwischen den ganzen Zahlen liegenden Bruchwerthe 
Rücksicht, und hebt also die in No. 11) liegende Beschränkung 
auf ganze Zahlen auf, so ergibt sich ein anderes Resultat als in 


x 
No. 11), und man hat den Ausdruck Y für jeden beliebigen Werth 
von x auf ein Maximum zu untersuchen. 


1 

Setzt man zu dem Ende g=2°—=x* und wendet die von mir 
im 22sten Bande S. 401. dieses Archivs angegebene Methode zur 
Bestimmung des ersten und zweiten Differenzialquotienten an, so 
ist gg =zlgz, und man erhält: 


og = g(lg 2%: + z0lgx), 


woraus sich durch Differenzirung und Einführung der angegebe- 
nen Werthe ergibt: 


1 1 
1 


dx . 1 
19)... era) Hl-ign 


Durch wiederholtes Differenziren ehtätöht: 


er >, © Be Are 
1 NE a: ER 
f cr - . DI DER: 2 a „= "= 
e , u Br 
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1 

02x: 1 I ar Fe | 
2 sm | 

a \2 } 


Hieraus gewinnt man durch Ausführung der angezeigten Geschäfte 
1 


und Einführung von 92° aus No. 13): 
1 1 1 
022% “ 


AO oe = Z1-1g2)?+ 5 [1-21 -Iga)l. 


Aus dem ersten Differenzialquotienten ist 1—-Igz=0. Führt 
man diesen Werth in No. 14) ein, so wird der zweite Difleren- 


T 
zialquotient negativ. Daher hat der Ausdruck Yx einen grössten 
Werth für 1=1gx, also für die Zahl, deren natürlicher Loga- 
rithme die Einheit ist, also für: 


ER x = e—=2,7182818284 .. 


Das in No.1) gefundene Gesetz ändert sich in folgender Weise: - 


1 2 e 3 4° 
16)....vi<v2<ve>s v3>VA> u, 
wie folgende Zahlwerthe zeigen: 


17). . 1<1,414213 < 1,444667 > 1,442249 > 1,414213.... 


zT 
Die steigenden Wurzelwerthe des Ausdrucks Y.x bilden daher 


eine Curve, die einen Culminationspunkt für ve und eine Bald i 
ptote hat. ! 
In dem XX. Bande pag. 7. der Nouv. Annales de Mathem. 

p- Terquem findet sich von Beynac der Fall No. 11) für ganze 
x erörtert. Der in No. 16) gegebene, so wie die übrigen sind 
dort nicht besprochen. 


Aus No. 16) kann man leicht auf No. 11) übergehen. Der 


e = R 
Werth von ve fällt dann aus, und an seine Stelle tritt dann der 
ihm zunächst liegende v3. 


g. 2. 
1 


Auf gleiche Weise kann man den Ausdruck x * auf ein ; 
1 


Minimum und Maximum untersuchen. Setzt man gex "—z, 


R 4 
von YVX und einige damit zusammenhängende Sälze. 111 


so erhält man nach dem Vorgange von $. 1. für den ersten Dif- 
ferentialquotienten: 


re lan 


Durch wiederholtes Differenziren entsteht: 


1 


2; = ne 
02x "=—-(3-% er E “(4 83), 


(0x)? = 


und hieraus durch Ausführung der angezeigten Geschäfte und 


1 
Einführung von 02 * aus No. ]): 


1 1 


Or = 


Ber — hg) 2 142-182) 


15 


2). 


Führt man aus No. I) den Werth 1—Igz=0 in No.2) ein, so 


wird der Werth des zweiten Differenzialquotienten positiv und es 
1 


entsteht für x * ein Minimum, wenn 1—Igr=0, oder wenn 
Ghana nellotie ini rn a AU IBORTS .... 


wird. Hiernach hat man: 


1 
Bin it; IHN HASe e <I-t<urc,, 
1 
Für ganze & tritt 3-3 an die Stelle von e ® und man hat: 


VERT 144 8 92-1 8 34 < 4-1 < 5-1 < ... 


Dass diess Gesetz für ganze Zahlen gelte, lässt sich auf gleiche 


Weise wie in $. 1. beweisen. Vergleicht man zwei Nachbarglie- 
1 1 


der (+1) =#! und x * mit einander, so kann man sie unter 
folgende Form setzen; 


1 1 
(+) -#H (2 +17 ze#) 1 
9 = =E re TE 
Br (+: 
| Ep 
1 


—— 
see ee 


rl 1 1 1 1 2, ram 
24154-241530 - Ja. | 
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Hier treten die nämlichen Bemerkungen in Kraft, welche zu No.8) 
$.2. gemacht wurden, jedoch mit dem Unterschiede, dass nun 


Be . 


ein Kleinstes an die Stelle des Grössten tritt, und man erhält: AA 
7 u 
Te Ar N 
für & s 2, und s 
ak j 

Ben) Re nein is SERLEEEN 


wu 
r IPFPRR TEN: 


1 
T T 


für x S.3. Hiemit ist No. 5) bewiesen, 


PIBER En 27 es ee 


%. 3. 


Die vorstehenden Erörterungen geben Veranlassung zur Be- 
stimmung der Grenzwerthe verschiedener hierher gehöriger Aus- 
drücke. Sie werden im Folgenden übersichtlich neben einander 
gestellt: 


1) Lim(l + 80; 2) Lim (14 9-2 = e-1 
für ein beständig wachsendes z oder 2=w; 
3) Lim(l + = s 4) Lim(l+ = Vo 
für ein beständig fallendes x oder 2=0; 
2 ie 
5) lIumz? =], 6) Limz ’=1 


für ein beständig wachsendes x; 


1 a4 
7) Lmat=e®%, S) Linz "=0 
für ein beständig fallendes =; 
ee a 
9, Lmat—], 10) Limz H=1 


für ein beständig wachsendes z; 


E55 ; 
von Yx und einige damit zusammenhängende Sätze. 


ı 
11) LmotH— ee”, 
für ein beständig fallendes x; 


ı 


13) Lim(e +1) =1, 


für ein beständig wachsendes x; 


1 
15) Lim(@+1l)?= e, 
für ein beständig fallendes x; 
1 


17) Lm@+1l>tH=1, 


für ein beständig wachsendes x; 


1 
19) Lim(< +1) H = e, 
für ein beständig fallendes x; 
m 
21) LmxemW=l, 
für ein beständig. wachsendes x; 
Be ©: 
33) Limzretd=e®%, 
für ein beständig fallendes x; 


1 
A 
ern, 


x* 


für ein beständig wachsendes x; 


3 


1 
st 
aa ee, 


x. 


_ für ein beständig fallendes x; 


1 
TE 
net; 


34! 


> 


für ein beständig wachsendes x; 
Theil XLL. 
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Luhe 
12) Linz "H=0 
er 
14) Lim(c+])) =] 
Be 
16) Lim(< +1) "= er! 


18) 


24) 


26) 


38) 


30) 


N 
Lim(2+l) HM=1 


i 


Limn(@+l) HH = e-! 


1 


Limz (+) — l 


Lim 


N 
(«+) AH 


mu 
——— M. 


| 
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+1 ? ]l) -H 
31) ee 32) Lim CREME = a Age 
art x H 


für ein beständig fallendes «. 
Aus der Vergleichung dieser Resultate erschliesst sich: 


u.s. w. Ferner ist e-!= 0,367 8794411714423215% .... 


xV. 
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Schreiben des Herrn Dr. G.F.W. Baehr in Groningen 
an den Herausgeber. 


J’ai vu dans une des livraisons de „Archiv“ (T.XLI. p. 118.), 
qui m’est venue en ımains tres-tard, que vous avez donne une 
extension ä la propriete de l’ellipse, dont j’avais parle dans les 
„Mondes“ etc. Je profite de cette occasion pour vous commu- 
niquer encore une generalisation, dont, peut-etre, vous pourrez 
faire usage pour les „Miscelles. “ 


Si l’on divise toutes les cordes d’une conique, qui concourent 
en un me&me point, dans un rapport donne (de sorte que sur 
chaque corde il ya deux points de division), le lieu geometrique de 
ces points de division sera un systeme de deux coniques sem- 
blables et semblablement placees ä la premiere, quand le point de 
concours est pris sur la conique elle meme; ce systeme se reduit 
ä une seule conique, quelque soit le point de concours, si les 
cordes sont divisees en deux parties egales. 


. 


N a re 
en 
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Cette propriete est tres facile & demontrer pour le cetele, ce 
qui, par les proprietes projectives des figures, la demontre aussi 
pour une section quelconque du cönei Cependant la demonstra- 
tion analytique donne en m&eme temps tout ce qui est necessaire 
pour determiner entierement le lieu. u 


Prenant convenablement la direction des axes, et l’orieine au 
oO 


point de concours des cordes, l’equation de la conique sera gene- 


ralement 
42?+By+C2+Dy+E=0; 
faisant z=rCosp, y=rSinp, elle devient 
(ACos?p+ BSin?p)r?+(CCosp-+ DSing)r+E=0, 
et donnera pour r les deux valeurs: „= P+vV®, nn =PFYVRQ, ou 


CCosp + DSinp 
ACos?p-+ BSin?p’ 


a0 + Sin DJ? T4B lACHa’n + BSin?p), 
4(4Cos?p + BSin?p)? 


P=— 


de sorte que r, — ra soit la longueur de la corde qui correspond 
a langle . Le rayon vecteur ge du point qui divise cette Koran 
dans le rapport de p & g sera done 


pP OH ia 9 
— —— — 15) = —— —— fg, 
Q nt, r,e 2) P+49 1,9% 
c’est-a-dire, posant 
er ve 
DEE 


on aura, pour l’equation polaire du lieu des points de division, 
e=P+uvVQ ou (—-PP?=u?Q, 


dont on deduit, apres la substitution des valeurs de P et ®, et 


 remplagant gCosp et gSinp par z et y, pour l’equation de ce 


lieu en coordonnees rectangulaires, 
[2(4x2 + By?) + Cx + Dy]?= u?[(Cx+ Dy)?—4E (Aa? + By?)]. 


Generalement cette equation sera du quatrieme degre; mais si 
fon a E=0, c'est-ä-dire, si le point de concours des cordes 
est pris sur la conique elle meme, elle se reduit ä& 


242? + 2By? + CAFWz + DUFWy=0, 


ce qui indique, quelgque soit u, un systeme de deux coniques 
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semblables et semblablement placees ä& la premiere, et passaut 
par le point de concours. Si Yon a a =0, ou p=g, dest-ä- 
dire si les cordes sont divisees en deux parties egales, Vequa- 
tion du quatrieme degre se reduit ä 


2422 f2By?+Cz+ Dy=0, 


quelque seit E& etc. Des equations trouvees on deduira aisement 
le rapport de similitude et le centre de similitude qui correspond 
au point de concours. 


Groningue 21. Avril 1864. 


Betreffend den im Archiv. Thl. XLI. Nr. XXVIl. entwickelten 
„Wichtigen allgemeinen Satz von den Flächen.“ 


Rücksichtlich des von mir in der Abhandlung: 


Wichtiger allgemeiner Satz von den Flächen. Von 
dem Herausgeber. Archiv. Theil XLl. Nr. XXVI. 
S. 241, 


ausführlich entwickelten und begründeten allgemeinen Satzes von 
den Flächen, der nach meiner Meinung ausser seinem allgemeinen 
geometrischen Interesse namentlich für höhere Geodäsie von be- 
sonderer Bedeutung ist, — was auch mein leider nun verstorbener 
Freund Gerling in Marburg, welcher in auf Geodäsie Bezug 
habenden Dingen immer als eine Autorität zu nennen Sein wird, 
in seinem letzten, nicht lange vor seinem Tode an mich geschrie- 
nen Briefe, wenigstens rücksichtlich des speciellen, das Ellip- 
soid betreffenden, von mir damals für's Erste nur bewiesenen 
Satzes (Archiv. Thl. XL. S. 312.), freudigst und freiwillig aner- 
kannte, — hat der durch verschiedene schöne Arbeiten den Mathe- 
_ matikern längst in der vortheilhaftesten Weise bekannte Herr Profes- 
sor Eugenio Beltrami an der Universität in Pisa *) in einem 
überaus freundlichen Briefe (Pise, 20. Avril 1864) mir die für 
mich in jeder Beziehung interessante Mittheilung gemacht, dass 
sich der in Rede stehende. Satz, ganz in derselben Form und auf 
denselben Ausdruck gebracht, wie er von mir in Thl. XLI. S. 292. 
und S.293. gegeben worden ist, mit besonderer Leichtigkeit auch 
aus der allgemeinen Theorie des Maasses der Krümmung von 
Gauss ableiten lässt. Indem ich mich sehr freue, dass der Satz 


*) Herr Beltrami ist jetzt ordentlicher Professor der theoretischen 
Geodäsie an der genannten Universität, 
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eine solche neue Bestätigung erhalten hat, und Herrn Beltrami 
für seine Mittheilung meinen wärmsten Dank ausspreche, erlaube 
ich mir, die den Satz speciell hetreflende Stelle seines Briefs, mit 
Weglassung alles Uebrigen, was jetzt nicht hierher gehört, nach- 
stehend abdrucken zu lassen, wobei ich bemerke, dass Herr Bel- 
trami sich im Folgenden durchgängig der von mir in der ange- 
führten Abhandlung gebrauchten Zeichen bedient hat: 


„Pour ce qui est du theoreme fondamental, page 52*), il est 
sans doute tr&s-remarquable, surtout sion lerapproche de celui 
que Gauss a donne relativement ä la mesure de la courbure, et 
qui n’en devient que plus important et plus significatif. Je re- 
marque que sa verite peut &tre rendue presque evidente par la 
consideration de l’indicatrice, qui, dans ’hypothese T’<0, est une 
ellipse. Soit en eflet g un des rayons de cette ellipse. Le rayon 
de courbure R de la section normale correspondante peut &tre 


27 
designe par 02, et par suite on a, suivant vos notations, M (R) 
0 
1 TE 
uf o?dw. Or o?dw est le double du secteur eiliptique 
0 


compris entre les deux rayons infiniment proches o(w) et o(w-+ dw), 


TT y 
done o?dw est laire totale de leellipse, zY R’'K", d’oü 


© 


27% He! 
MR)=NVRR". Mais tres-probablement cette remarque ne vous 
[07 


est pas echappe **), bien que vous ayez prefere, et avec raison, 
de demontrer le theoreme ä l’aide des seules formules fondamentales 
de la theorie des surfaces, sans vous appuyer sur des notions moins 
simples ou moins directes. Celles-ci du reste pourraient se tirer bien 
facilement de vos formules, dans lesquelles elles sont implicitement 
contenues, ainsi que beaucoup d’autres, dont vous avez peut etre 
donne le developpement dans le Memoire intitule „Allgemeine 
Theorie der Krümmung der Flächen‘ que vous citez au com- 
mencement de celui-ci, et que je regrette de ne pas connaitre.“ 


Erlauben darf ich mir wohl, dem Obigen noch hinzuzufügen, 
dass, wie auch Herr Beltrami vollständig anerkennt, meine in 
der Abhandlung Thl. XLI. Nr. XXVI. gegebene Entwickelung eine 
durchaus selbstständige ist, die auch noch zu mehreren anderen 


°) Diese Pagiua bezieht sich auf die Separatabdrücke der Abhand- 
lung; im Archiv. Thl, XLI. S. 292. und S. 293. 


**) Die von Herrn Beltrami gemachte Bemerkung war mir in der 
That entgangen. 
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bemerkenswerthen analytischen Ausdrücken, z. B. für die Halb- _ 


messer der grössten und kleinsten Krümmung u.s. w., geführt hat, 


welche, so zu sagen, als ganz independent zu betrachten sind, 


wobei ich auch wiederholt auf meine, das allgemeine dreiaxige 
Ellipsoid speciell betreffende Abhandlung in Thl. XL. Nr. XXL, 
auf die in derselben durchgängig in Anwendung. gebrachten redu- 
cirten Längen und reducirten Breiten (m. s. über diese für das 
dreiaxige Ellipsoid von mir neu eingeführten Begriffe mit Meh- 
rerem Archiv. Thl!. XXXVl. Nr. VIII. S.79.), u. s. w., verweise. 


Mitte Mai 1864. Grunert. 


— 0 


Ueber einen- Satz von dem Eillipsoid. 


Von Herrn F. Unferdinger, * Professor der Mathematik an der Ober- 
realschule anı Bauernimarkte in Wien. 


In Thl. XLI. p. 118. hat Herr Professor Grunert den Satz 
bewiesen: Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller durch 
denselben Punkt gehenden Sehnen einer Ellipse (der Punkt mag 
innerhalb oder ausserhalb liegen) ist wieder eine Ellipse, deren 
Mittelpunkt auf der Mitte der Strecke liegt zwischen dem gege- 
benen Punkt und dem Mittelpunkt der gegebenen Ellipse, deren 
Axen zu denen der letzteren parallel sind und welche immer 
durch die beiden genannten Punkte. geht. Verwandelt sich die 
Ellipse in einen Kreis, so ist der genannte geometrische Ort 
auch ein Kreis, welcher durch den festen Punkt und den Mittel- 
punkt des gegebenen Kreises geht, deren Entfernung also seinem 
Durchmesser gleich ist. Liegt der feste Punkt in der Peripherie, 
so berührt der Ortskreis den gegebenen von Innen in dem festen 
Punkt und in diesem Falle ist der Beweis seiner Ortseigenschaft 
auch nach der Euklid’schen Methode leicht. 


Dieser Satz, welcher gewiss noch für die Linien der zweiten 
Ordnung überhaupt einer .bemerkenswerthen Verallgemeinerung 
fähig ist, hat mich angeregt, darüber nachzudenken, ob nicht ein 
ähnlicher Satz für das dreiaxige Ellipsoid gefunden werden kann. 
Nachfolgend das Resultat. — Unter der gewöhnlichen Voraussetzung 
für die Stellung des rechtwinkeligen Coordinaten-Systems ist die 
Gleichung des Ellipsoides: | 


u. 


die Gleichungen der Geraden, welche durch den festen Punkt 
(z', y', 2') geht, seien: 
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(2) y—y =Al—r), ——7'"=Bl(a—e). 
Werden diese drei Gleichungen nach x, y, z aufgelöset, so er- 
“hält man die Coordinaten der Durchschnitte der Geraden mit der 
Fläche. Eliminirt man der Reihe nach y, z, dann x, z, dann 
2,9, So folgt: 


Bde Dir, (Beer), 


y—y var) ı (+ (Fett key: 


a) ee) 


oder, wenn man entwickelt und nach absteigenden Potenzen von 
©, Y, z ordnet: 
(3) 


| A? B:? A BE | ; 

later) +22 | W' — Aa’) 4 at — Ba’) +0=0, 
1 a Wa 2, l E: B B:, 

y ee) +2y za @—-7y/)t 324-279 | +00, 


] U A ! A, h77 
z (tet + 2z Ion’ -5:)t 55% go} +0"=%; 


wobei C, C’, C” die von z, 4, z unabhängigen Glieder bezeich- 
nen. Die Auflösung dieser drei quadratischen Gleichungen gibt 
die Coordinaten 2/2, und x2%yg:, der zwei Punkte, in welchen 
die durch den Punkt (z’, y', 2’) gehende Sehne die krumme Öber- 
fläche schneidet. Sind nun x, v, w die Coordinaten des Mittel- 
punktes der Sehne, so ist bekanntlich u=2, +23, ®=yı ty. 
2w=2z; +25. Denkt man sich die vorstehenden Gleichungen (3) 
der Reihe nach durch die Coeflicienten von x?, y?, 22 dividirt, so 
müssen die alsdann entstehenden Coefficienten von 2, y, z, mit 
_ entgegengesetzten Zeichen genommen, nach einem bekannten 
T'heoreme der Reihe nach gleich sein 3 +25, yıtYy, ı+2- 
Auf diese Art erhält man folgende Gleichungen : 


(4) 
ea p AN 
artrnytz: Bett: 
er ne guy 0% EEE 
I 248.182, 1 ort I 2 BR % 
n2 etz r Detipalk s Po, 
1 
P Bett: 


aus welchen man mit Leichtigkeit folgert: 
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v—y' —;' 
AR a = ” 
I— X | 
Diese Werthe, in irgend eine der Gleichungen (4) eingesetzt, 
geben als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes: 
(u-')2 (w—y') , (w—:')? (u-x')z' , @-y')y' , (w—2')z' 
aha 


_ 


oder auch: 


(6) 


EEE 


welche offenbar ein Ellipsoid bezeichnet, dessen drei Axen der 
Reihe nach zu jenen a, d, c parallel sind; und wenn wir sie 
durch a’, b', c' bezeichnen, so 


NINE 
BNORTOETOL 


während 4x’, 4y', 32’ die Coordinaten ihres Mittelpunktes sind. 


Wie man sieht wird die Gleichung (5) erfüllt, sowohl für w=v 
—w=0, als auch für u=r', v=y', w=2z'; es gilt daher folgender 


- 


Lehrsatz. 


Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller durch 
denselben Punkt gehenden Sehnen eines Ellipsoides 
(dieser Punkt mag innerhalb oder ausserhalb liegen). ist ein 
Ellipsoid, dessen Mittelpunkt auf der Mitte der Strecke 
liegt zwischen dem festen Punkt und dem Mittelpunkt 
des gegebenen Ellipsoides, dessen Axen parallel sind 
zu den Axen des primitiven Ellipsoides und welches 
immer durch den Mittelpunkt desselben und den festen 
Punkt geht. 2 


Verwandelt sich das Ellipsoid in eine Kugel, so ist auch der | 
gesuchte Ort eine Kugel, deren Gleichung: s 


7) QW-32)4+W- 23y')?+w—- 2-42? +y? +72); 
dieselbe geht also immer durch den gegebenen Punkt (z’y’z‘) und 


durch den Mittelpunkt,der primitiven Kugel; die Entfernung die- 


ser zwei Punkte N 2? +y? +72 ist ihr Durchneesen Liegt der | 
feste Punkt auf der Oberfläche der gegebenen Kugel, so be- 
rührt die Ortskugel dieselbe von Innen in diesem Punkt | 

Es hat keinerlei Schwierigkeit, ähnliche Sätze für das ein- und 
zweitheilige Hyperboloid, sowie für das ellipt. Paraboloid aufzustellen. 


——— in... 
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schen Tafeln, 3. Aufl., 


Tafel A. Hogarithmen N 


| joe] 10| 20 | 30 | 4° | 50 | 6 | 70 | 8° [ 907 
SeC 


3 
55,2 


Set” 
3 13 
79.511083 
80.0108,81142.21180,0|| 


110.0|2,3| 9.0 |20,1| 35,6155.6 | 
' 2/0,0|2,4| 9,1 |20.3) 35,9|55,91 80,4/109,3[142,8|180,2 | 
109,9] 143,4]181,3 | 


3/0,0|2,4| 9,3 |20,5| 36,2/56,3/80,9 
' 410,0|2,5| 9,4 120.7 36,5156,7|81,3!110,4|144,0|182,0 
5|0,0)2,6| 9,6 |21,0| 36.857.0| 81,8|110,9]144,5|182,7 [ 
-610,012,7| 9,7 |21.2)37,1|57,4]82.2]111,4]145,1|183,4|[1 
0.0[2,7| 9.9 |21,4| 37,4|57,8| 82,7|112,0|145 ,7]184,0)[) 
0,0[2.8| 10.0 |21.6|37.7|58,2|83,1/112,5]146,4|184.7/[ 1 
' 9]0,0/2,9|10,2 |21,9| 38,058,6| 83,6 |113,0|147,0|185,4[] 
‚10/0, 13,0/10,3 |22,1| 38,3/58,9| 84,0 ]113,5147,6]186,1|| 
‚11/0,113,1110.5 |22,3| 38,6|59.3| 84.5 |114,1]148,2|186,7|) 


'12/0,1,2.2]10.7 [22,6] 38,9|59,7|84.9 |114,6]148,8]187.4 1} 
‚13[0,1j3.3|10.8 22,8[39,2 


f sec 


3138 
0/0,012,2 


SEC sec SEC | SEC 


3 
141,6 


set 


5, oe 
8.8 | 19,8135,3 


sec ‚sec | 
| 
179,3 


N 


Be) 


| 60,1185,4 1115,1]149,4]188,1/| 
'14l0,113,3|11,0 123.1|39,5160,5| 85.8 [115,7|150,0]188,8/[ 
15|0, 113,4] 11,2 [23.3[39,8/60,9/86 3 |116,2]150,6|189,5][ 


3, 
3, 


« 
® 


'16[0.2]3,5| 11,3 123,5[40, 116 1,2]86,7 |116.7]151.2]190,2][ 
1710,2 11.5 [23.8] 40.5[61.6|87,2 |117.3]151.8|190,9 \ 
'18[0,213,7|11,7 |24,0| 40,8/62,0]87,7 |117.8/152,3]191,5/[ 
a 24.3] 41,1/62,4]38,2|118,41153,0]192,2]] | 
'20|0.2)3,9|12.0 |24.5|41.4|62,8|88.6 |118.9|153,7|192,9]| 
‚21/0,314,0112,2 24.7)41.7/63.2]89,1|119,4]154,3]193,6]| 
‚22)0,3/4,1/12,3 25,0) 42,1163,6/89,6 ,120,0|154,9|194,3)| ' 
'230.314,2)12,5 |25,2 12.4/64.0|90.0 120.5 155,5195.01| | 
24|0.34,3]12,7 |25,5| 42,7/64,4/90,5|121,1[156,1[195,71[ 
2510,414.4,12.9 25,7|43.0|64,8|91,0 |121,6|156.8, 196,4 | 
26|0,4/4.5/13.1 |26,0| 43,3|65,2 9121222157. 197,11 


2710.414.613,2 126,3] 43,7165,6191,9 |122,7|158,0 Io78] | 
28l0.511.7113.4 126,5|44.0166,0|92.4 |123,3|158,61198,511 
290,5 199.2] 


‚/4,8|13,6 |26,8| 44,3166,4192,9 


123,81159,3 
30|0,5/5.0|13,8 


27,0) 44,7|66,8|93,4 |124,4/159,9]199.9]f 


m 


En an Do nt ee a ee ee [DS = nun 


der Sekanten. Tafel l. 
nn er 
er 20 73° [4° 15° | 6° EL BOREERI 
, |seejlsee | see | see | sec sec| sec | sec sec | see 
 RIERLZEBE RN RBB 
00,5 aenD, 27,0|44,7|66,8 nn 159,91199,9 


110,61 5,1 haolorslssioler.a 93.81124.9.160,5 
PDA 2|27,5|25.lor.6| 94 3lı355lisı,2.: 
330715 33,07]9,3]13.3127,8]33,8j08,0 94.8 126,01161,8]202,0 
14,5[28.0|46,1/68,4 95:21120,9102,412027 
sslolssl ss haalosäla 1|28.3|46,2|68,8| 95,8) 
50856 360,8) 5,6 j14,9/28,6] 46,8]69,3 Sue 
7lo.8'5.8 15.1128,9)47,1,69,7| 96,7]128,3 
‚seloals’sısialas.alar. 4701| 97.2|128,9 
55 


921. 0:0119:5 29,2 47,8|70,5| 97,71129,4 
401,0! 6,1 !15,7'29,6, 48,1,70,9 98,2)130,0|166,2|207,0 
41 1.016. 2 |15.9|29, olasa rı. 3| 98,7.130,6| 166,9 207,7 


a a a a a u ni m 


'42]1,1/6,4 |16,1|30,2] 48,8/71,7 lu 
ı Abk 99,7!131,7!168,2)209,2 
"44|1,2 


1200,6 


163, 7 504, 3 
164,3]204.9 
165,0|205,6 


165,6|206,3 


6.6 16.5/30.7|49.5|72,6|100,2|132,3|168.81209,9 


45 100,7|132,8|169,5|210,6 
46 73,4,101,21133.4.170,2211,3 


3/69! 16,9 31,3)50,2 


50,5 
az! 18j1.4j7,1|17,3[81,850.974,3]1022 134,61171,21219,8 
\aslı,slz,a] 115,32 51,2174.7 102,71135,11172,1213,5 
 ERAE 2|103,2]135,7|172,7]214,3 


N ei Se ‚1156,3173,4215,0 

18,1/33,0|52.3/76,0 136,9|174,01215,7 
Be s|18.3139.3152 3|33, an ' 137.5) 
en 54]1,88-0|18, 5[33, ee .0176,9 103. ‚2|138, 01175, 48172 

13,7:33.8|53,4,77.3]105.8138,6[176.0 217,9 
Be Aa ol3a. 1153,7177. ‚81106. 31139. 2|176.7]218,7 
‚157]2,0 = 19,2|34.4]54,1|78. ‚2]106,8]139, Sb ‚4]219,4 
\ssla, ıl8 19.4134.7154,578,6|107.3|140,a|178,01220, ı 
er 19 6135.0154,8]79, 11107,8|141,0 178.7]220,9 
6012,2|8,8|19.8[35.3[55,2179,51108,3114 108,3|141. 6 179.3 221.6 


(EEE TEE (2 BEL Par Ben EEE SL SE a TE EL ET EEE EEE) ESTER in Un BIER ET 


104,2 


EEE TER ET EEE 


Tafel II. 


Log sinz + = — Corr. = Logarcz 
Winkel Winkel | Corr. 


'0,00000,5 


8050’ 9” 


0,6 

91240 | 0,7 

9 32 43 0,8 

9 50 50 0,9 

k 24 1 10 73 1,0 
8 50 10 22 43 


100007 — 20 46’ 40” 
20000” — 5° 33’ 20" 
300007 — 8° 20’ 


Die Umwandlung der Secunden bis 10,000” 
befindet sich bei den Logarithmen der Zahlen. 


a er a N ee, SE a EN 
} “ M 5 3 rk Bi Wan! he teht Kal“ 4 a $ Pr NL "8 #7 1 
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xVE 


Ueber die Beurtheilung der Wurzeln einer vorgeleg- 
ten cubischen Gleichung. 


‚ (Zweite Abtheilung, als Fortsetzung der Abhandlung Nr. VI. in Thl. XLL S. 68.) 
Von 


Herrn Ferdinand Kerz, 


, Major in dem Grossherzogl]. Hessischen Gendarmerie-Corps in Darmstadt. 


41. 


Wir können nach der ersten Abtheilung dieser Abhandlung 
alle Gleichungen von der Form 


0=arbytey’+y?, 


für welche also die Coefficienten der Glieder zum Theil auch nega- 
tiv oder Null sein können, in zwei Hauptklassen abtheilen; näm- 
lich in solche, für welche das Verhältniss der Coefficienten der 
ersten und zweiten Potenz der Unbekannten, 5 und c, die Mög- 
lichkeit nur einer reellen Wurzel gestattet, was für 


ce? < 35 


stets der Fall ist, und in solche, für welche dieses Verhältniss 
‘ die Möglichkeit dreier. reellen Wurzeln zulässt, d.h. für welche 
die Bedingung 


| c?> 3b 
stattfindet. 


Da für die Bedingung c?< 36, 5 nicht negativ sein kann, so 
gehören zu dieser Kategorie folgende vier verschiedene Formen: 


Theil XLL. 9 


N a nl N ge re eh 
x BEE NT PERL 2 on 
PR NEE 

Ä IA 

J u 


ji nu" 
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0= +a+by+ cy?-+y? 


- ++ + 

++ - + 

- + + 
22. 


Befreit man jede dieser Gleichungen von dem Gliede cy?, 
indem man 


Ta 
t3+® 
für y schreibt, so ergiebt sich: 


be 72.06.68 — +. 
) 0=[tHarzt, it 274) .2].2 + 2°, 
A 


aus welcher Darstellung hervorgeht, dass B stets potitiv ist. Er- 
innern wir uns nun der cardanischen Formel 


2) 


NEN NND 


so überzeugen wir uns leicht, dass für einen positiven Werth von 
B die Quadratwurzelgrösse dieser Formel stets reell, und dass 
daher die cardanische Formel zur Auflösung derjenigen cubischen 
Gleichungen, für welche das Quadrat des Coefficienten der zwei- 
ten Potenz der Unbekannter kleiner ist wie der dreifache Coefli- 
cient der ersten Potenz der Unbekannten, praktisch brauchbar sei. 


Indem wir uns vorbehalten, auf diese Klasse von Gleichun- 
gen zurückzukommen, wollen wir wieder die Bedingung c?> 35 
unterstellen. 


43. 
Anstatt der Gleichung 
1) 0= +a+by+ey?+y? 
können wir schreiben: 


2) 0= +27a +9 (3Y) + 3c (3y)?+ (3y)°. 


Findet hierfür die Bedingung [17. Ag] statt, ist nämlich: 


en A 
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3) 97a = 3be— 2 —3b)(c+V  — 3b), 
so ist: 
Bern RE: (3y)—=—cH2N e—3b, [17. B.7)] 
und folglich 
5) +cF2N ®—36-+(3y) 


ein genauer Faktor der Gleichung 2). 
Findet aber für Gleichung 2) die Bedingungsungleichung 


=17. A: eh statt, ist nämlich: 


6) 27a S 3be—2(e— Sb) (c4 N 2-36), 
und setzen wir: 

7) a=qFr, 
indem wir q so wählen, dass 

8) 74 = 3be —(e?—3b) (HN c*—3b) 


ist, (in welchem Falle also auch r eine bekannte Grösse ausdrückt), 
so sei: 


9 (y) = —c+2N e?—3b+p, 


in welchem Ausdruck p eine noch zu bestimmende Grösse be- 
zeichnet. 


In diesem Falle muss 
10) +cF2V @ — 3b —p+ (3) 


ein genauer Faktor der Gleichung 2) sein. 


44. 


Wenn wir nun die Gleichung [43. 2)] in Bezug auf den hypo- 
thetischen Faktor [43. 10)] zerlegen, so ergiebt sich, indem wir 
nach fallenden Potenzen ordnen: 


1) 
0 = (3y)? +3c (3y)? +95 (3y) + 27a 


—@y)3 4 [cF2V E—3—p] By)? +12c+2V @—364 »l@y? 
+11 22 FuN E35 — (c+4N ?—30).p—p?]8y) 
+[202 —35 +. V @ — 3 + (c+4NV @®—36).p+Pp?]@y) 
+[3b0—Ac®—36) (AN a3) 9 (02-36). pF6V O3. p?—p*. 


a oe a 
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Da nun nach [43.6)—8)] 


” er (Fr) FERN : } 
—=[3be—2(c?— 35) (c+HN c?—30)— 9 (c?—3b) .pF6 NV e-3b.p?-p3 


sein muss, so folgt, im Hinblicke auf [43. 8)], alsbald: 


3) 27 Fr) =—9e?—3).pF6N @—.p2—p> 
oder 
4) 
27 Fr er 2 B Pu BR kn 
Te-3217 1m a Fr ee ai FR - zo 
Setzen wir: 
R 27r 
d) (e 35): =;R; 
6) p=P. (c2— 5b), 
so folgt: 
45. 
l) FR=—yPF6P?— P3, 
In gleicher Weise folgt‘, wenn 
9) 702 306. —2(®— 3b) (cEVE®—3) [17.4.9] 
ist, und wenn man: 
») a=gF+r 
setzt, 
4) +R=—9PF6P?— Pp3. 


Wenn » negativ ist, so erhalten auch die ungeraden Potenzen 
von P das entgegengesetzte Vorzeichen und es ergeben sich so- 
mit acht Fälle der verschiedenen Zeichenwechsel für die Glei- 
chungen I) und 4). 


5) Es lässt sich indessen leicht nachweisen, dass sich diese 
acht Fälle auf folgende zwei Hauptfälle zurückführen lassen: 
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I. + R=+9P-6P2 + P3, 
„IRer + R= +9P+6P2 + Ps, 


sowie, dass der Gleichung I. drei reelle, der Gleichung II. aber 
eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln entsprechen. 


46. 


Wären wir im Stande, diese beiden Gleichungen, für welche 
das Quadrat des Coefficienten der zweiten Potenz der Unbekann- 
ten gleich ist dem vierfachen Coefficienten der ersten Potenz der 
Unbekannten, nämlich 6°?=4.9, allgemein aufzulösen, so liesse 
sich » und somit auch y allgemein bestimmen. 


Da diese Gleichungen indessen nur zwei veränderliche Grössen, 
R und P, enthalten, welche von einander abhängen, so können 
sie uns zur Bildung von Tabellen dienen, welche für auf einander 
folgende Werthe von & die zugehörigen Werthe von P angeben, 
und welche daher für Werthe von R, welche in ihnen nicht genau 
enthalten sind, annähernde Werthe von P, und somit auch von 
p und , in Zahlenfällen liefern. 


Wir haben nach ihnen solche Tabellen nachstehend entwor- 
fen, welche selbstredend einer grossen Erweiterung fähig sind. 


Ehe wir jedoch von denselben Gebrauch machen, wollen wir 
die bisher gefundenen Resultate auch auf die verschiedenen mög- 
lichen Vorzeichen der allgemein gegebenen eubischen Gleichung 
anwenden und zusammenstellen. Hierbei wollen wir der Kürze 
wegen den Werth von g [43.8.], wenn für ihn das obere Vor- 
zeichen der Wurzelgrösse gültig ist, mit g+ und, wenn für ihn 
das untere Vorzeichen gültig ist, mit 9_ bezeichnen. 
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Zusammenstellung der verschiedenen Fälle, welche 

sich zur annähernden Bestimmung der reellen Wurzeln 

einer vorgelegten ceubischen Gleichung O=a+by+cy?+y°, 
c?>3b vorausgesetzt, ergeben. 


47. 


0 asby Flyer y?. c?<4b. 
+279=3be —2(c?— 3b) (c+N ce? — 3b). 


))|a<gt | gt—a=r| Tab. I. | By) =—c+2N 2 —3b +p 


2)la>gt |a—gdt=r| „I u ei 
2) a< g9- | 9-I—T ER) I. ' + 
)|a>g- la—g-=r| „ll ah: eu 

48. 
0=Fa+by+cy?+y°. c?> 4b, für +a. 


F279=3be—2(e?—3b)(c+N c? — 3b). er 4b, für—a. 


nD|!-a<+tgt| atgt=r| Tab. I. | &y)=—c+2V @-35+p 


2)| —a>—gt|igt-a=er| „ 1 Ar 2 

3) | +a<+tg-| g-—-a=r 7 _— — + 

| t+a>+g9-|a—g-=r | „ I| a Ri 
49. 


0=Fa—by+ey?+y°- 

F7g9=—3be—%(c? +36) (cH NV c?+36). 
1 | -a<—g+| a—gt=r| Tab. I. | Sy)=—c+2V ErF3b+p 
2) —a>—-ot|gt—amr a, — + BEN 
3) | ta<tg-|g-—a=r| „ I rn + 
)|+ta>+g-la-yg.=r| „ IL _ - 
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50. 


a a 
=—a+by— ey? +Y°. c?<4b. ) 
—279=— 3be +2 (2 — 3b) (c HN @—3b). 


rn EEE 
1) l|_a>—gt| gt-a=r| Tab. II. | By)=+c—2N 3b —p 


2) —ax—gt a—qgt=r 2 1" -} a2 An 

3) l—a>—g-|g-—a=| „ 1 + + aid 

| —a<—-g-|a—g-=r| „N Kg? + 
51. 


Er 


0=+ta+by—- ey? +y. c?>4b, für —a. 


+279=—3bc +2 (c?— 3b) (e+N @&—3b). 2 Z4b, für +a. 


100 a et DER RER 
1) | +u> Ft] a+gt=r | Tab. 1. Gy)=+c—2N 2 —3b—p 


2)|ta<tgt|gt—a=r| „1 7 + 

3)|—a>—g-|g--aı=r, „ I ++ — 

M)l—a<—g-|a-g-=r| „ I. + + + 
52. 


en a en en 


Bra Teyrrye. 
+279= +3bc + 2(0?+ 36) (c+ NV c?+ 3b). 


EN EN nat, PN 
1) |+a> +gt|a—-gt=r| Tab. I. |y)=+c—2N +36 —p 


2D)Ita<tgt|i gt—amr „|. + — + 
3) I —a>—g-|g-—a=r| „ I + + | Ye 
a)|—a<—g-|a-g-=r| „ I| + + + 
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Tabelle I. 


pP R ı D=0,00 | p .|2=00. |. 2 en R D—0,00 


0.000 0,000000000 0,030 0.264627 

0,001 \0,008994001 wat: 0.031 0,273263791 
0.002 |0,017976008 0.032 0,281888768 
0.003 |0,026946027| 700 | 0,033 0,290501937 
0.004 |0,035904064| > | 0,031 |0,299103304 
0,005 \0,044850125) Pl | 1035 ,307692875 
0.006 |0,053784216 ie 0.036 |0,316270656 
0.007 |0,062706343 0.037 |0.324836653 
0.008 0,071616512 Be 0.038 \0,333390872 
0.009 |0,080514729 0.039 0,341933319 
0,010 ,osgaoı | 63 | (040 \0,350464 

0,011 o,0osarssgı| 7 | 0,011 0,358982921 
0.012 lo,uorızzras| O6 | 0,042 \0,367490088 
0.013 ,rısgssigr) SW | 0.013 |0,375985507 
0,014 |0,124826744) > | 0,041 |0,334469184 
0.015 10,133653375| 6 | 0,045 0392911125 
0,016 |0,142468096| 47 | 0,046 |0,401401336 
0,017 b,15ı2zogis| 8 | Hoır |0,409849823 
0,018 o,ısoosısga| 7909 | 0.018 |0,218286592 
0,019 \0,16ssaossg| 7790 | 0,049 |0,426711649 
0,020 o,ızr0os | FL | 5050 (0,435125 

0,021 0,186363261| 7° | 0,051. |0,443526651 
0,022 0,195106648| 7 | 0,052 =E 
0,023 \0,203835167 | 713 | 0,053 |D,460294877 
0,024 |0,212557824| 17 | 0,054 |0,469661464 
0,025 0921265635, 778 | 0,055 |0,477016375 
0,026 |o,229961576| 269 | 0,056 |0,485359616 


0,027 \o,238645653) OS | 0,057 |0,493691193 
86723 


0,025 10,247517952 Sect 0,055 10,502011112 
0,029 |[0,255978389 0,059 10,510319579 


0,0350  |0,264627 Sein 0,660  |0,518616 
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Tabelle I. 
pP R | D=0,00 | P | R | D=000 
0,060 10,518616 0,090 [0.762129 
0.061 lo,526900981 | 0 | 0,091 lo,rzooersrı) 79786 
0.062 |0,535174328 a 0.092 |0,777994688 Ad, 
0,063 I0,513436047| 0,093 |0,785910357 
82501 79042 
0,064 05516861 5, | 0094 D7OBSLaBa| I. 
0,065 |0,559924625 0,095 |0,801707375 
0,066 |0,568151496| “| 0,096 \o,sogsserse| 78814 
0.067 10.576366763 |: 9 | 0,097 lo,sırasserz | 78700 
0,088 lo,5sa570432| 2077 | 0,098 lo,s253ırıga| 78585 
0.069 \o,sa2r6a500| 71 | 0,099 lo,sssısaagg) 78471 
0.070 o.coogas | 1 | 0,100 Jo,8aı 78357 
0,071 sogiuigin) 19 | 0,101 \0,s18824301 | 78243 
0,072 o,sıza6gaas| 1977 | 0,102 lo,sscegraos, 78129 
0,073 10,625415017| °1°°° | 0,103 [o,s6443gra7, 78015 
0,074 \0,633549294| 1942 | 0,104 lo,sr22assgı | 77901 
0,075 losarsrısrs) 16 | 0,105 |0,8s0007635| 77788 
0.076 l0,649782976 | HL OH 106 lo,ssrrrsoig| 77674 
0,077 \o6orssass| | 0,107 lo,sgssgioas| 77960 
0.078 \o,665grusse | PO | o,10s lo,9osarsrıa| 77447 
0.079 \o.sravaroso| 7 | 0,109 \o.9ıroogoag| 77333 
0,080 lo,682112 80559 | H,110 \o.aısraı za 
0,081 |0,690165441 Be 0,111 |0,926441631 er 
0,082 \0,698207368 0,112 \0,934140928 
0,083 \orosagzzez| DO | o113 lo,aaısassgr | 76880 
0,084 |0,714256704 ne 0,114 |0.,949505544 ZuR 
0,085 |0,722264135 0,115 |0,957170875| | 
0,086 |0,730260056 | > | 0,116 \0.964824896, 76840 
0.087 o,r3s21a503| | 0,117 lo.or2auzeız) 76427 
0,088 orasaızara) SO | o,1ıs lo,9sooagog2| 76314 
0,089 0,z5arrsgeg| "OP | o 119 lo,osrzıgızg) 76201 
0,090 o,z6nag | U 0,120 lo,gusgas |; 76088 
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Tabelle R. 

pP ee D==0, oo | P R D=0,00 
0,120 - "0.120 lo0328 | .. 100 Bir | 
0,125 1033203135) 79 | 031 22agıgı | 9,0562 
0,130 I1ororgz | | 032 Taaoszeg | 90552 
0,135 Iı,1osinogzs| 74927 | 0,33 ja,a5a5g7 | 90542 
0,140 Inıasıaa | 74067 | 0,34 I2,405704 | 90832 
0,145 |ı,1sıs9seas) 70 | 0,35 2457875 | 99922 
0.150 Inaıssrs | 79% | 0,36 \2,50s0s6 | 90512 
0.155 I1as4573875| 77 | 0,37 \a,sugg5g | 90902 
0.160 Ina90a96 | 8 | 0,38 la,cogıra | 90492 
0.165 l1,3261a2125| 7192 | 0,39 la,65erıg | 99482 
0.170 1361813 | 70742 | 040 2,704 0,0473 
0.175 l1,396609375) 793 | oaı 12,750321 463 
0,180 I1asıaza | 6S| (aa |2,795688 454 
0.185 I1,a65gsıoas| POP os as | #4 
0.190 |1,500259 iR 0,14 |2,833584 ii 
0,195 |1,534264875 0.45 2,926125 
0.200 1,568 67470 | J46 [2,967736 416 
0.205 I1,c01assıas! EMO | Jar |3,008423 407 
0.210 Ins3accı | 09992 | 0,48 |3,048192 398 
0.215 l1,667588375]| PP | 1419 |3,087049 389 
0220 I1rooas | PT 050 3,125 379 
0,225 1,732600685| CD | 0,51 |3,162051 370 
0.230 Iı,rearer | 09 | 0,52 |3,198208 362 
0,235 I1,96easgrs, IS | 053 13,233477 353 
024 ns | PO | 054 13,267864 344 
0.25 l1,sgoeas | 00624 | 0,55 |3,301375 335 
026 Inssire | 0,56 13,334016 326 
027 20122: | 90605 | (ur |3,365793 318 
0.28 orısza | 9 | 0,58 |3,396712 309 
0.29 \aıagrsg | 82 | 0,59 |[3,426779 301 
0,30 12,187 1, 90572 | o60 5,4u6 292 


ER = | R 


0,60 
0,61 
0,62 
0,63 
0,64 
0,65 
0,66 
0,67 
0,68 
0,69 
0,70 
0,71 
0,72 
0,73 
0,74 
0,75 
0,76 
0,77 
0,78 
0,79 
0,30 
0,81 
0,82 
0,83 
0,84 
0,85 


0,586 


0,87 
0,88 
0,89 
0,90 
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3,456 
3,484381 
3,511928 
3.538647 
3.564544 
3,559625 
3,613896 
3.637363 
3.660032 
3.681909 
3,703 

3,723311 
3,742848 
3.761617 
3.779624 
3.796875 
3,813376 
3,829133 
3,844152 
3,858439 
3,872 

3,8848411 
3,896968 
3.908387 
3,919104 
3.929125 
3.938456 
3.947103 
3,955072 
3,962369 
3,969 
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Tabelle E. 

D=00 | RP 1% R D=0,00 

0,90 13,969 

281 | 991 |3,974971 |000597 
275 | 92 3,980288 [000832 
nn 0.93 [3.984957 Rn 
2539| 094 3.985984 |9 
251 | 995 |3,992375 000339 
243 | 096 3,995136 000276 
235 | 0,97 13,997973  |00021a 
R, 0.98 [3.998792 ne 
a1 | 0990 13.090090 | 0,0008 
“-" 1 0,991  |3,999756271 27 
“03 | 0,992 \3,999807488 | 005122 
195 | 0,993 ' 3,999852657 | 004517 
188 | ).994 |3,999891754 | 003913 
1" | 0,995. |3,999924575| 003310 
172 | 0,996 3,999951936 | 002706 
165 | 0.997 |3,999972973 | 002104 
158 | 0.998 |3,999987992 | 001502 
N 0,999 |3,999996999 | 000901 
143 | 1000 1a. 
Non? |. 

0,01254 | | 91 13,999701 

Rune eye 0893 

oe 1481 

SEN 1.04  [3,995264 ER 

” | 1,05 13.992625 

00 Innen 3209 

0,00865 | | 97 3.085643 2 

OMA ENG, 1 garana 1331 

0,0730 | 1,09 13,976429 oe 

0,0066 | 110 Isarı 5129 
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Kerz2: 
Tabelle I. 
R | Do. | P 

3,971 1,40 
3.965031 DDR ET 
3.958528 KERUIIGE 40 
3.951497 ll EEK E 
3.943944 D7BO 4 
3,935875 TS 
3.927296 BEBS ING 
3.918213 td KON, 
3.908632 UI HDTNR 
3.898559 ION 1.40 
3,888 10p9 iiso 
3.876961 Kay bahn 
3.865448 AL TR 
3.853467 a 
3.841024 1244 | 54 
sans Honietes 
3,814776 al 
3.800983 aA Fer 
3.786752 a a 
3.772089 1466 | 59 
3,757 ID10 197 60 
3.741491 SENT er 
3.725568 Byte 
3.709237 and I Ken; 
3.692504 a 
3.675375 113 es 
3.657856 1702 I 'eß 
3.639953 1790| er 
3.621672 1923| 1168 
3.603019 1865 | | 69 
3,581 1902 | 170 


| R 
3,084 
3.564621 
3.044885 
3,024807 
3.004384 
3,483625 
3.462556 
3.441123 
3.419392 
3,397349 
9,978 
3.352351 
3.329408 
3.306177 


3,282664 


3.258875 
3.234816 
3.210493 
3,185912 
3,161079 
3,136 
3.110681 
3.085128 
3,059347 
3.033344 
3.007125 
2.980696 
2.954063 
2.927232 
2,900209 
2,873. 


einer vorgelegten cubischen Gleichung. 133 
Tabelle IE. 

iR Rı | D==0,0 P | RB —0,0 
120 2873 2,00 . 
1,71 asaseıı 2739 | 201  |1,970001 en 
1,72 [2,818048 2756 | 902 |1,940008 ie 
173 [2.790317 2773 | 903 |1,910027 a 
174 12.762424 n 2.04 |1,880064 5 
1,75 [8.734375 ago | 208 1850125 RR 
1,26 |2,706176 aa | 206 11820216 Fi 
1,77 |a,677833 2.07 |1,790343 | 
1,73 [2.649352 NN. 208 11,760512 Ar 
1,79  |2,620739 2561 | 909  11,730729 
180 2,592 2874 | 910 1,701 eu» 
1,81 2.563141 2886 | 91 1,6rıa3ı 9 
1,32 |2,534168 nn 9,12 [1,641728 n 
1,83 [2,505087 908 | 913 1,612197 
1,34 [2,475904 2318 | 914 1,589744 1 
1,85 [2.146625 2328 | 916 |1,853376 och 
1,86 |2,417256 2337 | 916 11.524096 > 
1,87 2.387803 2985 | 917 1.494913 28 
1,88 2,358272 2359 | 918 |1,165832 ie 
1.89 |2,328669 2360 | 219 |1,436859 ey“ 
1,90 12,299 2367 | 900 |1.108 es 
191 2.269971 2973 | 991  1,370261 he 
1,92 2.239488 2378| 999 1350648 Hack 
1,93 2.209657 2383 | 993 |1,322167 2348 
1.94 |2,179784 2387 | 994 |1,293824 2934 
1,95  [2,149875 2391 | 995 I1auseas | 2920 
1,96 |2,119936 2394 | 996 . 1.237876 2805 
1,97 |2,089973 286 | 997 [1.209683 N 
1,98 [2,059992 en 228 |1,181952 IK 
1,99 |2,029999 9 | 209 1.151389 
Bo I, 3000 | 230 I 1or 2739 


4 


Br 
# 
Aa 


134 Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 
Tabelle I. 

.. R | x [2eofwer| = os D=0, | | D=0,000 
2,50 [1,127 BETT FT es 
231 |1,099791 20, | 2,61 306981 vi 
232  11,072768 962 joBr8s | 
9,33 |1,048937 En 2,63 10,360047 Da 
234 |1,019304 ng | 264 0Sa2ıaa er. 
235 0,992875 ao | 265 0,924625 a 
236  |0,966656 2,66 \0,307496 
2.37 10,940653 2600 | 967 10.290763 1873 
238 \0,914872 er 2.68  \0,274432 1 
2,39 10,889319 aua5 | 269 0258509 ER 
240 10,864 270 03 0% 

941  |0,838921 ne 271  |0,227911 Pa 
942 |0,814088 972 loaıs218  |9 
243 [0.789507 2458 | 973 |o,ıgooız. ; | 01423 
9,44 |0,765184 2432 | 974 o.1ssaga 001379 
245  10,741135 6 | 75 \orıgza. «| 01325 
2.46 |0,717336 2389 | 976 10.158976 Ka 
247 \0,693823 abe 9,77  |0,146533 nee 
248 |0,670592 ang | 278 n1sassa | 
2.49 |0,647649 2,79 0.123039. [0115 
9265 0,01104 
2,50 10,625 3995 | 29° ou2 Rs 
9.51  |0,602651 200, | 281 oronaaı |, 
252 |0,580608 | 22 ones | se 
0,53 |0,558877 zu | 288 nosızez | con 
9,51 |0,537464 zug | 284 Dozar0a Inne 
2,55 |0,516375 go | 25 Ir 
2,56 [0.495616 S09 | 286 \onssose | nn. 
2.57 10.475193 1 9,87 [0.048503 BES 
9,58  |[0,455112 2008 | 935 Io,oaar2  |000703 
2,59 |0,435379 1973 | 959  |o,ogansg  |900650 
260 10,416 1958 | 9 900 o,020000 | 900597 


einer vorgelegten cubischen Gleichung. 


135 


Tabelle I. 
P R | 2=0,000 | P | AIR D—0,000 
2,900 |0,029000 3.050 |0,007625 
2,905 [0.026217625| 64 | 3.055 |0,009241375| 227 
2,910 |0,023571 Pl 3060. 0,01loram... Darz 
2,915 o,021060875 | 0202 | 3.065 |0,012949625 | 30072 
2,920 |0,018688 #457 | 3.070 |0.015043 41867 
2,925 |0,016453125 a 3,075 |0,017296875 pe 
2,930 |0,014357 Soja | 3,080 0.019712 Bi 
2,935 |0,012400375 °- | 3,085 [0,022289125 
2,940 |0,010584 ai 3,090 |0,025029 En 
2,945 |0,008908625 | " 3,095 |0,027932375 
2,950 |0,007375 80672 | 310 10.081 61352 
2,955 |[0,005983875 3.11 [0.037631 RR 
2,960 |0,004736 zoom | 32 mass 2. 
2,965 \0,003632125 313 lo,0sasgr !9 
2,970 |0,002673 a 3.14  |0,061544 N 
2,975 \0,001859375 315 [0,070875 |9 
2,980 |0,001192 13347 | 316 [0.080896 001002 
2,985 o,0ooerıeas, 1 I 317 looısız [901072 
2,990 o,ooo2oo | | 3,18 Jo,103032 001142 
2,905 |o,00007a875, "| 3,19 jo,11s1s0 901213 
3,000 |0. 3,20 0,128 0,01284 
3,005 |0,000075125 321 o,1a1s6ı 901356 
3,010 |0,00030i | 399 Ao,ıssgag [0901429 
3.015 0,oooere3z5| 4 | 323 fo,ıroser 901502 
3,020 |0,001208 10592 | 394 loısooas 901576 
3,025 \o,ooısooea5 | 170? | 355 loaosı2s 901650 
3.030 |0,002727 162 | 396 (0920376 901725 
3,035 oogrızerzs| IT | 397 loasszgg  |001800 
3,040 10004864. | 9" | 3,98 loasrıs2 [001877 
3,045 \0,006166125 | "00% | 3599 Inoreuge 901954 
3,050 0.007625 | 177 | 330  lo,297 aaizl 
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Kerz: ‚Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 


Tabelle I. 

P R | D=0.0 nl R D=0,0 
3,30 [0,297 3.60 1,296 
331 \0,318091 2109 | 361 1.343281 wh 
3,32 |0,339968 2188 | 362 |1,391528 ku 
3.33 |0,362637 EN. 3.63  11,440747 La 
3.34 |0,386104 7 | 364 |1,490944 
3.35 [0.410375 2427 | 365 |1,542125 ar 
336 [0.435456 2508 | 366  |1,594296 al 
3,37 \0,461353 0 | 367 1,647463 Re 
3.38 |0,488072 2672 | 368 [1,701632 a 
339 0515619 | 2/9 | 369 )1,756809 Batr 
340 10,544 2298 11370. ISIS iron 
341 |0,573221 | 371 |1,870211 Re: 
342 |0,603288 3,72 |1,928448 
3.43 |0,634207 9092 | 373  |1,987717 FR 
3,44 \0,665984 SIE | 374 12.048024 uugale 
3.45 |0,698625 3265 | 375 12.109375 un 
3.46 |0,732136 SL 376 2.171776 len 
3.47 |0,766523 3489 | 377 12.235233 rn 
348 |0,801792 9927 | 3,78 12.209752 ah 
3,49 |0,837949 3616 | 3,79 12.365339 at 
3,50 10,875 x 3.80 12,432 2 
3.51 \0,912951 381  |2,499741 
3,52 |0,951808 3586 | 3.82 |2,568568 ins 
3,53 |0,991577 3 | 383 |2.638487 a 
3,54 |1,032264 4069 | 384  12,700504 ha 
3,55 11,073875 Hol | 385 (2.781625 Tre 
3,56 11,116416 4254 | 356 2.854856 Mr 
3,57 11.159893 4348 | 387 |2.929203 Zu 
358 11.204312 #442 | 388 13.004672 sl 
3,59 [1.249679 #537 | 3,89 3.081269 TEN 
3,60 1.296 4052 | 3,00 [3.159 le 
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Tabelle I. 
ans 
T.- | R | D=0,0 | RB | R D=0,0 
3,90 | 3,159 SS 3.95 | 3,564875 Di, 
391 | 3.237871 3,906 | 3640836 | cn, 
3,2 | aB17a88 | 3,97 | 3,735878 | 00, 
393 | 3.399057 | HT | 3,98 | 3,822392 a 
394 | 3.481384 Et 3.99 | 3.910599 Kr 
3,95 | 3,564875 | 4,00 | 4,000000 | 


Anhang zu Tabelle I. 


1.29 0,00006 0,01 0,01 0,001 0,0008 1 9, 
2... 8 00010 01 02 001 00042. 8 
Sr 00014 02 03 002 00143. 7 
4.5. 6. 00016 03 04 002 00114. 5. 6 
0,0500 — 10,961 — J 1,04| + f1,60| + # 2,30) — 
142°:9 0,00006 0,01 0,01 0,001 0,0011 9 
2.8 00010 02 0] 001 001f2. 8. 
Ber, 00015 03 02 001 00143 7 
4. 5.6 00017 04 03 002 0014. 5. 6 
0,070 — #1 0,97] — # 1,065) + 11,701) + [23,601 — 
1:3 0,00006 0,02 0,01 0,001 0,001 41 9. 
BR 00011 03 01 00] 001]2. 8. 
3-7 00015 04 01 001 00253. 7. 
4.5.6 00018 05 02 00) 0038 | 4. 5. 6. 
0,120| — 0,98} — J 1,10] + [1,80 + 1 23,70) — 
1a0.,9 0,003 0,03 0,01 0,0002 0,002] 1 g, 
2.078 004 05 01 0003 00852. 8. 
Beer ads 004 06 ol 0004 00413. 7. 
4. 5.6 0083 08 01 0004 005 14. 5. 6 
0,24| — J0,990| — | 1,20° + [1,90) + 1 23,80) — 
u. 0,00 0,00 0,002 0,0001 0,0081 9. 
8 00 00 004 0002 00J2. 8. 
BuiN.:7, 00 00 005 0003 ANSTNTT, 
4, 5.6. 0010,999| 00 006 0003 01J4. 5. 6. 
0,80) — 1,01) + f 1,300) + ],00| — 1,900) — 
3.4.9, 0,00 0,03 0,002 0,0001 0,002 | 1 9 
8 00 05 003 0001 00812. 8 
PA | 01 07 004 0002 008413. 7 
4.5.6 01 09 004 0002 002 $4. 5. 6 
0,90 — 1,02) + f 1,400 + 12,10) — 12,930) — 
1.249; 0,01 0,02 0,001 0,0001 0,0024 1 g, 
DISTE 01 04 001 0002 00412. 8. 
BT 01 06 002 0003 00413. 7. 
4. 5.6 02 07 003 0004 002 14. 5. 6. 


0,95 1,03 1,50 2,20 2,940 
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a|e|jojr|e]r|e]r | ec] » 


"Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 


2,980 


2,995 
3,005 


Pr REN N NE 
SH, $ Be Be T 
et 


Fr 


Anhang zu Tabelle I. 


3,0201 + 
0,01 


3,090| + 


0,002 


G Q 
340 | + | 
0,001 fl. 9. 
oo. 8. 
oo8 $. 7. 
004 1A. 5. 6. 
350) + | 
0,001 fl. 9. 
oıP$. 8. 
oo. 7 
003 1A. 5. 6. 
3,80) + 
0,001 fl. 9. 
oo. 8. 
ol. 7. 
002 14. 5. 6. 
4. 
9, 
2. 8 
327: 
4.5. 6. 


2 a u Te: A en Ze LEE ZT er, Fe Fe Dr DE = 
BY er a “f EI r EETEN a7. ge; TREE a a 9 c 
TR U Fe 
he Rep % 
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54. 
Tabelle HH. 


P R | D0,00 P | R D=0,00 
Em Een Ca TEE 63. AASEIEETEFENNACLTTTERECETEENLN TREDEEE EEE EEE EEBEHEEEHEREST? 5 EERELREDNEE NEST EEENEEREESETLENENEREREPNEERERSEEREC VEESBEERTIEEINEBERRETNEEREBSEENE SEI. =Tesen 


0,000 |0,900000000 0,030 |0,275427 
0,001 10,009006001 0,031 : 1284795791) 990 
0,002 |0,018024008 0,032 |0,291176768 Sn 
0,003. \0,027054027 0,033 |0,303569937 2 
0,004 0,036096064 0,034 10,912975304| 0” 
0,005 \0,045150125 0,035 |10,922392875 HEN 
0,006 |,054216216 0,036 |0,331822656 | 
0,007 10,063294343 I | 0,037 321964653) 9° 
0,008 |0,072384512 0,038 l0,350r18372| 
0,009 |0,081486729 0,039 \o,s6o1sigıg| >00 
0,010 |0,090601 3] 0,010 losen | 9 
0,011 ‚0,099727331 0,011 879154921 | > 
..| 9ı381 es EE 
0,012 |0,108865728 0,042 |0,338658088 
91505 95154 


Ne) 
us 
N 
(op) 
I) 


0,013 /0,118016197 0,043. |0,398173507 
95277 


ei 91625 
0,014 |0,127178744 0,044 |0,407701184 

95400 
95522 


0,015 \0,136353375| °1770 | 0,045 ,arraaıı2s 
95645 
95768 


0.016 0145540096 | >07 | 0,046 |0,426793336 
0.017 0,151738913 0.017 |0,436357823 
0,018 10,163049832) ,,,, | 0048 [0145934592] ron, 
0,019 0,173172859| "| 0,049 |0,455523649 
0,020 0.182408 Hy 0.050 |0,465125 Für 
0,021 0,191655361| —,.., | 0.051 [0474788651 | 
0,022 0,200914648| ©, „| 0.052 1484364608] —..., 
0,023 10,210186167 | 0,053  |0,494002877 x 
0,022 oa19acoe2u| > | 0,051 lo,50sessasa) 0906 
0.025 10.228765625| > | 0,055 [0,513316375 a 
0.026 023sor3sr6l 79 | 0,056 lo,s229916ı6| 
0,027 D247393683| | 0,057 |0,532679193 
0.028 \0.256725952| > | 0,058 \0,543379112 
0.029 0,266070389| | 0,059 |0,552091379 


96876 
97000 
97123 


95566 97246 


0,030 10,275427 .| 0,060 |0,561816 
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0,074 
0,075 
0,076 
0.077 
0,078 
0,079 
0,080 
0,081 
0,082 
0.083 
0.054 
0,085 
0,086 
0,087 
0,088 
0,089 
0,090 


Kerz: 


R 


0,561816 
0,571852981 
0,581502325 
0,591064047 
0.600838 144 
0,610624625 
0,6204235496 
0,630234763 
0,640058432 
0,649891509 
,659745 
0,6696059 11 
0,679477248 
0,689363017 
0,699261224 
0,709171875 
0,719094976 
0,729030533 
0,733978552 
0,748939039 
0,758912 
„168897441 
0.778895368 
0,788905787 
0,798928701 


| 
j 


0819012056 


0,820072503 
0.839145472 
10.849230969 
0,559329 


Tabelle 2E. 


D=:0,00 


97370 
97495 
97617 
97741 
97865 
97989 
95113 
93237 
95361 


99450 

99605 

99730 
099854 
099979 
100101 
100229 
100554 
100479 
100604 
100730 
100855 
100950 


P 


0,090 
0,091 
0,092 
0,093 
0,094 
0,095 
0,096 
0,997 
0,093 
0,099 
0.100 
0,101 
0.102 
0,105 
0,104 
0,105 
0.106 
0,107 
0.108 
0,109 
0,110 
0,111 
0,112 
0,115 
v,114 
0,115 
0.116 
0.117 
0,115 
0,119 
0,120 


| 


Veber die Beurtheilung der Wurzeln 


R 


0,859329 
0,8691439571 
0,879562688 
0.859698557 
0,599546584 
0,910007375 
0,920180756 
0.,930366673 
0.940565192 
0,950776299 
0,961 
0,971236301 
0,981485208 
0.991746727 
1,002020864 
1,.012307625 
1.022607016 
1.032919043 
1,045243712 
1,053581029 
1.063931 
1.074293631 
1,084665928 
1,095056897 
1.105457544 
1,115870875 
1,126296896 
1,.136785618 
1,147187032 
1,157651159 
1.168125 


101106 
101251 

101357 
101482 
101605 
101754 
101860 
101985 
102111 
ar 
1025 
8 
102615 
102741 
102868 
102994 
103120 
105247 
103373 
103500 
103626 
103753 
103880 
104006 
104155 
104260 
104557 
104514 
104641 


| 104768 


1.2. 1]2=e0] De D=0,0 \ 


P 


0,120 
018 
0,130 
0,135 
0,140 
0,145 
0,150 
0,155 
0,160 
0,165 
0,170 
0,175 
0,180 
0,185 
0,190 
0,195 
0,200 
0,205 
0.210 
0.215 
0,220 
0,225 
0,230 
0,235 
0,24 
0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 
0,30 


rd "8 Ta AS > ya Se 
D e .. .. z 


einer vorgelegten cubischen Gleichung. 


| 

1,168128 
1,220703 
1,273597 
1,326810 
1,380344 
1.434198 
1,488375 
1,542873 
1.597696 
1,652812 
1,708313 
1,764109 
1,820232 

1,876681 
1,933459 
1.990564 
2,048000 
2.108765 
2,163861 


‚310140 
‚399567 
‚459327 
‚519424 
2.640625 
2.763176 
2,887083 
3.012352 
3,138989 
3,267 


Tabelle EI. 


1052 
1058 
1064 
1071 
1080 
1033 
1090 
1096 
1103 
1109 
1116 
1122 
1129 
1136 
1142 
1149 
1155 
1162 
1169 
1175 
1182 
1189 
1195 
1202 
0,1212 
0,1225 
0,1239 
0,1253 
0,1266 
0,1280 


141 
ee ner 
3.967 ES 
3.396391 | 91294 
3.527108. 27 "late 
3.659337 | 91922 
3792904 | 91336 
3,9397875 | 91350 
a,064256 |; 91364 
4.202053 | 91328 
14,341272 | 91992 
4,48igig | 1406 
el 0,1421 
14.767521 Bear 
4,912488 Er 
5.058907 

5,206784 1479 
5,356125 1493 
5,506936 108 
5.009233. 1, 21% 
5.812992 1538 
5.968249 1559 
aa, 1507 
6283 | 152 
6,143008 | 1598 
6,6047 | 1818 
6,702002...,, 
6,931375:. |.» 1929 
7.097216 1658 
7.264593 1672 
7.433012 | nn 
7.603979 

I 1720 
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Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln | 


R 
7,776 
7.949581 
8.124728 
8.301447 
8.479744 
8.659625 
3,841096 
9,024163 
'9,208832 
9,395109 
9,583 
9.772511 
9.963648 

10,156417 
10.350524 
10,546875 
10,744576 
10,943933 
11,144952 
11.347639 
11,552 
111,758041 
11,965768 
12,175187 
12.386304 
12.599125 
12,813656 
13,029903 
13,247872 
13.467569 
13,689 


Tabelle EF. 
2=| r | 2» [oe 
‚1 0,90 113,689 
1786 | 091 ısgraızı | 22 
Sl | )92 114,137088 2249 
1767 | 0,93 14,363757 2267 
1783 | 0,94 14,592184 2284 
1799 | 095 14,822375 2302 
1815 | 0.96 15,054336 2520 
Si 0,97  |15,288073 2338 
In 0,93 115,523592 2355 
Sr 0,99  .15,760899 2373 
18 1,00 16. 2391 
1895 | 101 |16,240901 2409 
hr 1,02  |16,483608 2427 
I 1.03  |16,728127 2445 
1944 | 104 16.974464 2163 
en 1.05  |17,222625 2482 
nt 1.06  17,472616 2500 
Ki 1,07 |17,724443 DR 
gg, | }08 17.978112 A! | 
ag, | 709 18233629 ee 
ggg | 10 - [18,491 ne 
377 | PR 118,780281 | 
5094 | 112 [19,011328 N 
zı] | 113 |19,274297 | 
zjgg| IA 19539144 | 
gj45 | 115 |19,805875 a | 
1.16  120,074496 I 
2162 | 17 20,401 | 2705 | 
ISO | ]1s 120,617432 2721 
17 | 219 jo,sgızug | 274357 
214 | 1,90 ja1ı68 ° 70 


21,168 

21.446161 
21.726248 
22.008267 
22.292224 
22.578125 
22,865976 
25, 155783 
23.447552 
23,741289 
24,037 

24.394691 
24,634368 
24.936037 
25.239704 
25.545375 
25.853056 
26,162753 
26,474472 
26,788219 
27,104 

27.421821 
27,741688 
28.063607 
28,387584 
28,713625 


.129,041736 


29,371923 
29,704192 
30,038549 
130,375 


- 


Tabelle IE. 


2782 
2501 
2320 
2840 
2859 
2879 
2895 
2918 
2937 
2957 
2977 
2997 

8017 
8057 
8057 
8077 
8097 
3117 
3157 
8158 
3178 
199 
3219 
3240 
3260 
9281 
3902 
3329 
3944 
336D 


1,50 
1,51 
1,52 
1,53 
1,54 
1,55 
1,56 
1,57 
1,55 
1,59 
1,60 
1,61 
1,62 
1,65 
1,64 
1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 
1.70 
1,71 
1,72 
1,73 
1,74 
1,75 
1,76 
77% 
1,78 
1,79 
1,50 
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30, 713551 
31,054208 
31,396977 
31.741864 
32.088875 
32,138016 
32,789293 
33,142712 
33,498279 
33,856 

34.215881 
34.577928 
34.942147 
35,308544 
35,677125 
36,047896 
36.420863 
36,796032 
37,173409 
137,553 

37,934811 
38,318848 
38,705117 
39,093624 
39,484375 
39,877376 
40,272633 
40.670152 
41,069939 


‚41,472 
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Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzein 


Tabelle 1E 


R R | DE, Pr R | DR, 
1,50 141,472 2,10 154,621 | k 
1,81  141,876341 18 | 911 55.096831 Ei 
1,82 laaosagog..ı WE | 215 Isuzu | 

Ku 1089 | ; 4805 
1,83 mesıee |, | 2313 16.084897 | 1950 
184 3100 | | 14 565870 65, 
1,85 |43,516625 | 215 Ismoagars I 
1,86 143,932456 3 2,16 \57,511296 | ne, 
1.87  44,350603 I | 9ı7 |ss,wu1ris- 

1,88 sarrıora. | | 518 Issanauee | 
1,89 15193869 | 3 | 219 \ss.ooosg | 724 
1.90 45,619 4251 | 900 |s9,a88 Er 
1.91 146,046471 4275 | 991 Isogasası | >08 
192 \usare2ss | 4293 | 292 nad | oe) 
1,93 la6,908452 | 322 | 023 iso,0guuer | uo0 
194 larsangsı | 5 | 294 sı,sosuas | SUBl 
1,95 jimrzgers | #69 | 905 Is2,015625 | 1 
1.96 48.219136 | 4° | 06 len,528776. | >12 
197 sccorr3 | HE] 997 Ieg,oauug | 9197 
1,93 laaıarga | | 225 Ie3,502z5a | 188 
1,99 las,551199 | rl 229 Isaosansg | 9208 
2,00 150. 488 | 950 64,607 Ran 
201 \o,a5ı20r. | 2] ozı (es.ızaggı, | 260 
2.02 \sosoasoe | | 232 Ies,ssruns | 2286 
2.03 151,360827 260 955 (sn,igazgz; | Salz 
204 51819264. | | 934 ls,rassea | ' 9338 
0,05 saasoıas | | 935 jeraengr; | 9364 
1633 | 5390 
2.06 52.743416 2.36 67,801856 
007 5320013 | 7 | 237 Ies,gagusg | 9416 
2.08 kssorrsı2 | 0% | 238 |68,887672 5412 
2,09 154,147929 | | 239. \sgasazıg | 9468 
2.10 154,621 ı #5 | 940 - |69,984 B> 
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69,954 

70.536121 
71.090888 
71.648307 
72.208384 
72.771135 
73,336536 
73.904623 
74.475392 
75.048849 
75,625 

76.203851 
76,785408 
77.369677 
77.956664 
78.546375 
79,138S16 
79,733993 
80,331912 
80,932579 
31,536 

82.142181 
82,751128 
83.362847 
33.977344 
84.594625 
85.214696 
85.837563 
86,463232 
87,091709 
87,723 


5924 
5952 
8979 
6007 
6054 
6062 
6089 
6117 


6145 - 


6173 
6201 
6229 
6257 
6285 
6313 


NND m 
Ss 


u 
we 


Ex) n a? 


[2 > 
a) 


DD N 
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Sn 


En 
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De 2 


za 
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DM DD SD 
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SQ 5 


> 
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Dr) 


=> 


De 2 


- 
LS) 


WB) 


N 


a 


OB CHE VER SER DENCELCEET 
Do so to Co en 
kamns 


n 
de) 
ot 


ar! 


87,723 

88,357111 
88,994048 
89,633817 
90,276424 
90,921875 
91,570176 
92.221333 
92,875352 
93,532239 
94,192 

94,854641 
95,520168 
96,188587 


196,859904 


97,534125 
98,211256 
98,891303 
99,574272 
100,260169 
100,949 
101,640771 
102,335488 
103,033157 
103,733784 
104,437375 
105,143936 
105,853473 
106,565992 
107,281499 
108. 


mm 1000 LU nn nn 
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146 Kerz: Veber die Beurtheilung der Wurzeln 
Tabelle IE. 

P R ap, P | R | Do, 
3.00 108. | 330 1130,977 
3.01  [108,721501 215 | 331 |131,791291 ‘8 
3.02  1109,446008 ers 3,32 _1132,608768 2 
3.03 110173527 | 75 | 333 lisa aagagı | 701 
3.04 |110,904064 Ei 334 |134.253304 iur 
3,05 1111,637625 | 0] 3,35 1135.080875 | 20, 
3.06 |112,374216 3.36 |135,910656 
3.07 1isna8ug | | 337 Iisoraıss | 
3.08 l1ıssseHıe | ET | 338 liszssogre | >07 
3.09 114602220 | 747 | 339 liss4a2osıg | 
310 115,351 1458| 340 [139,264 > 

7518 8464 

3,11. |116,102831 3.41 |140,110421 
312 ıossrres | 7 | 342 140,9600ss | 947 
313 tırsisegr. | 80T 345 Iuausızooz | 2° 
314 l118,376744 | 0 | 344 l1s2,cogıa | >02 
3,15 191075 | | 345 jiassosens | + 
316 119,908096 | 7972| 346 1391336 | 2927 
317 haoorsag | TS 347 iasaara2az. | 060 
318 1211832 | 4 348 I1ss12oaga.| 09 
319 122228359 | T®| 349 J1a7,o001s9 | 73° 
320 |123,008 N 3,50 147,875 Kr 
321 |123,790761 | 3,51 1148,754151 
322 I2a,5r0048 | | 3,52 I1s9,o0cog | > 
323 lıas,365667 | OT 353 lısosaagız | 
324 acısre2a | | 354 l1sLarıaea | 1 
325 l126,953195.| F| 355 lıs2s0ggrs | 9924 
326 liarzsısze | | 356 Yissıogsıe | 97 
327 liassssieg | IE | 357 Y1s400seg; | 1 
328 li20,857952 | | 358 Jıss,oonn2.) 904 
329 Iıso16sssg.| SP | 359 55.906879 | 2058 
3,30 \130,977 Sl 360 lıs6.816 ist 
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Tabelle IE. 
P R | Dis0, P | R DAT 

3,60 |156,816 3,90 [185,679 

361 hözrasısı | 75 | 301 iss,oosorı | 10161 
362 lıs8.644328 | 158 | 392 lısr,rıasge. | 10196 
363 lıs9,563547.1 | 393 Jıes,za7es7 | 10292 
364 160486144 | | 304 |189,704584 | 10267 
3,65 lisıa12125 | © | 3,95 |190,794875 | 1,0903 
3.66 162341496 | | 396 lıo1,s2s7a6 | 10389 
3,67. |163,274263 a 3.97  192,866173 an 
3.68 [164,210432 3,98 I193,907192 | 19 
3.69 165,150009 | | 3,90 J194,951799 | 10%46 
3,70 166,093 >| 400 lıse. ae 
371 |167,039411 Ir 4,05  \201,295125 ah 
3,72 lıor,osgeas | | 4,10 206,681 

3,73. |168,942517 ine 415° e12158375,| 09 
3,74 169,899224 | | 420 217,728 122 
375 lr0859375 | 2 | 405 lo23,300025 | 192° 
376 rı.s22076 | WO | 430  1229,147 u 
377 maroooss | ll 45 jasa,gg7er, | 1702 
3,78 |173,760552 ne 4,40 [240,944 | ne 
3,79 Imamsasso | | 445 2unssıs | >. 
3.80 [175,712 4,50° 053.125... 1 1% 
381 [176.6929417| OP | 455 1259,361375 | 2473 
3.32 lIT7,677368 | or | 460 [265,696 70 
3,83 lirsoonesr | OPT 465 272,120625 | ch 
3834  j179,656704.| | 470 ars,6o3 3097 
3,85 lıso,ssıca5 | | 475 285206975 | 9268 
386 |181,650056 | | 4,50 o2,0a2 | #0 
3,87 lao52003 | OP | 485 Ioos,800123 EN 
3,88 l183,657472 | 100 | 4,090 [305,809 | 0 
3,89 184606469 | 090 | 495  Igiaasagr, | 409 
3,90 185,679 19125 | 500 Ia20. | > 


+ 


® 


148 Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 


Tabelle IE 


re | R | De P | RB | DR | 
5.00 320. | 6,50 |586,625 21 
5.05 |327,289635 | 05 | 655 rare Br 
5.10 Issasın | #17 | 660 |608.256 ‚rar 
5,15 Isaz,oragzu | 190 | 665 lermasueas| 7 = 
5,20 319,648 lad | 670 |630,403 23, 
5,95 337,328125 | 6 | 675 Isanerıeza| 
5,30 | 365,117 55 | 650 |653,072 a 
5,35 |373,018375 | 9797 | 685 s6acona; | 064 7 
5,40 | 381,024 6017, | 5,90 |676,269 ie | 
5,45 |389,11365 |) 99 | 605 |eas;orazs |" 4 
5,50 1397,975 0.) 965 | 7.00 Iron, | 
5,55 jaus,rısers ı 6688 | zu: ran Ta 
5.60 |414.176 6 | 710 |vaaarı ae | 
5.65 \aaazarıas | 712. | 715 (7s66rozı 
5,70 [431.433 7572. | 7.90 |ra9,0s8 se 
5,75 |10934375 | 700. | 795 zerzosıas| >20 5 
5,80 | 449.152 7858, | 230 \rra,asr ee | 
5,85 luss,ısoeas | °P | 735 |7e7,350375 | >77 7 
5,90 \a07,339 0 | 09. | 740 Isoogsa.nı) SUB 
5,95 |are,sogers | | 7415 Isısosshan | 09 
6,00 | 486. 5780 1 750 | 826,875 0 | 
6,05 jass,;sıoras | 90. | 755 (sans; | SZ 
6,10 \sos,uar 119262 | 7,60 [853,936 2201 
6,15 \sıa,803grs | | 7,65 |sor,esaas| 749 
6,20 saure | | 770 \ssnrs... | 77825 
6.25 |534,765635 SR 1.75 |895,609375 Re i 
6,30 \sauser 17024 | 780 |909,792 ; 
6.35 \sssısasrs | 832 | 785 |oouınıeas | 8659 | 
6.10 | 565,504 0742 | 790 | 938,599 Bo | 
6,15 |5r6,wonı25 | 94 | 795 |gu3agugrs | 922 =) 
6,50 586,65 | 500 |aeg. 350 
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Tabelle EA. 
© EEE ERBE 
ER a A 
8,00 | 968. yaaso | 0 [asus |... 
8,05 982,925125 | 9,55 | 1504,148875 
8,10 99goor | ET 960 Tıs2a,oge | 9894 
8,15 1013,228375| 9 | 965 \1s4a,aızıas] #0242 
8.20 lnoas,cos | 79T 9,70 Iısy,sig | 059 
8.25 104,100 5 | 975 \1ssgsagrsl 0943 
8,30 | 1059,827 1373 | 950 \ıcos,esa; | 1295 
8,35 l1orscerers; 1082 | yes jıoan,asengs; 1649 
8,40 | 1091,64 1SP= | "990° [ıaamaseı. | ne 
8,15 [11078161251 7° | 9,95 |1o08,639875 90 
8,50 |1124,125 1° |. 10.0 | 1eanaes, | re 
>85 [11091375 29° | 101 Jızaaa0ı | 19261 
3.60 zes | | 109 Jizzzaası | 49997 
3.65 1173,999635| 0 I 103 |ıserger | 46719 
8.70 1909413 | 7 104 180724 | 49457 
8,75 Iı208,0a6875l #209 | 10,5 Iıgız,oas, | 9201 
880 I12a5,312 | | 106 Jıscogre | 46:91 
8,85 122273912 A| 10,7 avon.agg | 17707 
8,90 \1260,329 | I | 10,8 |a0se,z2 | 49469 
8,95 |1278,0823751 07 | 10,9 aros,gsg | 923% 
9,00 | 1296. BRD. | 11.0: 12156, 50,011 
9,05 131,020 | 111 jaaon,zgı | 991 
9,10 11332330 | 67T 1192 \22ss,ges | 91,577 
9,15 |1350,705875 | 11,3 lasıo,aaz | 99969 
9,20 169,325 | 7162| 11a [ascag0a | 9197 
9,25 \ıas8,orsı 70 115 langer | 941 
9,30 [1106,97 | ST 116 \2ara,056 | 94781 
9,35 |1426,085375 1° | 11,7 \asagas3 | 99997 
940 1aszıa | IT| 118 lassıoza | 96419 
9,45 |1a6ar73025 | 11,9 |asaı,gıg | 97247 
9,50 184975 | BL 19,0 lau, a 


150 


Kerz: 


R 


2700. 

2758,921 
2818,688 
2879,307 
2940,784 
8003,125 
3066,336 
3130,423 
3195,392 
3261,249 
9328. 

3395,651 
464,208 
3598,677 
3604,064 
3675,375 
9747,616 
3820,793 
3894,912 
3969,979 
4046. 

4122 ‚981 
4200,928 
4279,847 
4559,744 
4440,625 
4522,496 
4605,363 
4689,232 
4774,109 
4860. 


Tabelle II. 


 Tenasfoem De 


58,921 
59,767 
60,619 
61,477 
62,341 
63,211 
64,087 
61,969 
65,857 
66,751 
67,651 
68,557 
69,469 
70,387 
71,311 
72,241 
73,177 
74,119 
75,067 
76,021 
76,981 
77,947 
78,919 
79,897 
80,881 
81,871 
82,867 
83,869 
84,877 
85,891 


R 


—_ | 


Kerr Pr By, a 
u a 
Be aa Ehe pi 
FR; SL 
n v 


Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 


R 


| 9700..=8:| a°© 16.0 [asoo ma 

4946,911 
5034,848 
5125,817 
5213,824 
5304,875 
5396,976 
5490,133 
5584,352 
679,639 
5776. 

5873,441 
5971,968 
6071,587 
6172,304 
6274,.125 
6377,056 
6481,105 
6586,272 
6692,569 
6500. 

6908,571 
7018,288 
7129,157 
7241,184 
7354,375 
7468,736 
7984,273 
7700,992 


7818,899. 


7938. 


D 


86,911 
87,957 
88,969 
90,007 
91,051 
92,101 
93,157 
94,219 
95,287 
96,361 
97,441 
98,527 
99,619 
100,717 
101,821 
102.931 
104,047 
105,169 
106,297 
107,431 
108,571 
109,717 
110,869 
112,027 
113,191 


‚114,361 


115,537 
116,719 
118,107 
119,101 


a I 
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P R | D P R D 
18,0 | 7988. 100.30 | 27,0 | 12096. fe 
18,1 | 8058301 | 2”, | 21,1 | 12255,091 ’ 
18,2 | 8179,808 t 921,2 | 12415,568 ne 
18,3 | Sa0207 | 10, | 213 | 12877437 | 10.0 
184 | saasacı | Mil o1,a | 12740,204 | 19% 
185 | sösı,eas | 116 | 91,5 | 12005,975 | 16467 
N 126,39 166,08 

18,6. | 8678,016 ’I 21,6 | 3071,56 | 19 
15,7 | ssoncag | PO 917 | 13238953 | 197,59 
18,8 | 8934,512 en 21,8 | 13407,872 Ei 
18,9 | 9064,629 12 | 919 | 13578219 | 17% 
19,0 | 9196. 131,37 | 990 | 13250. 1708 
19,1 | 9sasczı | 1 | 91 | 1aazazı | 2 
19,2 | uozsas | 10 | 995 | 11097,888 | 17467 
19,3 | 959,097 | 17 993 | 1aara,00 | 17612 
19,4 | gaaıa | O5 | 4 | 1aası,aı | 17,58 
19,5 | gerı,gr5 | 1973 | 905 | 12630,625 | 17904 
19,6 10010896 | 92 | 96 | 1asın,ıac | 19051 
19,7 j1orsı,aıs | 1492 1 997 | 14093,195 | 191,9 
19,8 10292832 | 112 | 998 | ısıra,üg2 | 19%47 
19,9 10435,759 | 1199 | 999 | isgo1,5ag | 19496 
20,0 | 10580, 1ah2E | 93,0 | 15548, I 
20,1 [10725561 | 14956 | 951 | 15735,051 | 1979 
20,2 Iıosra ass ı 69 | 959 | 15925408 | 189946 
20,3 |11020,667 | 1% | 23,3 | 1s1lagz7 | 19097 
20,4 117029 | 1956| 934 | 16308,864 | 19349 
20,5 I11aaıı5 | 0 | 955 | 16502,875 | 19401 
20,6 1ars,g76 | 15 | 956 | 16uug,are | 19554 
20,2 It1eag,ss | 161 | 257 | 16895,a93 | 197,08 
20,8 11zs1,952 | 197 | 93,8 | 1z0ga,ıza | 19862 
20,9 1gasasg | 19694 | 93,9 | 17204,979 | 20919 
21,0 | 12096. Eh | 340° | 17490000 er 


152 Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 
Tabelle EI. 
pP 2 | eh RER 
24,0. | 17496. Me 27,0 124300. 23 
2a 117699281 | —,g5| 271 |24552,871 Di. 
24,2. | 17904,128 AR 27,2 2807488 5. 
24,3. 18110547 | gun | 273 |28063,875 | 2 
24,4 |18318,544 | ” BE „| 274. |25321,984 ai 
24,5 |18528,125 | 2 | 27,5 |25581,878 2 
24,6 | 18739,296 R Ri 27,6 |25843,536 |. 6 
217 |18952,003 | 177 | 97,7 |asıos,gzs | 26944 
214,37 279 199 |. 265,22 
24,8 | 19166,432 OTOR 27,8 126372,192 & ’ 
24.9 |19382,409 | ” Rx 27,9 \26639,199 | 707,01 
25,0 | 19600. a 28.0 126908. - Bi 
25,1. |19819,211 er 28,1 |27178,601 21090 
25.2, 20040,048 282 |27451,008 | #1 
i 222,47 $ 00 
25,3 120262,517 | 28,3 |27725,227 | _ 
254 201866 | | 98a |2s001,264 | 7904 
u; |.:220.76 Re 277,86 
955 |20712,375 28,5 1 28279,125 
sonne 5). 222540 e 279,69 
25.6 ,20939,776 28,6 |28558,816 
333 | 229,06 nn 
25,7 ,21168,833 Re 28,7 128840,345 Y 
258 21399,552 | 7? | ass |aaıaa,zıa. | 97 
“on 232,39 x ; 285,22 
25,9 | 21631,939 os 23,9 |29408,929 0 
26,0 | 21866. Bi | 29,0 |29696. N 
61 aaroı,rar | "7 | 29,1 20984,931. | 20998 
26,2 [22339108 | 07, | 29:2 [302287281 Sen 
06.3 |2asrsger | "I" | 29,3 |30568,397, | 997 
240,82 294,55 
26,4 ı22819,104 29,4 |30862,944 z 
Dar 242.52 h 296,43 
26,5 | 23061,625 98 29,5 |31159,375 5 
26,6 123305,856 |... | 296. |31457,696 98,32 
26,7 23551,803 Ya 29,7 131782,913.| 9 
26,8 |23799,472 | 5,0’, | 298 |32060,032 302,12 
26,9 |24018,869 | 5°” | 29,9 |32364,059. | 0° 
27,0 | 30,0 |32670. ic 


24300. 


P2 = Pr N 
EBEDWENc a Mi 00 Fl 
ea a — 


52 
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63878 
68796 
73960 
79376 
85050 
90988 
97196 
103680 
110446 
117500 
124848 
132496 
140450 
148716 
157300 
166208 
175446 
185080 
194936 
205200 
215818 
226796 
238140 


Theil XLII, 
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238140 
249856 
261950 
274428 
287296 
300560 
314226 
328300 
342788 
397696 
373050 
388796 
405000 
421648 
438746 
456300 
474316 
492800 
511758 
531196 
551120 


571536 


592450 
613868 
635796 
658240 
651206 
704700 
728728 
753296 
778410 
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11716 
12094 
12478 
12868 
13264 
13666 
14074 
14488 
14908 
15334 
15766 
16204 
16648 
17098 
17554 
18016 
18484 
18958 
19438 
19924 
20416 
20914 
21418 
21928 
DIA 
22966 
23494 
34028 
24568 
25114 
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Tabelle EHI. ; 

P | R | D P R : 
90 778410 A 98 999698 al; | 
91 804076 ER, 99 1029995 ai 
92 830300 ar 100 1060900 
93 857088 ER 101 1092416 Ro 
94 884446 BI 102 1124550 a 
95 912350 Rn 103 1157308 Su 
96 940896 5 104 1190696 Er 
97 970000 |“ 105 1224720 | °- 
98 | gugegg | 79698 


ARZENEIETEZEaEIE © 


Pour Pop» 


PPBm Spmr 


Po n 


eume 


aumo 


0,120 


0,24 


Anhang zu Tabelle II. 
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59. 


Ä Die in Spalte P der Tabellen eingeschriebenen aufeinander 
folgenden Zahlen können im Allgemeinen darin von einander unter- 
schieden werden, dass ihre letzten Decimalstellen theils die natür- 
lich aufeinanderfolgenden Zahlen sind, theils in O und 5 mit ein- 
ander abwechseln, also von 5 zu 5 gradiren. 


Was die Werthe von R& anlangt, so finden wir, dass diesel- 
ben in Tabellel. von O an bis zu 4 zunehmen, von 4 an bis zu O 
abnehmen und dann wieder bis zu 4 wachsen, während die Werthe 
von P beständig zunehmen. 


Für Tabelle I. gehören zu jedem Werthe von RZ N drei ver- 


< 
schiedene Werthe für P. 


In Tabelle II. dagegen wachsen die Werthe von £& bestän- 
dig mit den Werthen von P, und es gehört zu jedem Werthe von 
‚R nur ein einziger Werth von P. 


56. 


Bezeichnen wir irgend einen in die Tabellen eingeschriebenen 
Werth von R mit RK‘, indem wir seinen folgenden mit R” und 
die zugehörigen Werthe von P analog mit P’ und P” bezeichnen, 
so ist, wenn ein gegebenes /2 zwischen R’ und R” liegt, das 


[73 ® > « ® .. [7 ® [3 
zugehörige P < pr Wir können aber annähernd einen dieser 


Werthe für P setzen und daraus p bestimmen, wodurch wir einen 
annähernden Werth für y erhalten. 


Es ist ersichtlich, dass, wenn & näher bei AR’ als bei AR" liegt, 
auch / näher bei P’ als bei P’ liegen muss und umgekehrt. 


57. 


Durch Interpolirung sind wir indessen im Stande, die Werthe 
von P genauer zu bestimmen, als sie die Tabellen angeben. 


Zu dem Ende dividiren wir, wenn betrefienden Orts 


1) die letzten Decimalstellen von P die natürlich aufeinander 
‚folgenden Zahlen sind, die Differenz R’— R’ (oder auch bei Ta- 
belle I. vorkommenden Falles R’—R“) durch 10, dividiren mit 
diesem Quotienten in die gebildete Differenz R— R’ (oder auch 


11* 


156 Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln .) 


bei Tabelle I. vorkommenden Falles R’— R), und hängen den so. 
erhaltenen Quotienten dem Werthe P’ als weitere Decimalstellen 
an, so erhalten wir den Werth von P genauer. R 
2) Gradiren aber die letzten Decimalstellen von P/ und P 
in den Tabellen von 5 zu 5, so dividiren wir die Differenz &”’— R’ 
(oder R’—R“) durch 5, dividiren mit diesem Quotienten in die 
gebildete Differenz R— KR’ (oder R’—R) und addiren den so er- 
haltenen Quotienten zu dem Werthe P’ in der Weise, dass die 
Ganzen desselben der letzten Decimalstelle von P zugefügt werden. 


3) Um bei diesen beiden Klassen der Werthe von P, bezüg- 
lich des zu addirenden Quotienten, ein gleiches Verfahren einzu- 
halten, können wir auch bei der ersteren die Division der Grösse 
R“— R' durch 10 unterlassen und bloss diese Differenz durch die 
gebildete Differenz R— KR’ dividiren. Den so erhaltenen Quotien- 
ten hängen wir dann nicht dem Werthe von P° an, sondern addi- 
ren ihn in gleicher Weise wie da, wo die letzten Decimalstellen 
von P in den Tabellen von 5 zu 5 gradiren, indem wir die er- 
haltenen O Ganzen der letzten Decimalstelle von P’ zufügen. 


4) Anstatt den Werth von P aus P’ zu bestimmen, könnten wir | 
denselben auch aus a ableiten, nur müssten wir in diesem Falle 


Lee | ee D 


) von P“ abziehen. 


E= 
den Quotienten 


58, 


Die Spalte D der Tabellen enthält bereits für die eingeschrie- | 
benen Werthe von R da, wo die letzten Decimalstellen von P’ 1 
die natürlich aufeinander folgenden Zahlen sind, die Differenzen ) 
R"— R' (oder R’— RK"), und da, wo die letzten Decimalstellen | 


von R von 5 zu 5 gradiren, die Quotienten et zwischen die 


Werthe von AR’ und R“” angeschrieben, nur müssen wir den be- j 


treffenden Zahlen da, wo ihnen nicht ausdrücklich Ganze voraus- 
gehen, die im Kopfe der Spalte D eingeschriebenen O Ganze | 
u. Ss. w. voransetzen. a 


Dass das beschriebene Verfahren zur weiteren Bestimmung 
des Werthes von P nur annähernd richtig ist, bedarf wohl kaum | 
einer Erwähnung, weil die Werthe von P nicht in gleichem Masse 
mit den Werthen von R wachsen (oder wachsen wie die Werthe 
von R abnehmen). Es ist daher noch zu erörtern, bis zu ver 
Stelle dasselbe für vorliegende Zahlenbeispiele angewendet wer 
den könne, und welche Correktur etwa mit dem Resultate noch 
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vorzunehmen sei, um den Werth von P bis auf eine gewisse De- 
cimalstelle genau zu erhalten. 


59. 
Hierüber geben die Anhänge zu den Tabellen Ausweis. 


Gesetzt, wir hätten für irgend einen Werth von P zu bestim- 
men, wie viele Decimalstellen sich von dem zugehörigen Quotienten 


R—KR' 
757 genau anwenden lassen. 

Bezeichnen wir einen in dem Anhange der Tabellen einge- 
schriebenen Werth von P mit P,, indem wir seinen folgenden 
mit P,, bezeichnen; und suchen wir daselbst eine Stelle auf, für 
welche PP <P<P., ist; so ergiebt sich daneben in Spalte C eine 
‚Gruppe von vier, oder bei Tabelle II. auch von fünf Zahlen, 
welche durch die Anzahl ihrer Decimalstellen die Anzahl der ver- 
langten Decimalstellen bezeichnet. Alsdann bestimmen wir den 


Werth von ae auf diese angegebene Zahl Decimalstellen und 


'beurtheilen im Falle 


1) die letzten Decimalstellen der Werthe von P in den Ta- 
bellen die natürlich auf einander folgenden Zahlen sind, den so 
erhaltenen Quotienten auf seine Zehntel in einer einziflrigen Zahl 


@ ausgedrückt. 


| 9) Gradiren aber die letzten Decimalstellen der Werthe von 
P in den Tabellen von 5 zu 5, so beurtheilen wir den Quotienten 
auf die erhaltenen Ganzen, ebenfalls in einer einziflrigen Zahl 


Q ausgedrückt. 


3) Diese Zahl @ suchen wir in Spalte @, correspondirend 
‚mit der bereits betrachteten Gruppe, auf; so ergiebt sich in letzterer 
horizontal, also in Spalte C, die Zahl, welche mit Berücksich- 
ligung des über der Gruppe stehenden Zeichens, dem bereits 
bestimmten Quotienten noch zuzufügen ist. 


4) Wollten wir aber P nicht von P‘, sondern von P“ ableiten, 
so ist nicht das der Gruppe überschriebene Zeichen, sondern das 
sntgegengesetzte hiervon, in Anwendung zu bringen. 


5) Wir sehen aus Spalte @, dass, wenn @=1 oder 9; 2 oder 
3; 8 oder 7; 4, 5 oder 6 ist, jedesmal dieselbe Correktur statt- 
zufinden hat. Von letzterer Regel macht nur der Anfang der 
Tabelle II. eine Ausnahme. 


ER 
< N De 2: 
as 
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6) Fällt aber der Werth von @ zwischen zwei übereinander- 
stehende Ziffern, so liegt auch die Correktur zwischen den cor- 
respondirenden, in Spalte C eingeschriebenen Werthen, welche 
wir dann, je nach dem Werthe von @&, abschätzen. 


7) Ist @ nahe 0, oder nabe 10, so findet keine Correktur statt. 


60. 


Es seien nun z.B. für den Werth R=0,625 aus Tabelle I. 
die zugehörigen drei Werthe von P so genau zu bestimmen, als 
dies die Einrichtung der Tabelle zulässt. 

Man findet Seite 129; 

(0,625=) R nheeale = Fe daher ?P> 0,072(= P), 
und es ergiebt sich: 
R— k 0,625 — 0,617269248 _ 0,007730752 
PER 0,0081458 —.0,0081458 

Die Spalte C des Anhanges zu Tabelle I. giebt an, weil 
0,070 < P'<0,120 ist, dass sich der angezeigte Quotient auf fünf 
Decimalstellen bestimmen lasse. Wir erhalten also; 


> PORSEN >; 

| £ se — 0,94904 
und da für diesen Quotienten @>9 ist, so sub- 
trahiren wir eine kleinere, als die in Spalte C : 
angegebene Zahl 0,00006. Wir schätzen ..  €=— 0,00003 
#130 haben wir. a N a urn IR Ra nr 0,94901 
dem!Werthe! von!’ tu), a ar P'=0,072 
zuzufügen. Man erhält: P=0,072 94901. 


61. 


Wollen wir aber P mit Hülfe von P“ bestimmen, so erhalten wir; 


R“— R__ 0,000415017 


u. da für diesen Quotienten Q<I 


ist, so addiren wir [59. 4)] eine 
kleinere als die in Spalte C an- 
gegebene Zahl 0,00006. Wir 


schätzen: €‘ = + 0,00003 | 
also haben: wir» .. .... «1.7. 0,05097 
von dem -Werthe . ..... P"—0,073 | 


abzuziehen [57. 4)]. Man erhält: P=0,072 94903. | 


HR 
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62. 


Ein zweiter Werth für 2 ergiebt sich, nach Seite 134, als- 
bald =2,5; weil R=0,625 genau daselbst angegeben ist. 


63. 
Nach Seite 136 findet sich: 


P2 


> 0,603288 (= KR), ; BET 
(0,625 =) R < 0.634107 PR"), daher ist P> 3,42 (= P‘) 


und 
R—R' _0,021712 
D 7 0,03092 
Aus dem Anhange zu Tabelle 1. ergiebt sich: 
3,40 < P' < 3,50 


sowie, dass sich der angezeigte Quotient auf drei Decimalstellen 
bestimmen lasse. Man erhält daher: 


23 FRE 0,702 
und da für diesen Werth @ nahe =|17 ist, so 
findet sich die Correktur . » .». 2... C= +0,003 
Dee N ER ER Tu 0,705 
dem Werthe von ...... 2 ee... P'=3,42 
nach [57. 3)] zuzufügen. Daher ist P=3,42705. 


% 


64. 
Wollen wir aber ? mit Hülfe von P’ bestimmen, so erhalten wir: 


R"—R 0,009207 


u Fon Ta 
Da nun für diese Zahl Q nahe = 3 
ist, so ergiebt sich, mit Berücksich- 
tigung von [59.4] - - - : +» - C= —.0,003 
ee tele + 0,294 
dem Werthe von . . . .: . 2... P'"=3,43 


abzuziehen [57.4)], wodurch sich ergiebt P = 3,42706. 


Dieses Resultat ist in Wirklichkeit Etwas zu gross, das in 
[63] gefundene Etwas zu klein. 
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65. 


Um auch ein Beispiel zu behandeln, für welches die letzten 


Decimalziffern der Werthe von P in den Tabellen von 5 zu5 


gradiren, sei für den Werth von R = 1,680684 der zugehörige | 
‚Werth von P für Seite 130 zu bestimmen. 1 


Man erhält: 


> 1,667588375 


Es ist daher 
R—R' _1,680684 — 1,667588375 __ 0,013095625 
ER RA 0,0065319 —.0,0065319 


Nun ergiebt sich aus dem Anhange zu Tabelle I., dass 
0,120 < P’< 0,24 ist, und dass der angezeigte Quotient nach 
Spalte C auf drei Decimalstellen bestimmt werden könne. 

Daher erhält man: 

R-R 


u) kam 2,004 
und da für diese Zahl @ nahe =2 ist, [59. 2)], | 
SHimdet sich . 5... 3 2 Ara ee C= —0,004 
BlEDATBR NG ea ehe Fe Le ea He DE + 2,000 
dem: Werthe von ....: 20, eu ya Mo Var Beer P'—=0,215 
zuzufügen, wodurch sich ergiebt: P = 0,21700. 


‚66. 


Um die Richtigkeit des zur näheren Bestimmung von P an- 
gegebenen Verfahrens der Interpolirung allgemein einzusehen, 
kann nachstehende Betrachtung dienen: 


Schreiben wir in Gleichung 


R=4+9PF6P2+ P: [45. 1. u. 1I.] 


für P nach und nach: n; n, u; n, uv; n, uvo; n, uvoo; u.8.W, 
in welchen Ausdrücken n eine beliebige ganze Zahl, die Buch- 
staben u, v, 0, 6, ..... aber Ziffern, beziehungsweise der Ordnung 
nach die 1., 2., 3., u.s.w. Decimalstelle bedeuten, so dass diese 
Grössen auch Null vorstellen können; so wollen wir den bezüg- 
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Br den 


‘ lichen Werthen von R, um sie gehörig von einander unterscheiden 
zu können, die letzte Decimalstelle von P als charakteristisches 
Zeichen überschreiben. 


Es sei nämlich: 
1) R=R für P=n, 
5 u 
A el, +79’ 
» z N # Fr 
)R=R „ Penw nu +7 
4) R=R Besen Wwo—n,uv Ton: 
g 6 
DE a PN ‚, P=n, wes=n, we + 70000’ 
u. 8. Ww. 


Für diese Schreibart ist auch, wie leicht erhellet: 


} u=10 n+1 v=10 url 0=10 v+1 tk e+1 
Dear: B=R; R=R; == je; 


u. SS. W. 


Man erhält: 


Te —. — . 2 NE a EEE TEE ENE aan, 2 ee a an > on nie Fee 


“u9yOnIpsne usIgeZ uauayeyjue uojeqe,L 12p 7 ayfedg ur op an) aqyıay uauawagigpe ap uasunydıajz) ay9loMm 
- f 


sm °:s.n 
Er 
-& 0000000000007 4000000001 4_ 00001 _ 4 Fan] „OOODOODO., ODDDT. 9 0000 
Br S 89 Tdaneu]eog z[9an “u]og TEN ET, 209 09 Fan: “u]oz1 + lan ulg ET + ar ale =y ( 
Br “slodan u] + z[odanu]lg + [odan “u]6 x 
ES 
z « 0000000001 0000001. 0007 e 0000001 O00L c ne < 
S REN (a log" Tanujagr ut 09 = fairuloar + Jdenujot en 1 (v 
S [dan “u] + [Ian “u]lg + [dan ‘u]e 
SS « 0000001 _ 00001 JrLLL U BER EEE 001 nu] + O00DT.y 001 er n‘ulg + UN EEE nu 
S I erlegen Ale er lie 
s <olanl°u] + ‚lan w]g + [rad * 
Pe 
S 0001 001 O1 001 or oL j 
; 2 er ae a m 0 mpaan u + a + 49:5 == u 
% en [u]ane elulng I zug lulnzı AR n6 Rue 1 G 
S er“) + [N u]9+ [raJe) 
S - 
‘sla]+ [lg + («]6 md | 


"19 | 
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68. 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 


nn Qu 12u [nr] 1.052 3u[r]? 
3u2[n] , _e° 
+00 + 1000’ 
Ba ur Ov" _ 12vlz,o] RUE sv [n, u]? 
2) R-R=;n6 Foo 70000 + 700 
3v2[n, u] 
10000 + 10001 un 
Be 9 _ 1ofn,uv) — 60? 3e[r, vv]? 
re! 1, Ft 1000000 + ” 1000 
oe an e° 
1000000 F 1000000000’ 
s 8__9s _ l2o[n,uvo] ____60° 30[, uvo]? 
9 RZ RZ 0000 10000  * 100000000 F "10000 
30? [n, uvo] 63 
+ 700000000 * 1000000000000' 
u. S. W. 
Diese Ausdrücke verallgemeinern den Ausdruck R—R' in 
187.1) 3)). 
69. 
Man kann dieselben auch folgendermassen in Zahlenform 
darstellen: 
1) RE R=0,00CF6R)() +0, CRM) GR) In] +0,00 IR] 
2)  R-R=0, DO)0F6v2)0 0%) +0, 07 1208). In] 
+0,03») .[2; u]?; 
R— R=0,00 06) 00 (£602)00 (eo?) 
+0,00 (F 12e) 00 (302) .[n, ur] +0, 0080. [», uv]?; 
4) Be R= =0,000 (96) 000 (F 602) 000 (0?) 


-+0,000 (F 126) 000 (352) .[r,uve] + 0, 000 (36) .[r, wel: 


u. Ss. Ww. 


“ nt 

N U o 

Mut en Bi 
= 2 er > 
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70. 


Setzt man in [68.] jede letzte Decimalstelle =10, so erhält 
man: [66.6)] 


tr] 76. +3pP+3[r) +1, 


) R—-R=9 
2) R-k=n I PEILHIE 

Han + 1000 
3) R-Reın ale] a PEN 

3[n,uv] 1 


+ 70000 * 1000000’ 
N a + 12[n,uve] _ 6 3[n, uvo]? 


— 7000 * 7000 + 1000000 + "1000 
3[n, uvo] 3 In, uve] , 1 
+7000000 " 1000000000’ 


u. 8. W. 
welche Ausdrücke die allgemeinen Werthe für die in Spalte D 
der Tabellen I. und II. enthaltenen Zahlen ausdrücken, insofern die 
letzten Decimalstellen von P die natürlich aufeinander folgenden 
Zahlen sind. 


71. 


Man kann dieselben auch folgendermassen in Zahlenform dar- 
stellen: 


| 4— 9.[n]+3.[n]3, für Tab. 1. 
- (16+15.[n]+3.[n]2, | PT 
‚s41—1,17.[n, ‚3.[n,u]2, ee 
9) wa 0 [2,#] + 0,3 ..[r, «] 
0,961 + 1,23. [n,u] + 0,3. [n, u]2, N ne 


0,089401 — 0,1197. [n, av] +0,03. [n,uv], „ „ I. 
2, DE wv]-+0,03.[n,uv]®, „ „ I. 


0,008994001 —0,011997 .[n, uve] 
4) BR R — + 0,003. [, wol, »ı I. 
0,009006001 + 0,012003. [n, uve] | hi 
+0,003.[2,uvo]?, „ „ HM. 


u. S. W. 


Et NE a re 
Va 1 a et 


\ 
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Schreibt man nun in [69.] für die Buchstaben u, v, og, o nach 


und nach die Werthe: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10; so erhält man: 


R- 
2 
R- 


u=3 
u=4 
R— 
De-5 
R — 
u=6 


BR. 


ue=T 


Für Tabelle 1. 


— 0,841 — 1,17.[r] + 0,3. [n]?; 


a 1,568— 2,8. „ +0,6. 
ER 


3 


2,187 — 3,33. „ +09. » 


R=2,71-432., +12. „ 


R= 3,125 —5,25. „ +15. 


n 


R= 3,456 — 6,12. „ +1,38. 


n 


3 


99 


R-R=3708-6,9.., +21. „ 
—$ n 
R-R=3372—-768. , +24. » 


==Qg n 
BIR=30--8,37.., 727. „ 
n+1 n 


R—-k= 4 —ı0, FR) +3. E) 


Für Tabelle 11. 


FR- Rz 0,9614 1,33.[n] + 0,3.[n]?: 
R_-R= 2048 +2,32. , +06. „ 
RR 3,26743,87. „ +09. 
EEE DER 
R-R= 6,195 +6,75. „ +15. » 
FR R= 7,17648,38. „ +18. „ 
R—-R= 9,583 49,87. „ +21. » 
"R-R-11,552 411,82. „ +24. „ 
R-R—13,689 413,3. „ +37. 
ET ER N 
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793: 
Für Tabelle I. 


SE 
RR = 0,089401— 0,1197. [n, u] +0,03. [n,u]?; 


v—? 


R — R= 0,177608 — 0,388. „ +0,06. „, 
v—3 
R — R= 0.264627 — 0,3573. . +0,09. „ 


— 1 
’R— R= 0,350464 — 0,4752. „ +02. „ 
R—-R= 0,4351 0.598... 2016. . 


v—6 


R — R= 0,518616 — 0,7092. „ +0,18. „ 


ef 
R- R= 0,600943 — 0,883. „ +02. „ 
R 


>=B 

— R=0,682112 — 0,9408. „ +04. „ 

R— R= 0,7619 — 1,0557. . +0,27. „ 
0,841 er 1,17 . FE) + 0,3 . 22 


Für Tabelle 1. 


"R— R=0,090601 + 0,1203.[n,u] + 0,03. [n,uJ2; 
R—R=0,182408 40.2412. „ +0,06. „ 
R— R=0,275427 40,367. „ +0,09. 
R— R=0,369664-40,4848. „ +0,12. 


"R— R=0,465125 4.0,6075. , +0,15. 
"R— R=0,561816 4:0,7308. „ +0,18. „ u 
R—-R=0,659743 40,8547. „ +0,21. | 
R— R=0,758912 40,9792. „ +04. 


v9 


R— R—0,859329 41,103. „ +0,27. „ 
ut 4 
RZRE0001 4198,09, 208. 
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74. 


Für Tabelle I. 


RR R=0,008994001 —0,011997..[n, av] + 0,003. [n, ur], 
RR R=0.017976008—0,023988. „ +0,006. „, 
R—_ R=0.026946027—0,035973. „» +0,009. „ 

BR — R=0,035904064—0,047952. „ -+0012. , 
FR R=0.044850125— 0,0599. „ +0,015. „ 

6 » 


 R—0.053784216 — 0,071892. „ -+0,018. „ 
_ R=0,062706343 —0,083853. „ +0,021. „ 
_ R—0,071616512—0,095808. „ +0,04. 
_ R=0.080514729—0,107757. „  -+0,097. 
aaa —OUn 00 


Für Tabelle II. 
Q 


R_ R—0,018024008 40,024012. .„ +0,006. 

5 _ 2 =.0.027054027 40,036027. „  +0,009. ., 

RR =0.036096064-4-0,048048. „ +0,012. „ 

R_- R=0.045150125 40,060075. „ +0,015. „ 
6 v 


RR R=0.054216216 +0,072108. „ +0,018. » 
—”7 ı 
7 — R—0,063294343 + 0,084147. „ +0,021. , 


=8 

R_R—0,072384512 40,09192. „ 10,04. „ 
Ft] Yv 

RR R=0,081486729 40,108243. „ +0,07. „ 
+ 

E_R=0.090601 +0,1203. „» +00. 


—i v 
R— R=0,009006001 4 0,012003. [r, uv] + 0,003 .[n, uv]?; 
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79. 


Für Tabelle I. 
4 
R — R=0,000899940001 — 0,00119997 . [n, uve] + 0,0003. [n, uvo]?; 


oA 


d= 
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R — R—0,001799760008—0,00239988. » + 0,0006. 
"R — R0,002699460027 —0,00359973. „40.0009. 
"R — RB =0,003599040064 — 0,00479982. „  +0,0012. 
"R — R=0.004498500125 0.005999. „  -#0.0015. 
"R - R=0,005397840216 —0,00719892. „  40,0018. 
RRe — 0,006297060343—0,00839853. ,„  +0,0021. 
Ben 0,007196160512 —0,00959808. ,„ -+0,0024. 
"R— R=0,008095140729 —.0,01079757. »  -#0,0097. 
"RR —0,008994001 —0,011997 »+0,0030. 

Für Tabelle II. 

"R_.R=0,000900060001 + 0,00120003. [n, uve] + 0,0003. 
"ER =0,001800240008 +0,00240012. ,  +0,0006. 
"RR =0.002700540027 4 0,00360027. » -+0,0009. 
"R - R0,003600960064 ++0,00480048. ,„  +0,0012. 
wen —0,004501500125 + 0,00600075. » +0,0015. 
"R— R0,005402160216 + 0,00720108. ,, +0,0018. 
"RE —0,006302940343 + 0,00840147. „0,0021. 
"R_ 1B=0.007203840512 40,00960192. „0,004. 
"R — R=0.008104860729 4 0,01080243. „ _-+0,0027. 
"R- R=0,009006001 + 0,012000.  »  +0,0030 


E 


[n, uvo]?; 
„» 
„ 
» 
„ 


>) 
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76. 

Das Gesetz des Fortschreitens dieser Ausdrücke ist bereits 
in die Augen springend und könnte, wenn die Werthe von P in 
den Tabellen auf mehr als drei Decimalstellen zu bestimmen wären, 
leicht fortgesetzt werden. So ergeben sich z. B., wenn r die dte 
Decimalstelle bezeichnet, leicht die Ausdrücke: 


Für Tabelle 1. 


4 
R — R=0,000089999400001-0,0001199997 .[n, wveo] 
+ 0,00003. [n, uvoo]2; 


T=R q 
FR — R=0,000179997600008 —0,000239998 .[r, uveo] 
+ 0,00006. re 


u. 8. W 


Ks 


Dividirt man die Werthe von [71.] durch 10 und mit diesem 
Quotienten [nach 57. 1)] in die Werthe von [69.], so müsste, wenn 
das beschriebene Verfahren der Interpolirung genau richtig wäre, 
allgemein sein: 


n v M [Q v 
; R—R „ RR „ RK 
"—M; f Zr; a 
kr Da: BERN 
10: :: 10°. 10 
6 pP 
4) Ki, 3 
RR 
10 


' Durch nulnus dieser Quotienten erhält man aber die Werthe 
von 4,v,0,6,.... nur annähernd. Bildet man nun diese Quo 
tienten, rider man statt der allgemeineren Formeln [69.] die speciel- 
leren Formeln [72.—75.] anwendet, so kann man die Entwicke- 
lung derselben nach steigenden und nach fallenden Potenzen der 
veränderlichen Grösse, je nachdem diese veränderliche Grösse 


er: also n=0 oder nl, ist, vornehmen. 


Entwickeln wir z.B. den Quotienten 3) und ordnen nach stei- 
genden Potenzen, so erhalten wir: 


Theil XLII, 12 
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78. 


Für Tabelle I. 
14-0,00603+0,00505.[0,4v]4-0,00474.[0,uv]?+.... 


2+0,01074+0,00901. ,, 
3+0,01406+0,01178. , 
4+0,01607+0,01346. ,; 
— (5+0,01674+-0,01402. 

6+0,01606-+0,01346. ,, 
7+0,01405-+0,01177. ,, 
8+0,0107140,00897.  ,, 
9+40,00602+0,00504. ;, 


[% y 
RN 
» 


+0,00846. 
+0,01106. 
+0,01263. 
+0,01315. 
+0,01263. 
+0,01105. 
+0,00841. 
+0,00473. 


Für Tabelle II. 
’1--0,005974-0,00495..[0,uv]—0,00459.[0,uv ®+... 


2-0,0106240,00880. ,, 
30,01394+40,01155. ,, 
4—0,01593+0,01321. ,, 
= /5_0,01660+40,01376. ,, 
6--0,01594+0,01321. ,, 
7_0,01395-40,01156. 
8--0,01063+0,00881. „, 
\9-0,00598+0,0049%. ,, 


Es müssten also die links des 


angezeigten Quotienten dem jedesmaligen ersten Gliede der Ent- 


—0,00817. 
—0,01072. 
—0,01226. 
—0,01277. 
—0,01238. 
—0,01074. 
—0,00818. 
—0,00460. 


er] 


Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 


er 


or wear ie 


für tk 


„ı at=2} 


Gleichheitszeichens stehenden 


ER TEE > 
Fe er’ 
v : \ 
4 . | 


A 


wickelung gleich’sein, wenn das, zur näheren Bestimmung von 2’ 


mittelst Interpolirung angegebene, Verfahren genau richtig wäre, 
Da dies aber nicht der Fall ist, so ist die Summe aller iolgendep 


Glieder als Fehler dieses Verfahrens zu betrachten. 


19 


Es geht indessen aus diesen Darstellungen hervor: 


WERL RE. a ÄTTEe ner u. 


1) dass der Fehler für beide Tabellen anfangs mit dem Werthe 
von e wächst, für g=5 am grössten ist, und dann wieder abnimmt; - 


NET 7 0 er a Vo een: 
1, 2 ee 
Bi 
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2) dass die Fehler für o=1 und o=9; für o=2 und o=B; 
für 0e=3 und e=7; für o=4 und g=6 nicht sehr von einander 


' verschieden sind, und dass letzteren auch der Fehler für e=5 sehr 


nahe kommt; 

'3) dass durch Anwendung der Spalte D betreffenden Orts 
die Werthe von oe in Tabelle I. zu gross, in Tabelle Il. aber zu 
klein gefunden werden, dass die Correktur in ersterer also negativ, in 
letzterer positiv sein muss; 


4) dass der Fehler für Tabelle I. abnimmt, wenn die Werthe 


' von #,v abnehmen und umgekehrt. 


5) Ist der Werth von 0, uv nahe gleich 1, so ist der Fehler, 
ohne dass wir eine bedeutende Anzahl von Gliedern entwickeln 
und summiren, aus diesen allgemeinen Ausdrücken nicht leicht zu 
bestimmen, weil die Coefficienten der Glieder nur langsam ab- 


: nehmen. Die Fehler müssen daher für diesen Fall aus den be- 


treffenden Zahlen selbst bestimmt werden. 


S0. 


Hat man etwa die Fehler zu bestimmen, welche sich durch 
das angegebene Verfahren der Interpolirung zwischen den Werthen 


 P'=0,24 und P"= 0,25 für Tabelle II. ergeben, so ist hierfür 


#u„=2 und v=4. Nun setze man, um den grössten Fehler zu 
finden, e=5, oder auch o=4 oder 6 [79.2)]. Gesetzt es sei 
o—=4, also P=0,244, so ergiebt sich, diesen Werth in [45. II.] 


 substituirt, &=2,567742784; daher ist nach Tabelle Il.: 


ki 


R—R' __ 2,567742784— 2,519424 _0,048318784 


MD DORT N 
Wäre das Verfahren der Interpolirung genau, 

so müsste sich aber ergeben . ... . 0,0e=0,4 
Daher ergiebt sich grösste Correktur.. . . C = 0,002 positiv. 


Auf gleiche Weise ist zu verfahren, um die Correktur für 
o=3 oder 7; 2 oder 8; 1 oder 9 zu erhalten; u. s. w. 


sl. 


Die unter [79. 1) u.2)] bemerkten Gesetze ergeben sich auch, 
wenn man die Entwickelung nach fallenden Potenzen vornimmt, 
und sie ergeben sich auch bei der Entwickelung aller übrigen 
Quotienten [77.] nach steigenden oder nach fallenden Potenzen, 
und es findet hierin die Einrichtung der Spalte @ in den An- 


12* 
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hängen zu den Tabellen für die Fälle, in welchen die letzten { 
Decimalstellen von P die natürlich auf einander folgenden Zahlen 
sind, ihre Begründung. | 


Das Verfahren für die Fälle, in welchen die letzten ei 
stellen der Werthe von P in den Tabellen von 5 zu 5 gradiren, 
beruht auf ganz analoger Betrachtungsweise und man findet, dass 
die Fehler der Quotienten 3 


R—-R 
Re — _R' 
5 


en 


[57. 2)] 


für @=1 oder 4; 2 oder 3 nahe einander gleich, sowie dass 
diese Fehler für @=2 oder 3 grösser sind, als für @=]1 oder 4. b 


Nachstehend wollen wir noch die allgemeinen Formen der 
hierhergehörigen Werthe von D zusammenstellen, welche man 
erhält, wenn man in [69.] die letzten Decimalstellen gleich 5 setzt, 
und dann sämmtliche Gleichungen durch 5 dividirt. 


82. 


“32 0625 —1,05.[n]+0,3.[n]2, 

B am +1,35.[n] +0,3.[n]2, | 

) 

5 % 0.087025 —0,1185.[n,#] +0,03. [n, u]2, ! 

5 = 093025+0,1215. „ +0,03. „ { 

F 

e5_ 3 40,008970025 — 0,011985 . [n, av] 40,003. [n, uv]?, B 
5 Sn 009030025 +0,012015. „». +0,003. 


I 


R- & 0000899700025 — 0,00119985 [r, uvg] + 0,0003. [n, ave]®, 
32 000900300025 +0,00120015 ,,  +0,0008. 


ne > > Eins vn 
ie 


83. 


Wenden wir das bisher Abgehandelte auf einige Zahlenbei- 
spiele an. 


Es seien die reellen Wurzeln der Gleichung: 


0 = 120 + 80y + 16y2 + 3 
a b c 
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‚80 genau zu bestimmen, als dies die Einrichtung der Tabellen 
zulässt. 


| Der Vorzeichen der Glieder wegen, und weil c? < 45, näm- 
' lich 256 < 320 ist, ist nach [47.] aufzulösen. Man erhält: 


[ — 3% =4; [e? — 3b] = 64; 


27a = 3240, 
279+= 3200, 
279- — 3456. 


Hiernach liegt g+ der Grösse a näher als g-, also ist: 
a> gt 
und daher .der Fall 2) vorliegend. Man erhält weiter: 
27(a—ah)= EEE also R=40: 64 —= 0,625 [44.5)]. 


Für diesen Werth von R finden sich, nach [60.—64.] die drei 
_Werthe: 


0,29179604 


0,07294901 
P==320 also P4=p= 10 [44. 6)]. 
3,42705 ; 13,70820 
Daher ist: | 
— 0,29179604 (— 8,29179604 
(3Yy) = — 16 +2.4 - 10. - - 18. 
— 13,70820, — 21,70820, 
— 2,76393202 
y='\—b. 


\— 7,236066. 


84. 


Es sei die gegebene Gleichung 
0= — 1+80y + 16,2 + y?, 
a 6b a 


| so ist, der Vorzeichen wegen, nach [48.] aufzulösen, und man 
‚erhält: ' 
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9a = 
+27g+ = + 3200 


also ist —a<+ gt, daher der Fall ]) vorliegend, nach welchem 


die vorgelegte Gleichung nur eine reelle Wurzel hat. Man er- £ 


hält weiter: 


27(a+gt) = 3 eh Also ist R = 3227 :64 =50,421875. 


Hierfür ergiebt sich, nach Tabelle Il.: 


Ri. 50 und P' = 2,00 
R—R 0,421875 _ 
Bay _— 0,512 == 0,935. 
Da hier @>9 ist, so nehmen wir keine Correk- 
tur vor& daher ist, . .. 0%... 27. SAN Free P = 2,00935, 


und P.4=p = 8,03740, 
(34) = — 16 +8 + 8,05740 = 0,03740, 
y = 0,01246. 
85. 
Ist aber das gegebene Beispiel: 


0=+1430y—16y? + 9y?, 
ab c 


so ist, der Vorzeichen wegen, nach [51.] aufzulösen, und man 
erhält: 


+27a =+2%7 
—279+= — 3200 


sich dann wie in [84.], und man erhält: 


(3Yy)= + 16—8— 8,03740 = —0,03740; also y„=— 0,01246. 


86. 
Es seien die reellen Wurzeln der Gleichung 


0—=-+136+99y + 2192? +9? 
a 5b c 


u; 


also a>— TE daher Fall I) vorliegend. Die Rechnung ergiebt. | 
Ei 


\ R 


j 
ME En 


NEE 


Wer nt SA 


ne U 


. f 


| 
j 


I 


i a 92 ee ee 


so genau zu bestimmen, als dies die Einrichtung der Tabellen 
gestattet. N 


Bi. vera Pal aaa 
2 ale Ve 
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Der Vorzeichen der Glieder wegen, und weil c?2> 46, näm- 
lich 441> 396 ist, ist nach [48.] aufzulösen. Man erhält: 


[2 — 32 =12; [e®—36]? =1728, 


+27a = + 3672 
+2979-— + 3645 


daher ist +@> +9g- und Fall 4) vorliegend, nach welchem die 
vorgelegte Gleichung nur eine reelle Wurzel hat. Man erhält weiter: 


27(a—g-) = I also R=27:1728 — 0,01563,, 


daher ist nach Tabelle II.: 


ei > P—nnnı. RR’ _ 0,006618999 
R’=0,009006001; P=0,001; = go0018 = 073397 


C = +0,00013 

0,73410 
P'=0,001 

P =0,00173410. 


P.12=p = 0,02080920, 
also: 
(3y) = — 21 — 24 — 0,02080920 = — 45,02080920, 


daher „= — 15,00693640. 


87, 


Es sei die gegebene Gleichung: 
0= — 120 + 99y + 21,2 + y?. 
a & c 
Der Vorzeichen der Glieder wegen ist nach [48.] aufzulösen, 
Man erhält: 


Ya = — 340, 
—7gt = — 3%7, 


daher ist —a>—g+t und Fall 2) vorliegend, nach welchem die 
Gleichung drei reelle Wurzeln hat. Es ergiebt sich: 


7(gt-0)=)y, also R= 27: 1728 — 0.015635. 


EN r 
- 
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Für diesen Werth ven R ergeben sich nach Tabelle I. die 
drei Werthe: 


0,008994001, 0,001, | 
0.016453135, —)2 52,925, 
0,015043 ; 


3,070; ) 
und es folgt: | 


R—R' 0,006630999 | #'’— R_0,000828125 | R— R' _0,000582 


D 70,008982 D  0,0004192 -D T70,0004508 
— (0,73825 hr, ai Pi) j 
C =—0,00013 C=—0,03 C= +0,04 
0,73812 1,94 1,33 
P'—=0,001 P'=2,02 P'=3,070 
P =0,00173812 P —=2,92694 P =3,07133. 
Es ist P.12=p, daher: 
»=0,02085744 | p =39,12328 | p = 36,85596 
 — 0,0208574 = + 2,97914256 
(3Y) =— 214 24 | —35,12328 = —32,12328 
— 36,85596 — — 39,85596 
also 


— 10,70774 


+ 0,99304752 
j 5 | 
— 11,28532. 


Diese letzte Ziffer ist um 2 zu gross gefunden, weil Is 
etwas zu gross angenommen ist, 


ö 


88. 


Es sei die gegebene Gleichung: 


Ve 29: 68% + ty". 


Der Vorzeichen, der Glieder wegen ist nach [49.] aufzulösen. Man. 
erhält: ‘ 


[c?+36]°=14,42220510, [c? +36]?= 2999,81866, 
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— Ya =—7%63, 
— 749+=—7239,637321. 


Hiernach ist —a<— gt und daher der Fall 1) vorliegend, nach 
welchem die Gleichung nur eine reelle Wurzel hat. Es ergiebt sich: 


23,362679, 


9 (a a 
Ak 2 ee 


also ist: 
R = 23,362679: 2999,81866 = 0,00778803. 
Nach Tabelle II. findet sich: 
Je' = 0,00000000, P' = 0,000, 


also ist: 
R-R' 0.00773803 
—D = 9.009006 — . 986476 
C =-10,00007 
0,86483 
P' =: 0,000 


P =0,00086483. 
Daher ergiebt sich: 


P.14,42220510....= p = 0,01247275. 
Also ist: 


(3y) = — 2 + 28,84441020 + 0,01247275 = 26,85688295 , 


daher: 
y= 895229431. 


89. 


Ist aber die gegebene Gleichung: 
0 = — 265 — BY +2y2 +y°, 
@ c 


so ist, der Vorzeichen wegen, wieder nach [49.] aufzulösen und 
man erhält: 


— 27a =— 7256, 

—270+= —- 7239,637321, 
also —a>— gt und daher Fall 2) vorliegend, nach welchem die 
Gleichung drei reelle Wurzeln hat. Es ergiebt sich weiter: 


- 
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3,637321 
27(ot —a = 2 ; 
(gt —a) Or. 
also: 


R = 3,637321:2999,81866 — 0,001212513. 


Für diesen Werth von R ergeben sich nach Tabelle I. die drei 
Werthe: 


0,000000000, 0,000, 
R'—=< 0,0018559375, P'=< 2,975, 
0,001208; 3,020; 


und es ist: » 


R—kE' 0,001212513| R' — R__0,000646862 | R—R' 0,000004513 


— 


—D”0,0894 =D 0,00013347 | D 70,00013652 - 
— 0,1481 — 4,846 — 0,03 
C= —0,00007 C= 0,006 C= +0,00 
—0,13474 74,840 0,03 
P= 0,000 r P'=2,975 P'= 3,020 
P 0,000 13474 — 2,979840 P =3,02003. 


Nun ist P.14,422205l0=p, daher: 


p = 0,00194324 | p = 42,97586 | » = 43,5555 
— 0,00194324 = + 26,84246706 
(3y) = —2 + 28,84441020 | —42,97556  —=—16,13145 
— 43,5555 —=—16,7111, 
+ 8,94748902 
y= — 5,37715 
— 5,5703. 


9%. 


Es sei die gegebene Gleichung 
0=— 0 —31y — 10y? + y?. 
@ c 
Der Vorzeichen der Glieder wegen ist nach [52.] aufzulösen und 


man erhält: 
| [c?+35]?=13,89244399, [e2+35]? = 2681,2417; 
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= 


7a =—8S10, 
— 279- = — 572,48338. 
Hiernach ist —27a <—279- und daher Fall 4) vorliegend, nach 
welchem die Gleichung nur eine reelle Wurzel hat. Man erhält 
weiter: 
FEB S 237,51662, 
AMT, 


also ist: | 
R— 237,51662: 2681,2417 = 0,08858456. 
NAEH Tabelle IE Indet sich: 

| R' = 0,081486729, P' = 0,009, 


also ist: 
R van R' 0,00709783 . 
C= +.0,00011 
0,77887 
y P' — 0,009 


P =0,00977887. 
Daher ergiebt sich: 
P.13,89244399 = p = 0,13585240. 
Also ist: 
(3y) = 10 + 27,78488798 + 0,13585240 = 37,92074038, 


daher: 
EZ 12,64024679, 


(Die dritte Abtheilung dieser Abhandlung folgt in einem der nächsten Hefte.) 


ve 
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Ueber die Reduction der grössten Sonnenhöhe auf 


den Meridian bei veränderlichem Beobachtungsorte. 


Von 


Herrn Dr. Rarl Friesach, 
k. k. Hauptmann in d. A. in Wien, 


Die grosse Schnelligkeit, womit heutzutage sowohl Segel- als | 


Dampfschiffe die Meere befahren, kann in gewissen Fällen zur 
- Folge haben, dass man die geographische Breite, wenn man die- 
selbe auf die gewöhnliche Art, aus der beobachteten grössten 
Sonnenhöhe, diese als die beobachtete Mittagshöhe ansehend, ab- 
leitet, um einen Betrag fehlerhaft erhält, welcher bereits die 
Grenzen der erreichbaren Genauigkeit überschreitet. , Will man 
daher bei der Breitenbestimmung mit grösster Genauigkeit zu 
Werke gehen, so hat man an der beobachteten grössten Höhe, 
ausser den bekannten Correctionen wegen Kimmtiefe, Refraction, 
Parallaxe und Halbmesser, noch eine Verbesserung wegen der 
Schiffisbewegung anzubringen. Diese Verbesserung wird von den 
Seefahrern niemals berücksichtigt. Aber auch in Handbüchern 
der Schifffahrtskunde, denen man keineswegs den Vorwurf der 
Oberflächlichkeit machen kann, bleibt dieselbe unberührt, wäh- 
rend in allen jenen Werken die übrigen Correctionen, deren 
einige oft weit weniger als die eben angeführte betragen, stets 
ausführlich behandelt werden. Dies berechtigt zu dem Schlusse, 


dass der Einfluss der Schifisbewegung auf die Breitenbestimmung - 


bisher für unbedeutender gehalten wurde, als er in der That ist. 


Bekanntlich hat, auch bei festem Beobachtungsorte, das Maxi- 
mum der Sonnenhöhe in der Regel nicht genau im Meridiane 
Statt, eine Erscheinung, welche in der veränderlichen Deklination 


= 


ae 
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der Sonne ihren Grund hat. Die auf der Deklinations-Aenderung 
allein beruhende Correction der grössten Höhe ist allerdings so 
gering, dass sie bei Ortsbestimmungen zur See, wobei es auf 
einige Bogensekunden nicht ankömmt, füglich vernachlässigt wer- 
den kann. Die zur See während der Beobachtung vor sich gehende 
Aenderung des Standortes erzeugt aber eine ähnliche Wirkung, 
nur mit dem Unterschiede, dass die hieraus entspringende Diffe- 
renz zwischen der grössten und der mittägigen Höhe weit beträcht- 
licher ist, vorausgesetzt, dass sich das Schiff nahezu in der 
Richtung eines Meridians mit einer Geschwindigkeit bewegt, welche 
dem bis jetzt erreichten Maximum nahe kömmt, und dass die Kul- 
mination der Sonne nicht nahe am Zenith erfolgt. 


Um die vollständige Reduction auf den Meridian wegen der 
Schiffsbewegung und Deklinations- Aenderung zu erhalten, geht 
man am besten von der Gleichung 


D).. 2... sink=cospcosdcoss+sinpsind 


aus, wo h die wahre Höhe, ö die Deklination und s den Stunden- 
winkel der Sonne (auf den Meridian des Beobachtungsortes be- 
zogen), endlich @ die geographische Breite des Beobachtungs- 
ortes bezeichnet. Diese Gleichung gilt allgemein, wenn man 
südliche Breite und Deklination als negative Grössen betrachtet. 


Indem man obige Gleichung, sämmtliche darin vorkommende 
Grössen als Funktionen der Zeit ansehend, nach der Zeit diffe- 
rentiirt, den daraus für den Differentialquotienten von A sich er- 
gebenden Werth der Null gleich setzt und diese letzte Gleichung 
nach s auflöst, so erhält man den der grössten Sonnenhöhe ent- 
sprechenden Stundenwinkel, woraus‘ sodann die Reduction auf 
den Meridian, nach der bekannten Methode der Circummeridian- 
höhen, berechnet werden kann. 


Bewegt sich das Schiff in der Richtung eines Meridians, so 
ist der Stundenwinkel s von dieser Bewegung unabhängig, und 
kann darum die Differentiation nach s verrichtet werden. Fällt 
hingegen der Kurs nicht mit einem Meridiane zusammen, so muss 
die Zeit auf einen festen Meridian, z.B. denjenigen von Green- 
wich, bezogen werden. Man hat in diesem Falle, wenn S den 
Stundenwinkel für den Meridian von Greenwich (die wahre Green- 
wicher Zeit) und A die östliche Greenwicher Länge des Beob- 
achtungsortes bezeichnet, S-H A anstatt s in Qie Gleichung 1) zu 
substituiren und nach 8 zu differentiiren. Dies führt zur Gleichung 


2) (I+A)cospcosösins-+(p'singcosd-+6’ cospsind)coss 
— p'cospsind +0d’sinpcosd, 
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wo 
d Öö 
p' es "5, und der 
Von diesen Grössen sind 9, p’ und A’ aus der Schiffsrech- 
nung näherungsweise, d und ö’ hingegen aus den Ephemeriden 
und der bekannten Greenwicher Zeit der Beobachtung ziemlich 
genau bekannt. 


Um die Gleichung 2) nach s aufzulösen, sei 


ac+bN a2 +02— ce? 


ac+by= ec | X a2 + b2 j 
EEE TI so ist: ER Set 
x +y" = _beFaN a +b2—c? 
Y= a2 + 52 5 


Setzt man nun: 
sins—=xz, (l1+4+4X)cospcosö=a und p’'cospsind+ö'sinpcosd=c, 
co8ss=y, gY'sinpcosd + 6'cospsind=b; 
so erhält man: 
ac=(1-+X)cospcosö(p'cospsind + Ö’sinpcosö) 
= (l1+4')cosp?cosö?(p'tgö+6'tgp), 
be= cos p?cosö?(p'tgp +ü'tgo) (p'tgö+ö'tgp) 
= cos 92 cos ö?|(p'? +$')tgptgd+gp'd(tgp?+tg02)], 
b2?— c?—= (p'? — Ö'2) (sin 9% cosd?— cos 9? sind?) 
= (p'? — 0'?) cos 92 cos. d?(tg 9% —tg 02), 


a? +62 —.c2 = cos p2cosÖ?2[(1 + 4')2 +4 (9? —.8'2) (tg? —tg0%], 
aN a?+62—c?—=eosp2cosö?(144') V (1+4')2+(9'2—-0’2)(tgp?—tg02), 
DN a? +0b?°—.c? 
= > eospeosdNp'tgp+d'tge) v (144)2Fp2—-0'2) dgp2—tg02), 
a? +6? —= cosg@?cosd?[(l +4)? + (p'tgp + 0'tg0)2], 
(A+A)(p'tgd+ö'tgp) 


| +(p'tgp+s'tgd)V ee | 
(14+4)?+ (p'tgp + ö’tg0)? Wer 


(24 tEptgd + PN (EP? + GO?) | * 


4) coss= EAN AH HG? INT 
(1 4+2)2 + (p'tgp +ö'tg0)2 


3) sins= 
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Wie man sieht, wird, für =/=ö'=0, coss=7fl. Da aber 
in gegenwärtigem Falle, für jene Werthe, s=0 wird, folglich 
coss—+1 sein muss, so gilt in den Gleichungen 3) und 4) nur 
das untere Zeichen. 


Wenn man obigen Werth für sins nach steigenden Potenzen 
der kleinen Grössen y’, A’, 6° entwickelt und bei den Gliedern 
erster Ordnung stehen bleibt, so zeigt es sich, dass in erster 
Annäherung die Längenbewegung des Schiffes auf den Stunden- 
winkel s der grössten Höhe ohne Einfluss ist, und man hat: 


 (@- 8) sin (p—0) 
COSPCosd 


sins—=— (p— 9°) (tg P —tg 0) = 

5) 
ang (9'—6°) (tgy—tgd) (p'—*)sin(p—8) (in Bogen- 
52 sin 1”  .00s@cosdsinl” sekunden). 


Aus diesen Formeln ist ersichtlich, dass der Einfluss ' der 
Schiffsbewegung auf den Abstand der Sonne im Höhenmaximum 
vom Meridiane in hohen Breiten am beträchtlichsten ist, während 
zwischen den Wendekreisen dieser Abstand immer nur wenig be- 
trägt, und in dem Falle, dass die Kulmination im Zenith erfolgt, 
gänzlich verschwindet. 


Um aus der grössten Höhe Ah die wahre Mittagshöhe 4 für 
den Ort, wo das Höhenmaximum beobachtet wird, abzuleiten, hat 
man, indem man die dem Augenblicke des Höhenmaximunıs ent- 
sprechende Deklination d auch für den wahren Mittag gelten lässt, 


2 
Ras Peer snA=sinh + 2cos pcosdsinz > 

oder, für den Fall, dass s sehr klein und A nicht nahe = 90° 
ist, annäherungsweise: 

s? 

2cospcosösin, 


coshsin 1” 


Es bezeichne nun 9, die geographische Breite und A, die 
östliche Greenwicher Länge desjenigen Ortes, wo sich das Schiff 
im Augenblicke des wahren Bordmittags befindet, 4, die dazu 
gehörige wahre Mittagshöhe (gleichfalls für die Deklination ö be- 
rechnet), endlich /S die zwischen dem Bordmittage und dem 
Augenblicke des Höhenmaximums verfliessende Zeit, welche nega- 
tiv zu nehmen ist, wenn sich das Höhenmaximum vor dem Bord- 
mittage ereignet, so ist: 


sin A, = cos(p, —6) — cos (9 — o'.dS— 0) 


DE REN ER 2 
N A 
n 8 5 
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‚oder 
A, =W F(p—d—-o'.AS). 
Ist ferner $, die Greenwicher Zeit des Bordmittags, so hat man: 


0=-S, +4, =S—-41$4—1.4S=s—(1+4)41S, 


$ . 
Kasaae AS = 1475 folglich: 
Aber es ist: 
für Südhöhen: 7 = 90°’ — (9—0), 
für Nordhöhen: 7 = 90% +(9—0); 
daher 
a 
BYiaın lat aa etaitie H,=HAygy 
oder näherungsweise 
VIREN EAN, IR y H,=H+py's, 


wo das obere oder untere Zeichen zu gelten hat, je nachdem 
die Höhe Ah, welche nie 90° übersteigen darf, vom "Süd. oder vom 
Nordpunkte an gerechnet wird. 


Wird in den Näherungsformeln 7) und 9) der aus 5) sich er- 
gebende Werth von s eingeführt, so ergibt sich: 


RR (9 —6')2cosh 
10) ER en ya 7 Fon Die rer 


(92 — 02) cosh 
 2cospcosdsin 1” 


Es folgt hieraus, dass, bei beträchtlicher Breitenbewegung des 
Schiffes, in welchem Falle ö‘ gegen 9‘ sehr klein ist, immer 
H>h>H,, und dass h nahezu in der Mitte zwischen 7 und Z, 
liegen wird. Wird daher % als die wahre Mittagshöhe angesehen, 
und daraus die geographische Breite abgeleitet, so erhält man 
deren (relativen) Werth, falls % über dem Südhorizonte beobach- 

p'2cosh 
2cos pcosdsin 1” 
zu klein, je nachdem es sich um 9 oder 9, handelt, während, 


tet wird, nahezu um den Betrag 7 zu gross oder 


wenn Ah eine Nordhöhe, das Umgekehrte stattfindet, wovon man #1 


sich aus einer genauen Betrachtung der Gleichungen 
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90°— H+ 9 (für Südhöhen), *) 
H +9—%0° (,, Nordhöhen); 


90°— H,+d (,„ Südhöhen), 
H,+9-90° (,, Nordhöhen) 


o= 


leicht überzeugen kann. 


Um den Einfluss der Schiffsbewegung in eralgeh numerischen 
Beispielen darzuthun, wollen wir erstlich annehmen, es werde in 
der gegissten Nordbreite von 60°, zur Zeit des Bernie 
noctiums, indem das Schiff mit einer Geschwindigkeit von 12 
Knoten südwärts steuert, die grösste Sonnenhöhe beobachtet. 
Man hat hier: 


= +60%, 6=0, = —0.013, = + 0.0011, 


und findet mittelst dieser Werthe, je nachdem man die Dekliua- 
tions-Aenderung vernachlässigt oder in Rechnung zieht: 


s — 1019 19" — 475%" s — 1025’ 45" —5145” 
H—=h+32" oder HA=h+37" 
H,—=h—3%" H,=h—31", 


Für eine Geschwindigkeit von 18 Knoten, welche auch bereits 
erreicht worden sein soll, erhält man mit Beibehaltung der übri- 
gen Annahmen: 


e=2105077° = 7147" s =205'39” = 7639" 
H=zh+1l11" oder H=h+1'20" 
H,=h-1V’1V" H,=h-1’ll”. 


Wird aber die geographische Breite =70° angenommen, so 
findet man für die Geschwindigkeit von 12 Knoten: 


s = 20539" =17539" s = 20 163” = 8163” 
H=h+51"” oder H=h-+59" 
H,=h—50" H, =h—4%" 
und für die Geschwindigkeit von 13 Knoten: 
s = 300” = 11340” s—= 301% 24” = 11964” 
‚H=h-+1'54” oder H=h+2'7" 
H,=h—1'53” H,=h-—1'52”. 


*) Diese Formeln gelten ganz allgemein, auch in dem Falle, wo 
die Mittägshöhe 90° überschreitet, und man erhält aus denselben die 
geographische Breite stets mit dem gehörigen Zeichen. 
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Sollte die aus der wahren Mittagshöhe abgeleitete geogra- 
phische Breite mit der gegissten wenig übereinstimmen, so wäre 


die Rechnung mit Zugrundelegung der corrigirten Breite zu wie- a 


derholen.. Ein Fehler in der angenommenen Breite von einigen 
Minuten hat übrigens auf die Correction der Mittagshöhe keinen 
merklichen Einfluss. 


Der praktische Gewinn, welcher der Schifffahrt aus dieser 
Reduction erwächst, ist allerdings kein bedeutender. Wenn man 
es aber für nöthig erachtet, bei Ortsbestimmungen zur See, klei- 
nere Verbesserungen, wie die Parallaxe oder die Correctionen der 
Refraction wegen Temperatur und Barometerstand zu berücksich- 
tigen, so ist die Verbesserung wegen der Schiffsbewegung, welche, 
wie obige Beispiele zeigen, leicht mehr als das Zehnfache des 
grössten Parallaxenwerthes betragen kann, immerhin der Erwäh- 
nung werth. 


XWEEn. 
Ueber eine stereometrische Aufgabe. 


Von 


Herrn Jos. Eilles,‘ 


Assistenten am Königl. Ludwigs-Gymnasium in München. 


Aufgabe. Es wirdineinem Zylinder eine zur Grund- a 


fläche senkrechte Ebene ABCD (Taf. Il. Fig. 1.) gelegt; 'F 
hierauf der Zylinder durch eine zu ABCD senkrechte 


Ebene EJK schief abgeschnitten; es soll der körper- | 
liche Inhalt des schief abgeschnittenen Zylinders be- 
rechnet werden, wenn der Radius der Grundfläche, die ° 
grösste und kleinste Höhe und die Sehne JK bekannt N 


sind. 
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Auflösung. 1) Da Eb. ZJK 1:Eb. ABCD, so ist auch die i 
Sehne JK, nach welcher EJK die Grundfläche AJBK durch- 


schneidet, zu ABCD senkrecht, und es ist: JK1LAB und 


JKNLEFY, wo EF den Durchschnitt von ABCD und ZJK vor- 
stell. Zieht man nun in dem Kreise AJBK durch einen belie- 
bigen Punkt S der Peripherie eine zu JK parallele Sehne ST 
und legt durch dieselbe eine zur Axe parallele Ebene, so schnei- 
det diese den Zylinder nach einem Parallelogramme STUZ und 
die schiefe Schnittebene EJK nach der Geraden L®; und es ist: 


UZHSTHIK. 


Legt man nun durch JK ebenfalls eine zur Axe parallele Ebene, 
so folgt aus einem bekannten Satze der Stereometrie: 


LAHJK, 


also ergibt sich: 
UZH#L®Q, somit auch: LQH CUDZ. 
Fällt man also aus Z und @ auf die Grundfläcke CUDZ die 


| Perpendikel LR und QP, und legt durch ZR und @V eine Ebene, 


so muss diese, wie man sogleich sieht, die Grundfläche CUDZ 
nach einer zu LQ parallelen Geraden RV durchschneiden, und es 


“entsteht ein Rechteck LRQV, so dass LE=0QV ist. Nennt 


man nun EF die Axe der schiefen Schnittfläche, so hat man, da 
LQNIEY, weil auh JKALEFY, sogleich folgenden Satz: 


Wenn man in der schiefen Schnittfläche auf der Axe ein Per- 
pendikel errichtet, so sind die von den Endpunkten des Perpen- 
dikels auf die Grundfläche gefällten Perpendikel einander gleich. 


2) Zieht man nun in der Grundfläche CLDS (Taf. II. Fig. 2. 
und Taf. II. Fig. 3.) zwei unendlich nahe an einander liegende und zu 
JK parallele Sehnen LM und N®, und legt durch dieselben parallel 
zur Axe OP des Zylinders Ebenen, so schneiden diese, wie be- 
reits oben gezeigt wurde, die schiefe Schnitifläche EJK nach den 
zu JK parallelen, also auf EY senkrechten Geraden FG und AT, 
und es sind also die aus F, @ und Z, T auf die Grundfläche 
CLDS gefällten Perpendikel einander gleich. Legt man dann 
durch die Erzeugenden FL, HN, GM, T®Q des Zylindermantels 
und die Axe OP des Zylinders Ebenen, so schneiden diese die 
Grundfläche CLDS nach den Radien LP, NP, MP, QP und 
die schiefe Schnittfläche EJK nach den Geraden VF, VH, VG, 
VT, wobei YV der Punkt ist, in welchem die Axe der schiefen 
Schnittfläche von der Axe des Zylinders durchschnitten wird. Da 
nun die zwischen den Sehnen LM und NQ liegenden Bogen gleich 


13* 
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sind, und wegen der unendlichen Kleinheit als gerade Linien betrach- 
tet werden können, so entstehen auf diese Weise zwei dreiseitige 
schief abgeschnittene Prismen LNPV und MQPV, welche kon- 
gruente Grundfläichken LPN und MP® haben, und deren drei 
Höhen bezüglich gleich sind, die also nach einem bekannten Lehr- 
satze der Stereometrie inhaltsgleich sind. 


Legt man nun durch JK eine zur Axe OP parallele Ebene 


JKRS und denkt sich in der Grundfläche CRS alle möglichen 


unendlich nahe an einander liegenden und zu JK parallelen Seh- 
nen gezogen und alle oben beschriebenen Ebenen gelegt, so wer- 
den die beiden Theile CEVJRP und CEVKSP in eine gleiche 
Anzahl bezüglich gleicher dreiseitiger schief abgeschnittener Pris- 
men zertheilt, sind also inhaltsgleich. 


3) Betrachtet man nun in dem Körper CRPEJV zwei auf 
einander folgende Prismen UPLAXVF und LPNFVH, so haben 
diese ausser der Höhe aus Y‘auch noch die Höhe aus F gemein- 
schaftlich. Setzt man daher die Anzahl der Prismen, in welche 
der Körper getheilt wurde, =n, und bezeichnet die Prismen der 
Reihe nach durch P,, Pa; Ps; .... Pn; bezeichnet man ferner die 
Höhen, vom Punkte E angefangen, der Reihe nach durch A, hı> 
Ag; .... An und die aus V gefällte Höhe mit x, so erhält man nach 
einem bekannten Lehrsatze der Stereometrie, wenn ausserdem 
noch g eine der unter einander kongruenten Grundflächen vorstellt: 


h+h,+z 
Pilz, 
h,t+h+zx 
N reg FIrBR 
De 


3 3 
p, IRB? 


daher wird, wenn man addirt: 
n@+Mnth+2%lh +h2+... + An-ı) 
. 2 ES ir u) 


Da nun die Sehnen UW, LM, NQ.... unendlich nahe an 
einander liegend gedacht werden müssen, so können die zwischen 


CPREJV=y 


ihnen liegenden Abschnitte des Durchmessers als einander gleich 
betrachtet werden. Die Geraden, welche von den Durchschnitten 


der Sehnen UW, LM.... mit dem Durchmesser CD nach den 
Durchschnitten a, db, e.... der Geraden X'Y'‘, FG, HT... mit der 


J 
. 
se 
pi 
ev 
0 u Vs En TE | 


RE 1 


- er ee 


f; et ii "dc 3a a n DEAN ET; ur Ph £,} 
ne a er a BAHR I 

et. a 0 

Er au : 
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Axe EY gezogen werden können, sind nichts anderes, als die 
Durchschnitte der Ebenen X’ W, FM, HQ.... mit der Ebene ABCD, 
und sind folglich einander parallel. Es sind also auch die zwischen 
den Geraden X'F!’, FG, HT. .... liegenden Abschnitte der Axe ZF 
einander gleich, wie ein bekannter Lehrsatz der Planimetrie lehrt. 
Fällt man nun aus den Punkten a, Bd, c.... der Axe EF auf die 
Grundfläche Perpendikel, so sind diese, da X’Y', FG, HT... zu 
C©RDS parallel sind, den A,, Ag, Az.... gleich. Zieht man nun 
durch E, a,b, e.... (Taf. Ill. Fig.4.) zu CD die Parallelen Zd, 


ae, bf...., so ist: 
AEadD AabeD Abcf ....; 
also: ad= 1 NE 
d. h. die Unterschiede zweier auf einander folgender Höhen sind 
einander gleich. 
Bezeichnet man daher diesen Unterschied mit «, so hat man: 


hı —h-+e, 

a hte=hr+%e, 

h; zh,te=h+se, 

In =ina-2+e=h+(n—)e, 

in zn te=h+ne; 
daher ist: 


hı +Asthzt.... +m-ı Bun (r—N)h+e+2c+..+(n—]1)e 
= (na EI. 
Es wird also nach dem Vorigen: 


Er ea ul BE, 


c+2h+ na 
= U re Re 
Da nun ng=CRP=y und n« der Unterschied zwischen der 
grössten und kleinsten Höhe, also, wenn man die grösste Höhe 
mit H bezeichnet, HH —h ist, so findet man: 

CPREIV = 7. Zt HH, 


Um x zu bestimmen, hat man, wenn man in der Ebene C DEF 
(Taf. 111. Fig. 5. und Fig.6.) die Höhen A, x und Z, ferner EgtH# CD 
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ieht, und Een=(CZ=ß, Em=CP=1r setzt, wo r den Radius 
Grundfläche vorstellt: 
SEY:EV= En:Em=ß:r, 
EY:EV=Yg:VYp=H-—h:Vp; 
also ist: 
ß:r—= H—h:Vp, 


folglich : 
r(H—h 
AUCH ET ); 
also wird: 
z—=h+Yp hr, 
somit: 
KEN Er a 
CPREJV/ = Va RS 


KaB—n)+HB+N 
ernten, 


Bezeichnet man also den Sektor CRPS=2y mit G, so wird: 


CRPSEJVK = EPID ÜRER, 


Um nun den Körper CRSEJK zu finden, hat man, je nachdem 
EY selbst (Taf. III. Fig. 2.) oder erst deren Verlängerung (Tal. I. 
Fig. 3.) von der Axe des Zylinders getroffen wird, das schief ab- 
geschnittene Prisma RPSJKV zu addiren oder zu subtrahiren. 
Bezeichnet man das Dreieck RPS mit d, so erhält man: 


RPSIKP = Be 
2 pr DEN VPE 
_ 3 
mr H(2ß+r)+h(ß—r), 
— ah; 3ßB 3 


folglich wird: 


CSREJK= 6. Arm EhaRTn +8. ern. 2) 
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Um den vollständigen schief abgeschnittenen Zylinder zu finden, 
hat man noch den Körper RSDJIKB zu addiren. Derselbe kann 
aber als ein Prisma betrachtet werden, dessen Grundfläche RSD 
—r?n —G7F6 und dessen Höhe = AH ist. Daher wird: 


On=-2 
Schief abgeschn. Zylinder = a a a 


H(28 47) + h(B—r) 
ERREGT HER a 


+(?n —GF6),H, 
oder, wie man nach einlachen Reduktionen findet: 


Schief abgeschn. Zylinder =r?27H4+ 5 s [r(G +9) —-P(2G+0)], 


wobei das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nachdem 
die Axe der schiefen Schnittfläche selbst oder deren Verlängerung 
von der Axe des Zylinders getroffen wird; oder, mit anderen Wor- 
ten, je nachdem der Bogen, der das von der einen Grundfläche 
übrig bleibende Segment begrenzt, kleiner oder grösser als 180° ist. 


Die in der vorausgehenden Formel enthaltenen Grössen ß, d, G 
können, wenn der Radius r der Grundfläche und die Sehne JA =a 
gegeben sind, leicht durch Rechnung gefunden werden, so dass 
also die gestellte Aufgabe vollkommen gelöst ist. 

Zusatz I. Geht die schiefe Schnittlläche durch den Mittel- 
punkt O der Grundfläche AJBK, so wird: d6=0, P=r, G=H#r?r; 
daher hat man: 


H— 
Schief abgeschn. Zylinder =r?r A + 3, A [rd — v3] 


5A -+h 


8 
—r?n. 
6 


Zusatz Il. Durchschneidet die schiefe Schnittfläche den gan- 
zen Zylindermantel, so wird B=2r, d=0, G=r?n; folglich 
hat man: 

A H-—h 
Schief abgeschn. Zylinder = r?r 9 + Sue (rd — 4r®r) 


H+h 


—m2 
ZT. 
2 


Zusatz 1ll. Geht die schiefe Schnittfläche durch den Punkt 
C der Grundfläche, so wird A=0, also: 


Schief abgeschn. Zylinder = r?r HA + er [r (G@+5) — PB (2G +0)]- 
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Wird überdiess der ganze Zylindermantel von der schiefen 
'Schnittfläche durchschnitten, so wird d=0, B=2r, G=r?n; also: 


Schief abgeschn. Zylinder =r?r AH -+ 29 — 4r?r) 
—1r2rzH. 


Zusatz IV. Um das Stück AJKE des Zylinders zu finden, 
hat man nur vom ganzen Zylinder den schief abgeschnittenen 
Zylinder CRDSEJKB zu subtrahiren; es wird also: 


AJKE= r?nH— r?2ıH— = x [r (@ +6) — B(2G +0) ] 
= [P2@G+Ö) er 


3ß 
wobei das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nachdem 


A > 0 is 
arceKAJ — 180 ist. 

In dieser Formel ist 4—h oflenbar die aus & auf AJK ge- 
fällte Höhe. 


Zusatz V. Wird ein gerader Zylinder durch eine Ebene 
schief durchschnitten, so kann man immer aus einem Punkte der 
Axe auf die schiefe Schnittfläche ein Perpendikel fällen. Eine 
Ebene, welche durch dieses Perpendikel und die Axe gelegt wird, 
steht dann, weil die Axe eines geraden Zylinders auf der Grund- 
fläche senkrecht ist, sowohl auf der schiefen Schnittfläche, als 
auch auf der Grundfläche senkrecht. Aus dieser Betrachtung folgt, - 
dass die oben angegebenen Formeln für den geraden Zylinder 
für jede Schnittebene giltig sind. 


‘ 


- 
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XIX. 


Ueber die Gleichung zwischen dem Halbmesser des 
Kreises und den Seiten des eingeschriebenen Fünf- 
ecks und Zehnecks. 


Schreiben an den Herausgeber 


von 
Herrn Carl Schmidt 


in Spremberg. 


Die Bemerkung S. 240. Thl. 41. des Archivs, „dass ganz ele- 
mentare Mittheilungen dem Zwecke desselben keineswegs entge- 
sen sind und künftig noch öfter als bisher einen Platz finden 
sollen“, wird jedem praktischen Schulmanne erwünscht sein; ich 
lege darum Ihnen eine dergleichen zu gefälliger Begutachtung und 
event. Aufnahme in das Archiv hiermit ergebenst vor. Dieselbe 
ist durch eine andere Bemerkung S. 127. Thl. 40. veranlasst wor- 
den. Es heisst hier: „Der Beweis des Satzes, dass die Diffe- 
renz der Quadrate der Seiten des in einen Kreis beschriebenen 
regulären Fünfecks und Zehnecks dem Quadrate des Halbmessers 
des Kreises gleich ist, macht in der Elementar- Geometrie immer 
einige Schwierigkeit.‘ — In der That, wenn man auf dem direc- 
ten Wege der Berechnung jeder der beiden Seiten aus dem Ra- 
dius die Sache verfolgt, so erscheinen fortlaufend die gemischten 
irrationalen Ausdrücke mit ihrer Yd, und es bedarf zur Erhär- 
tung der Thesis längeren Umformens und selbst geschickten Ein- 
- setzens, wie solches auf der Lehrstufe, wo der Satz doch vor- 
kommen sollte, nach der Behandlung der Seite des regulären 
Zehnecks nämlich, dem Lernenden noch nicht immer geläufig ist. 
Da der Satz aber nicht sowohl als Mittel zur Construction der 
Seite des regulären Fünfecks dient, als vielmehr nur eine der 
merkwürdigeren von den 'unerschöpflichen Relationen zwischen 
geometrischen Grössen abgiebt und sein Werth nur in der gros- 
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j 


sen Vereinfachung der Berechnung der Fünfecksseite liegt, so \ 


kann natürlich im ersten Lehrgange keine besondere Mühe auf 
ihn verwandt werden, und es erklärt sich, dass er von den grund- 
legenden Sätzen öfter ausgeschlossen und nur als Uebungsaufgabe 
für die Handhabung der Rechnung benutzt wird. Indessen scheint 
es mir, dass ein ganz einfacher Beweis für den Satz, wenn er 
sich darböte, nicht unwillkommen sein müsste. Ich bediene mich 
für einen solchen des folgenden 


- Lemma. Stehtaufdem Kreisdurchmesser MB (Taf. ll. 
Fig. 7.) eineLinie AD senkrecht in D, und liegt ihr End- 
punkt A ausserhalb des Kreises, so ist, wenn die Se- 
kante AB von dem Endpunkte der Senkrechten nach 
einem Endpunkte des Durchmessers den Kreis in 4 
schneidet, 


AD?— AE.AB + DB.DM*). 


Beweis. Wird 4 mit dem Mittelpunkte F des Kreises ver- 
bunden, so ist 


AD? = AF?— FD*. 
Wird die Tangente AT=t, werden die Radien F7' und FG=r 
gezogen, und wird D@G als halbe kleinste Sehne für den Punkt 
D=s genommen, so ist: 


AF?=1t? +72, 
FD? = 1? —s?; 
also: 
AD? — AF?— FD?—= +52 = AE.AB+DB.DM. 
Es lässt sich bald bemerken, dass dies Lemma einer allge- 
meineren Fassung fähig ist. D muss in der Peripherie eines 
Kreises um AF als Durchmesser liegen. Dann ist AD? gleich 


der Summe der Potenzen der Punkte A und D für den Kreis 


um F, so lange A ausserhalb und D innerhalb der Peripherie 
dieses Kreises liegt; es ist aber AD? gleich der Differenz 
dieser Potenzen, sobald die Punkte A und D entweder beide 
ausserhalb oder beide innerhalb des letzteren Kreises liegen. Der 


*) Dieses Lemma kann als eine Verallgemeinerung des Satzes von 
der mittleren Proportionale betrachtet werden. Fällt nämlich der Punkt 


A in die Peripherie des Kreises, also mit G zusammen, so wird AE=0, 
und die Gleichung AD? = AE.EB-+DB.DM geht dann in die Gleichung 
AD®—=6D?—=DB.DM über, welches die bekannte Gleichung der mitt- 


leren Proportionale ist. G. 


] 
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Beweis für die übrigen zwei von den drei Fällen, die bei wach- 
'sendem Radius des Kreises um F eintreten, sowie für die zwei 
Uebergangsfälle, lässt sich leicht nach Analogie des gegebenen 
Beweises führen. Aber weder die allgemeinere Fassung des 
Satzes, noch die Beweise für die verschiedenen einzelnen Fälle 
sind für den gegenwärtigen Zweck nöthig. Nun zur Sache. 


1. Aufgabe. Eine Linie nach stetiger geometrischer 
Proportion zu theilen. (Bekannt.) 


2. Lehrsatz. Das grössere Stück des nach stetiger 
geometrischer Proportion getheilten Radius (r) ist die 
Seite (z) des regulären Zehnecks im Kreise. (Bekannt.) 


3. Zusatz. Das Quadrat der Zehnecksseite z ist 
gleich der Differenz zwischen dem Quadrate des Ra- 
dius r und dem Rechteck aus diesem und der Zehnecks- 
seite. 


Aus 
rız = z:r—z folgt ?=r(r—2) = 17? —rz. 


4. Lehrsatz. Das Quadrat der Seite f des regulären 
Fünfecks im Kreise ist gleich der Summe der Qua- 
drate der Seite z des regulären Zehnecks und des 
Radius r. | 


Beweis. Es sei M (Taf. Il. Fig. 8.) der Kreismittelpunkt, 
AB und BC seien zwei aneinander liegende Zehnecksseiten z, so 
ist AC die Fünfecksseite f, AD aber die halbe Fünfecksseite 
—1f, Wird nun über MDB als Durchmesser ein Kreis beschrie- 
ben, der AB in E schneidet, so steht ME senkrecht auf AB, 
und es ist AE=EB= der halben Zehnecksseite —=4z. Nach 
dem angeführten Lemma ist 


AD? — AE.AB + DB.DM, 
also: 


2 2 
= 5 +DB.DM. EEE 3 CH 


In den ähnlichen Dreiecken BDA und BEN verhält Sich: 
| BD:BA= BE:BM oder BD:: = ik:r, 
folglich 


22 


BD. = a ee (2) 


Es ist aber nach dem Zusatz unter 3. das Qnda der) Zehn- 
‚ecksseite gleich der Differenz zwischen dem Quadrat des Radius 
und dem Rechteck aus diesem und der Zehnecksseite; wird dem- 


7 


nach für z? in (2) eingesetzt r?—rz, so Seen sich: j 


= 


folglich BD = ; 


2?—rz 
BD.r =. 


also: 


Es ist demnach in (1) das Rechteck 


7 TE 17? — 2 


DB.DM= Tg ng = 70 > 
und folglich: 
f?_2 r2— 22 22472 { 
ı It mare 
also: 
P=2+ 72, 
womit der Satz bewiesen ist. a 


= 


ee; - 
a nz 4 
+. N 
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xx. 
Elementare Berechnung der Logarithmen. 


Von 


Herrn Doctor Paugger, 


Adjuneten der k. k. hydrographischen Anstalt in Triest. 


So schnell und einfach die Logarithmen mit Hilfe der Reihen 
berechnet werden können, die die Analysis darbietet, ebenso 
langwierig und complizirt sind die bekannten Methoden zur Loga- 
rithmenberechnung mit elementaren Mitteln. Es dürfte daher 
nicht ohne Interesse sein, wenn im Nachstehenden eine neue, 
ganz elementare Methode mitgetheilt wird, nach welcher die Lo- 
garithmen beliebiger rationaler oder irrationaler Zahlen fast ebenso 
schnell und leicht, in einigen Fällen sogar noch schneller, be- 
rechnet werden können, als durch Reihen. 


Es sei der dekadische Logarithmus von der Zahl N zu be- 


aNm 
= Ist @ die Anzahl der 


rechnen, so hat man zunächst AN = 
10 


ganzen Stellen in N=, so wird AN —=a—1-+x oder 
10 
IN — er er 7, a2) 
EB m 5 
wobei x, und folglich auch (l— x), kleiner als 1 sein muss. Für 
a—1 
m 


ein hinlänglich grosses m kann man näherungsweise AN = 
10 
a ® . ® 

oder = selzen, und es wird der dabei begangene Fehler kleiner 


1 . 
als Seh Bei der Wahl zwischen den genäherten Werthen 
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a—] 


RT) : i 
und in muss man sich, um den Fehler am kleinsten zu 


machen, für denjenigen aus beiden entscheiden, der sich nicht 
abkürzen lässt. — Es handelt sich nun aber darum, die Anzahl 
der Ziffer a in den ganzen Stellen der Potenz Nm in jedem Falle 
genau anzugeben. Dazu führt uns folgender Lehrsatz: 


m m an m mn 
Sind 1, v10, W 102... V 107, V 10H, ... X 10r-i, 10 
die mten Wurzeln aus allen Potenzen von 10, deren 
Exponent m nicht übersteigt, und liegt die nziffrige Zahl 
Ni in Bezug auf ihre obersten Ziffern zwischen eben so 


viel der obersten Ziffern von NAT und VIOH ohne 

Rücksicht auf den Dezimalstrich, so hat N” genau 

(mm—m+r+]) Ziffern. | 
Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Der Voraussetzung 


7 


m N ee 
gemäss muss Y 10 << Y 104, daher 


10mm -m-+r < Nn< 10m —m+r+1 


sein, woraus folgt, dass N” gerade ma —m-+r+1 Ziffern hat. 

Um, da m beliebig gross gemacht werden soll, bei der Be- 
stimmung der Anzahl Ziffern von Nm nach diesem Satze nicht 
die vielen Wurzelausziehungen aus den m—1 niedrigsten Poten- 
zen von 10 vornehmen zu müssen, setzen wir m=2* und erheben 
N successive auf die zweite Potenz, bis m für die verlangte Ge- 
nauigkeit gross genug ist. Dabei braucht man aber nur die ober- 


sten Ziffern des jedesmaligen Quadrates und zwar um so mehr _ 


derselben zu entwickeln, je weiter man die Genauigkeit treiben 
will; diese Ziffern hat man bloss mit den obersten Ziffern von 
v10 = 3'1622776.... zu vergleichen, und je nachdem eine gewisse 
Anzahl derselben, als Zahl betrachtet, grösser oder kleiner ist, 
als dieselbe Anzahl oberster Ziffern in 3-1622776. .., wird das 
nächste Quadrat doppelt so viel Ziffern haben, as das eben zu 
quadrirende, oder um eine Ziffer weniger, als doppelt so viel. 

Für m—=21—=131072 erhält man die Logarithmen auf 5 De- 
zimalstellen vollkommen genau; dabei hat man anfänglich 6 bis 
7 der obersten Ziffern, später aber immer weniger, bei den ein- 
zelnen Quadrirungen zu entwickeln, was mit einem ganz mässigen 
Rechnungsaufwand geschehen kann. 

Folgende Tabelle gibt eine Uebersicht der Berechnung des 
Logarithmus von 83 auf 5 Dezimalen mit Angabe der successiven 
Näherungswerthe. 
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EEE TERET ZEITEN EEE TITT CHE WITT TER STETVERT IE FEELTET SITE SET EEBECTTHTPEIE EIN EEE rn IE TEE FE TEE 


Anzahl der) 


Genäherter Logarithmus 


" Potenzen von sa Exponent 


Ziffern RE 

83 1 2|(2:1) — 2:00000 
6889 2 4 | (3:2) = 1:50000 
47458321 4 | 8 | (7:4) = 175000 
. 22522922... 8] 16 | (15:8) — 187500 
50728200... 16 31 | (81:16) — 1-93750 
25733508... 32 62 | (61:32) — 190625 
6622132... 64 123 | (123: 64) — 1-92188 
438526... 128 246 | (245: 128) = 1-91406 
192306... 256 492 | (491 :256) — 1-91797 
36981... 512 983 | (983: 512) = 1:91992 
13676... | 1024 1966 | (1965 : 1024) — 1-91894 
1870.... | 2048 | 3931 | (8931: 2048) — 1-91943 
3499... | 4096 | 7861 | (7861: 4096) — 1-91919 
1224.... | 8192 | 15722 | (15721:8192) = 1-91907 
150... | 16384 | 31443 | (31443:16384) = 191914 
22,.. 32768 | 62885 (62885 :32768) = 1-91910 
ER 65536 | 125769 | (125769: 65586) = 1-91909 
ER 131072 | 251538 | (251537 : 131072) = 1-91908 


Will man nach dieser Methode Logarithmen für eine andere 
Basis als 10 berechnen, so braucht man bloss diese neue Basis 
zugleich als Grundzahl eines Zahlensystems anzunehmen und die 
ganze Rechnung in diesem Systeme zu machen. Der oben ange- 
führte Lehrsatz lässt sich leicht darnach wenden und als gültig 
erweisen. Sehr einfach gestaltet sich die Berechnung der Loga- 
rithmen auf diese Weise für die Basis 2 im dyadischen Zahlen- 
systeme. Die Berechnung des Logarithmus von 7 für diese Basis 
auf Millionstel genau ist ganz ausführlich beigegeben. (Siehe am 
Schluss dieses Heltes.) 


Kr ee un fi 
D>E 
u] 


200 Paugger: Lösung einer nautischen Aufgabe. 


XXE. 
Lösung einer nautischen Aufgabe. 


Ven 


Herrn Doctor Paugger, 


Adjuncten der k. k. hydrographischen Anstalt in Triest. 


Aufgabe: Ein Schiff A bekommt in hoher See ein 
anderes Schiff B inSicht. Beide Schiffe sind in Fahrt 
begriffen. Es sollen an Bord des Schiffes A durch 
geeignete Beobachtungen der Curs, die Entfernung 
und die Geschwindigkeit des Schiffes 3 bestimmt 
werden, unter der Voraussetzung, dass Curs und Ge- 
schwindigkeit des letzteren Schiffes constant bleiben. 


Bevor wir zur Lösung dieser Aufgabe schreiten, machen wir 
folgende. einleitende Betrachtung: Haben beide Schiffe constante 
Curse und Geschwindigkeiten, dann wird, wenn man von A aus 
in gleichen Zeitintervallen das Schiff 3 mehrmals peilt und die 
so erhaltenen Peilungslinien auf die CGursrichtung von A unter 
den entsprechenden Neigungswinkeln in den einzelnen unter sich 
gleichweit abstehenden Beobachtungspunkten aufträgt, auch die 
Curslinie des Schiffes 2 durch dieselben in unter sich gleichen 
Theilen geschnitten werden. Aus der Theorie der Kegelschnitte 
aber ist bekannt *), dass sämmtliche in Rede stehende Pei- 
lungslinien Tangenten zu einer Parabel sind, welche auch 
von den beiden Cursen berührt sind. Es folgt dies nämlich aus 
dem Satze, dass zwei beliebige veränderliche Tangenten einer 
Parabel auf zwei festen Tangenten derselben Abschnitte bilden, 
deren Verhältniss constant ist. In unserem Falle ist das Verbhält- 
niss der Abschnitte, welche je zwei Peilungen an den beiden 


*) Siehe: Analytische Geometrie von Fort und Schlömilch, 
Leipzig 1855, Seite 176 etc. 
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Cursen bilden, gleich dem Verhältnisse der Geschwindigkeiten 
beider Schiffe. Da die Geschwindigkeit, des Schiffes 2 unbe- 
kannt ist, so kann man bloss durch Peilungen die Lage des Cur- 
sesvon B gegen den von A nicht bestimmen, weil jede beliebige 
Berührende der Parabel an die Stelle des Curses von B treten 
kann, indem ja die Peilungslinien von jeder Stücke abschneiden, 
welche denen am eigenen Curse proportionirt sind. 


Nicht so verhält es sich, wenn das Schiff A seine Ge- 
schwindigkeit oder seinen Curs ändert, während natürlich 2 sei- 
nen Curs und seine Geschwindigkeit unverändert beibehält. Hat 
man nämlich vom Bord des Schiffes A aus, mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit fahrend, das Schiff 2 mehrmals gepeilt und die 
Peilungslinien am Curse von A in den einzelnen Beobachtungs- 
punkten verzeichnet, so hüllen diese eine Parabel ein, welche auch 
vom Curse des Schiffes 3 tangirt werden muss. Aendert man 
hierauf die Geschwindigkeit des Schiffes A und peilt 2 abermals 
in gleich unterschiedenen Zeitmomenten mehrere Male hinterein- 
ander, so erhält man ein anderes System von Peilungslinien, die 
eine andere Parabel einliüllen werden, zu der aber der Curs des 
Schiffes B ebenfalls eine Tangente sein muss. Da nun eine 
Parabel durch vier gegebene Bedingungen (in unserem Falle 
durch drei Peilungen und den eigenen Curs als Berührende) der 
Lage und Grösse nach vollkommen bestimmt ist, zu zwei Para- 
beln aber im Allgemeinen nur drei gemeinschaftliche Tangenten 
gezogen werden können, wovon eine in vorliegender Aufgabe der 
Curs des Schiffes A ist, so folgt, dass durch Aenderung der Ge- 
schwindigkeit des eigenen Schiffes die Lösung der gestellten 
Aufgabe eine bestimmte wird. Durch blosse Cursänderung des 
Schiffes A wird der gleiche Zweck erreicht, indem man auf jedem 
Curse die nöthige Anzahl Peilungen nimmt und die Lage der 
‚gemeinschaftlichen Tangenten der durch diese Peilungen bestimm- 
ten zwei verschiedenen Parabeln sucht. - Es ist nicht schwer, 
auf diese Weise eine construktive Lösung der Aufgabe herzu- 
stellen, indem die Parabeln durch Berührende sehr leicht mit 
hinreichender Genauigkeit gezeichnet werden können; allein wir 
übergehen sie, um sogleich die analytische Lösung vorzunehmen, 
welche sich weit allgemeiner und einfacher gestaltet. 


Es sei OA (Taf. IV. Fig. 1.) des Curs des Schiffes A und 
OB der des Schiffes ZB, also O ihr gemeinschaftlicher Durch- 
schnittspunkt bei hinreichender Verlängerung derselben. Der von 
den beiden Cursen eingeschlossene Winkel werde mit.p bezeich- 
net. In gleichen Zeitintervallen sei an den Punkten C, D, E, F 
das Schiff 2 gepeilt und die Winkel, welche diese Peilungslinien 


Theil XLIL, 14 
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mit dem eigenen Curse nach vorne hin einschliessen, gleich «, 
B, y, d gefunden worden. Die Strecken, welche diese Peilungen 
an dem Curse des Schiffes B abschneiden, werden sämmtlich 
gleich sein; wir bezeichnen sie einzeln mit v. Die analogen, in 
gleichen Zeitunterschieden zurückgelegten Wege am eigenen Curse 
dürfen, wie wir früher gesehen und wie auch aus dem Resultate 
dieser Entwickelung hervorgehen wird, wenn die Aufgabe bestimmt 
sein soll, nicht einander gleich sein, oder, was gleichviel, das 
Schiff A muss in einem der nach C folgenden Beobachtungspunkte 
oder in mehreren, seine Geschwindigkeit ändern. Der Allgemein- 
heit wegen wollen wir diese Wege sämmtlich ungleich annehmen, 
und sie der Reihe nach mit m, n, r bezeichnen. Als Normal- 
lage der Curse beider Schiffe, welche bei den folgenden Entwicke- 
lungen im Auge behalten wird, nehmen wir die an, welche in Taf. IV. 
Fig. 1. dargestellt ist, nämlich, dass A sich dem Durchschnitts- 
punkte der Curse O nähert, während BZ sich von demselben ent- 
fernt und das Schiff A steuerbord passirt. Jede andere Lage lässt 
sich leicht durch entsprechende Bezeichnung der in Rechnung ° 
- kommenden Grössen auf diese Lage zurückführen. 


Wir haben oben gesehen, dass auch eine QCursänderung des 
Schiffes A die Auflösung der Aufgabe zu einer bestimmten mache. 
Mau kann diesen Fall jedoch leicht auf den einer Geschwindig- 
keitsänderung zurückführen. Denn man hat in dem Beubachtungs- 
punkte D (Taf. IV. Fig. 2.) den Curs um den Winkel % geändert, ° 
und ist in dem neuen Curse mit unveränderter Geschwindigkeit 
die Strecke DE, = DC in dem festgesetzten Zeitintervalle zu- 
rückgelegt und in E, der Peilungswinkel 7, gefunden worden, 
so erhält man die Strecke DE, welche diese Peilungslinrie am 
alten Curse von D aus abschneidet: 


sinn 
sinn” 


DE = DE, 


wobei n„=(m-+%) ist*). 


Es ist aber für die Richtung der Peilungsliniie ZE, ganz 
einerlei, ob A mit unveränderter Geschwindigkeit im neuen Curse 
die Strecke DE, zurücklegt und in &, der Winkel 7, beobachtet 
wird, oder ob im alten Curse die Strecke DE zurückgelegt und 
in E der Winkel .n beobachtet worden wäre. Auf gleiche Weise 
kann man die Peilungen vom alten Curse auf den neuen reduziren. 


*) Nach einer beiläufigen Schätzung muss man w so annehmen, 
dass n und 7, nicht supplementäre Winkel werden, weil sonst DZE=DE, 
werden würde. | 
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“ Der Fall einer Cursänderung braucht daher nicht weiter berück- 
sichtigt zu werden. 


Wir bezeichnen nun noch die Entfernungen der Schiffe A 
und B von dem Durchschnittspunkte O ihrer Curse für. den 
Augenblick der ersten Peilung respective mit p» und g, dann hat 
man, wenn wir vor der Hand von der Entfernung beider Schiffe 
von einander noch absehen, im Ganzen die vier Unbekannten p, 
9, v und 9, zu deren Berechnung vier verschiedene Gleichungen 
nothwendig und hinreichend sind. Diese erhält man aus Taf. IV. 
Fig. 1. am Einfachsten in folgender Form: 


p:yg =sin(@e+9):sine, 

(p—m):(g-+v) = sin(ß-+9):sinß, 
(p—m—n):(g+2v) = sin(y+ Y):siny, 
(p—-m—n—r):(g+ 30) = sin(d + p): sind. 


Es’ sind somit vier in gleichen Zeitabschnitten gemachte Pei- 
lungen genügend, um alle Bewegungselemente des Schiffes B zu 
finden, vorausgesetzt, dass das Schiff A seine Geschwindigkeit 
(nach jeder Peilung oder, wie wir später sehen werden, auch 
nur einmal) ändert. — Verwandeln : wir diese Proportionen in 
Gleichungen, subtrahiren jede der drei letzten von der ersten, 
indem wir zugleich: 


DA; 


cotga=a, 
coteß —=b, 
1 Bee Mg gß 
cotgy=c, 
cotgd=d 


setzen, so erhalten wir: 


m = q(a—b)sin erfense +bsing), 
(3. m+n = g(la— ce) sing —2v(cosp+ csinp), 
m+n+r= g(a— d)sing—sv(cosp+dsinp). 


Durch Division je zweier dieser Gleichungen bekommt man: 


m-+n _ ga: — ce) —?r(cosp + esinY) 


4 m "gla—b)—v(cosp-+bsing) ’ 
ae m+n+r _ Na—d) —Sv(eosp+dsinp), 
m gq(a—b) —v(cosp-tbsingp) ’ 


und wenn man Zähler und Nenner im zweiten Theile dieser Glei- 
chungen durch gsinp theilt und zugleich: 
14* 
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=—=u und 
NN RR 
ctggo —=r 


m+n _a—c—2ul@+e) 

(6) m a-b-us+b) 
TEE mtn+r _ a—d—sube+d) 
m 97 a—b—u(z+b) f 


Durch Elimination von x erhält man hieraus endlich: 


(7) 
_ m(be— 2bd + cd) +n(dad — 2ae—2bd+bec) + r(ab —2ac+ be) 
u m(b —2c4Hd) +n(—arb+c—d)+r(a—%+te) : 


oder in anderer Form, welche zur Berechnung von x besser ge- 
eignet ist: 
_ (a —b)\(nd —re) +(b — c)(ra— md) +(c — Atmbra 2na-+ -Znatnb) 
m(b—2c+d) Hn—a+b+c—d) +rla— +) 


Eliminirt man x aus den Gleichungen (6), so bekommt man 
daraus: 
(8) 
__ mtb—2c+d) +n(—a+b+c—d) +r(a—2b+ c) 
— m—b+4c— Id) + n(—b —2c + 3d) + r(265 —2e) 
Theilt man die erste der Gleichungen (3) beiderseits durch 
ysin p, so erhält man mit Berücksichtigung von (5): 


/ 


np a b—ulctb), und hieraus: 


R = MT. DE 
Ian b—ueeb! 
daher, weil nach (5) v = gu ist: 
> MUr 
a—b—u(z+b) 
‘ mu 
vsinp=-—T 


—b—uc+b)’ 


worin vcos@ die Projection der Baches den Beobachtungszeiten 
von dem Schiffe B zurückgelegten Strecke v» auf den Curs des 
Schiffes A und vsin auf eine darauf Senkrechte vorstellt. 


VCOSYp= und 
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Bezeichnet man mit o die Entfernung der beiden Schiffe im 
Momente der ersten Peilung, so ist, wie man aus Taf. IV. Fig. 1. 
ersieht: 

gSinp= osine, 
am) folglich erhält man mit Rücksicht auf (9): 
REDE. SE SE 
NG Tr rule +6)’ 


wobei esin« den senkrechten Abstand des Schiffes 3 vom Curse 
des Schiffes A im Augenblicke der ersten Beobachtung bedeutet. 


Führt man die Werthe von x und x aus (7) und (8) in die 
Gleichungen (10) und (11) ein, so erhält man nach einer kleinen 
Umformung: 


(12) 
_ (a—b)(nd—rc)+(b—c)(ra—md)+(c—d) Be +n 140). 
ah KO 3la — b)(e — d) —(a— d)(b— ec) 
; m(b—2c+d)tn—a+b+c—d) trla—26+0) 

RUTORE, 3(a—b)(e—d)— (a— d)(b— ec) 

3 m(b —4c +3d) + n(b +2ce — Id) + 2r(e—b). 

3 —-b)ee—d)— (ad) — ce) 

Setzt man der Kürze halber: 
M=(a—b)(nd—rc)+{'b—c)(ra—md)+(c—d)(mb—2na+nb), 
N=m(b—2c+d)+n—a+b+c—d)+r(ka—2b-+c), 
P=m(b—4c+3d)+n(b +2c—3d) +2r(e—b) und 
R =3a—b)(e— d)— (a—d)\(b— c); 

so erhält man die Formeln (7) und (12) in folgender einfachen 

Gestalt: 


(13) 


{ P 
esine= 7; ebenso findet man leicht: 


0C08a = Gm: 
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Von den vier letzten Formeln wird man die eine oder die 
andere je nach den Werthen von p und @ gebrauchen. — Durch 
diese Resultate ist man nun vollkommen in den Stand gesetzt, 
den Curs, die Geschwindigkeit und die Entfernung des Schiffes B, 
letztere für einen beliebigen Moment, unter der Voraussetzung zu 
finden, dass die Strecken, welche das Schiff A zwischen den in 
gleichen Zeitabschnitten erfolgenden Beobachtungen zurückgelegt, 
sämmtlich ungleich siud, d. h. dass A zwischen je zwei Beob- 
achtungen jedesmal eine andere Geschwindigkeit habe. Gehen 
wir nun von dieser Voraussetzung ab und nehmen die Geschwin- 
digkeit von A durchwegs constant, also m=n=r an, so folgt 
aus den Gleichungen (3) durch Division mit v: 

m 
® 


E 7 (a—b)sinp—(cosp + bsing), 


2— = (ae) sing—2(cosp-+csing), 


3= S> 7(a—d)sinp—3(cos po+dsiny); 
q 


. ® . [1 m ‘ ® 
und hieraus durch Elimination von = und ne wobei sing und 


cosp von selbst verschwinden: 
AS) Er (a—d)(b— ec) =Ila — b)(c—.d). 

Es ist diess eine merkwürdige Beziehung, welche stattfindet 
zwischen den Cotangenten der Neigungswinkel von je vier Be- 
rührenden einer Parabel gegen eine fixe Berührende, auf welcher 
letzteren jene vier gleiche Stücke abschneiden. 


Für m—=n=r gehen aber die Formeln (13) mit Berücksich- 
tigung von (15) sämmtlich in Null über; für diesen Fall erscheinen 
also sämmtliche zu suchende Grössen (14) in der unbestimmten 
Form $ und es ist daher, wie schon erwähnt, absolut erforderlich, 
dass das Schiff A zwischen den einzelnen Beobachtungsintervallen 
nicht jedesmal dieselbe Geschwindigkeit (oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, denselben Curs) beibehalte, d.h. es dürfen m, n und 
r nicht sämntlich einander gleich sein, wenn die Aufgabe bestimmt 
sein soll. Wohl aber können je zwei von diesen Strecken gleich 
sein, während die dritte von ihnen verschieden ist. 


Nehmen wir die zwei äusseren Strecken gleich, d.h. setzen 
wir r=m, so gehen die Formeln (13) über in: 


! M = (a—b)(nd—me)+m(b— c)(a—d) +(c—d)(mb—2na +nb), 
N=(m—n)(\a—-b—-c+d), 
(16) P=(m—n)(b+2c—3d), 
| R = du —b)\(e —d)— (a—d)b—c). 


» ® 
E' 


1 Sa I a TE PERL: U A N DE ee BT 
e. ad + ar .« h 4 
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Sind die zwei ersten Strecken unter sich gleich, so erhält 
man aus denselben Gleichungen wegen n=m: 


RN) —= (a—b)3md—?me—rc)+{b — c)(ra— nd), 
N = (r—m)(@a—2b +c), 

"D P=&-me-0), 
R = dla —b)\(e—d) - (a—d)\b — ec). 


Endlich, wenn die beiden letzten Strecken unter sich gleich 
sind, also r=nr ist, bekommt man: 


M = (b—c)(na — md) +(c— d)(mb — 3na-+?nb), 

N =(m—n)b—2c+d), 

P=(n—m)(b—A4c+3d), 
|LR=3a—b)(c—d)—(a—- db e). 


(18) 


Die Lösung der Aufgabe wird auch dann noch möglich, wenn 

eine oder zwei (nicht aber alle drei) von den Strecken m, n, r 
gleich Null werden, d. bh. wenn das Schiff A während der inner- 
halb zweier oder dreier Peilungen verflossenen Zeit stehen ge- 
blieben ist. Die Formeln für diese Fälle ergeben sich ebenfalls 
sehr leicht aus (13) und (14); wir führen sie jedoch, als wahr- 
scheinlich seltener zur Anwendung kommend, gar nicht speziell an. 


Bevor wir über die praktische Rechnung nach. diesen Formeln 
sprechen, mögen noch die wichtigsten Fälle zusammen gestellt 
werden, welche sich nach den besonderen Lagen der Curse und 
aus der Verschiedenheit der Richtungen beider Schiffe ergeben. 
Die dabei zu Grunde liegende Normallage der Curse und die 
Normalrichtungen der Schiffe, wornach die ganze vorstehende 
Rechnung durchgeführt wurde, ist oben in Taf. IV. Fig. 1. dar- 
sestellt. Hiervon abweichende Fälle sind: 


1. Wenn B den Üurs von A erst nach der Passirung schnei- 
det, also sich dem Durchschnittspunkte beider Curse nähert, wäh- 
rend A sich von demselben entfernt (Taf. IV. Fig. 3.). In diesem 
Falle’ wird p durch den stumpfen Winkel BOM repräsentirt und 
folglich cotgyp negativ werden. 


2. Wenn beide Schiffe sich dem Durchschnittspunkte der 
Curse nähern oder von demselben entfernen (Taf. IV. Fig. 4.); 
dann wird die Geschwindigkeit von B oder die derselben pro- 
portionirte Strecke v negativ werden und ausserdem cotgp ent- 
sprechend positiv oder negativ sein. 
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3. Wenn einige der Peilungen backbord liegen (Taf. IV. Fig. 5.), 
so hat man ihre Neigungswinkel gegen den eigenen Curs, folglich 
‘auch die Cotangenten derselben, negativ in Rechnung zu bringen 


und nebstbei noch zu sehen, welcher der vorigen Fälle’bezüglich 


der Lage der Curse eintritt. 


4. Liegen alle Peilungen backbord, so kann man ihre Nei- 
gungswinkel gegen den Curs von A und deren Cotangenten posi- 
tiv in Rechnung bringen, und erhält dann mit Berücksichtigung 
der früheren Fälle die Lage des Curses von B gegen die Back- 
bordseite des eigenen Curses. Es wird hier nur noch erwähnt, 
dass die Neigungswinkel der einzelnen Peilungslinien gegen die 
Cursrichtung von A in allen Fällen nach vorne hin zu nehmen sind. 


Für die praktische Lösung der Aufgabe nach den in (13), (14) 
oder nach den in (16), (17), (18) angeführten Formeln fügen wir 
folgende allgemeine Bemerkungen bei. Die Geschwindigkeits- 
änderung des Schiffes A darf nicht eine zu geringe sein, weil 
sich sonst die Aufgabe ihrem unbestimmten Falle, der, in (15) ange- 
geben, zu schr nähert. Bei einer Fahrt mit Dampf wird man 
beispielsweise von ganzer Kraft auf halbe Kraft oder auf ein 
Drittel derselben herabgehen oder umgekehrt; bei einer Fahrt mit 
Segel wird eine Cursänderung am Sichersten zum Ziele führen. 
Da in den citirten Formeln hauptsächlich die Unterschiede der 
Cotangenten der Peilungswinkel vorkommen, so wird man die Be- 
obachtungszeit derart wählen, dass die Aenderung der Peilungs- 
winkel möglichst bedeutend ist, welcher Fall dann eintritt, 
wenn die beiden Schiffe in der Nähe ihrer geringsten Entfervung 
sich befinden. Bei der praktischen Rechnung selbst wird man 
mit grossem Vortheile eine Cotangententabelle anwenden, wobei 
man für die Genauigkeit, wie sie zur See verlangt wird, mit fol- 
gender Tafel der Cotangenten und Tangenten von Grad zu Grad 
ausreichen dürfte. 


} 
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Tafel 
der Cotangenten und Tangenten aller Winkel von 09% bis 90°. 


3 Cotangt | Tangt = E Cotangt | Tangt 3 F Cotangt | Tangt 5 
ide) oO Io id) 
| 0/90] 1513-7321/0-2680/75 | 30/1-7321|0-5774/60 


1.572900 .0:01746 89 | 1613°4874 0:2867|74 31 11:6643 06009159 


2,238.6363/0:03492|88 | 1713°2709|0°3057173 | 32,1:6003| 0:6249/58 
3119-0811 0-05241/87 | 1813°0777|0:3249:72 | 33 1'5399| 0-649457 
ER 0-06992|86 | 19/2-9042/0-3443/71 | 3414826 0°6745156 
511:450110-08748|85 | 20127475 0:364070 35.1'4282|0:7002/55 
6; 9:514310-1051 84 | 21|2-6051 0.383969 361:3796 0:7265/54 
7| 8:144310:1228 183 ].22/2-4751|0°4040.68 | 37/1'3270/ 07536153 
7-1154/0:1405 82 | 23123559 0-4243,67 3811:2799|0:7813/52 

9| 6:313810-1584 |81 | 24 2-2460|0°4452 66 | 39]1-2349/ 0-8098[51 
10| 5:6713/0°1763 |80 | 25/2-1445|0°4663,65 | 401-1918 0°8391,50 
11) 5:1446 01944 |79 | 26|2-0503|0°4877 64 | 41111504 08693149 
12 4:7046/0:2126 78 | 27|1-9626 0-5095,63 | 42|1°1106| 0-9004|48 
13) 43315102309 |77 | 28]1:8807/0:5317|62 | 43|1:0724| 0-9325|47 
14 4:0108/0-2493 |76 | 2911-8040 0-5543 61 | 44 1.0355 09657146 
15| 373210 2680 |75 | 30/1:7321/0°5774/60 | 45, 1'0000| 1:0000[45 


E 2|2 ETE E 
= | Tangt | Cotangt | | & | Tangt |Cotangt | = | & | Tangt |Cotangt | & 
+ | 65 Ko) >- Io oO 


Schliesslich möge noch die vollständige Berechnung eines 
Beispieles Platz finden. 


Es sei an Bord des Schiffes A von 6 zu 6 Minuten ein in 
Sicht befindliches Schiff 2 gepeilt und für die Neigungswinkel 
der Peilungslinien. gegen den Curs von A folgende Werthe ge- 
funden worden: 


e=—1, B=—2%5, y= +10%, = +19. 


Im Momente der dritten Peilung habe man die Geschwindig- 
keit vermindert und aus den Loggangaben m=r =1lundr =} 
Meilen gefunden. Zur Berechnung dieses Beispieles dienen die 
Formeln (17). Man erhält mit vorstehenden Winkeln aus der 
obigen Tabelle: | 
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a=— 43315 |»  a—b= + 195272 | Imd— me —re=— 45194 
b=— 238587 | 5 |b—c =— 29:5300 ra—md=—4:3480 
c= + 56713 | |a-d=— 72357 a— 2b — c= +490572 
d=+ 2942!5|c—-d=+ 27671 


und folglich wird: 
M= +40144, P= +59:377, 
N=-3270, R=-—51571. 
Daraus findet man nach (14): 
z = cotsp = — 1'228. 


Aus obiger Tabelle findet man zu 1'228 den Winkel 39%; da 
aber der Zahlwerth der Cotangente von @ negativ ist, so hat man: 


9 = 1800-390 — 141°. 
Ferner wird: 
vcosp = —0778 oder wegen cosp = — 0'777: 
v—=+1 Meile; 


d.h. das Schiff 2 legt in 6 Minuten 1 Meile zurück, folglich hat 
es die Geschwindigkeit von 10 Meilen per Stunde. 


Endlich erhält man: 
osin«a= 0764 und wegen, sine = — (0224: 
oe= +34 Meilen 
als Entfernung des Schiffes 3 von A im Augenblicke der ersten 
Peilung. 


Um das Resultat dieser Rechnung auf der Karte graphisch 
darzustellen, ziehe man in derselben (Taf.IV. Fig. 6.) die eigene 
Curslinie Az, trage auf diese im Punkte der ersten Peilung © die 
Winkel 9= 141° und «= —13° auf. Sodann schneide man von 


C aus auf dem einen Schenkel des Winkels « die Strecke e=34 


Meilen = CDab, und ziehe durch D eine Parallele 3D zum Schen- 
kel CB, des Winkels p, so stellt diese letztere Linie den Curs 
von B dar. Trägt man nun von D aus die Strecken v, %, 3... 
in der Cursrichtung des Schiffes D auf, so erhält man den Ort 


dieses Schiffes nach 6, 12, 18, 24.... Minuten vom Augenblicke ” 


der ersten Beobachtung an gerechnet. 


Te. 
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AÄXIL 


Die mechanische Theorie der Wärme. 


Vortrag gehalten in der feierlichen Sitzung der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschaften in Wien am 30. Mai 1864 


von 


Herrn Dr. A. Freiherrn v. Baumgartner, 
Präsidenten der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien. 


(Den folgenden Vortrag des hochverdienten Präsidenten der kaiserlichen Aka- 
demie der Wissenschaften in Wien erlaube ich mir den Lesern des Archivs, 
wie ich dies schon früher öfters mit bei ähnlicher Gelegenheit gehaltenen Vor- 
trägen gethan habe, im Folgenden mitzutheilen, weil derselbe seinen wichtigen 
Gegenstand mit ungewöhnlicher Klarheit behandelt. Grunert.) 


Im Bereiche der Naturwissenschaften dehnt die Mechanik ihre 
Herrschaft immer mehr aus, obwohl sie ganz auf abstracten Prin- 
cipien beruht, unbekümmert um die wirklichen Dinge sich an der 
Hand der Mathematik fort entwickelt hat und keinerlei Erobe- 
rungsgelüste hegt. 


Die Astronomie ist durch die Entdeckung der allgemeinen 
Schwere zur Mechanik des Himmels geworden, ohne dadurch ihrer 
Herrschaft über die Erde zu entsagen; denn die Gesetze der irdi- 
schen Schwere sind nur Corollarien von Weltgesetzen. Unter 
diesen sind die Gesetze der Pendelschwingungen Veranlassung 
zur ferneren Erweiterung der Herrschaft der Mechanik geworden. 
Man hat nämlich längst den Schall als Wirkung einer Bewegung 
‚angesehen; aber erst Vergleichungen der Bewegung eines schwe- 
ren Pendels mit der einer tönenden Saite haben zu der Ueber-- 
zeugung geführt, dass über beide dieselbe Macht gebiete. So 
ist eine neue Wissenschaft entstanden, die Akustik, ihrem Wesen 
nach eine Mechanik-des Schalls, 
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Es konnte nicht unbemerkt bleiben, dass sich Licht und Schall 
auf analoge Weise fortpflanzen und auf ihrem Wege übereinstim- 
mende Veränderungen erleiden. Als man aber gar intime Bezie- 
hungen zwischen den Farben im Sonnenstrahl und der Höhe der 


Töne gewahr wurde, konnte man nicht mehr umhin, Zu unter- 


suchen, ob nicht etwa Licht und Schall auf analogen Gründen 
beruhen, um so mehr, da die damals herrschende Ansicht, das 
Licht sei ein materieller Ausfluss von leuchtenden Körpern, den- 
kenden Köpfen nicht mehr genügen wollte. Als endlich’ gar an 
der doppelten Brechung, Polarisation, Interferenz des Lichtes 
und der Aenderung seiner Geschwindigkeit in brechenden Mitteln 
Lichtgesetze bekannt wurden, die in der Emanationshypothese 
keine Erklärung mehr fanden, ja zum Theile mit derselben in 
Widerspruch standen, mit der Vibrationshypothese hingegen sich 
friedlich vertrugen, ist die Lichtlebre der Mechanik unterthan ge- 
worden und kann füglich als Mechanik des Lichtes bezeichnet werden. 


Die Physiker einer nahen Vergangenheit sagten, die Sonne 
sende uns mit den Lichtstrahlen auch Wärmestrahlen zu; die heu- 
tige Physik behauptet, von der Sonne werden uns Wärmestrahlen 
zugesendet, von denen ein grosser Theil auch leuchtet. Fallen 
Sonnenstrahlen auf eine wägbare Masse, von der sie ganz oder 
theilweise absorbirt, d.h. ihrer Bewegung beraubt werden, so 
wirken sie auf diese Masse wie ein mit ihr in Berührung gesetz- 
ter warmer Körper. Dieses deutet darauf hin, dass die Bewegung 
vom Aether an die wägbare Masse übertragen werden könne und 


ladet ein, zu versuchen, ob sich nicht die Gesetze der Wärme °' 


aus einer Bewegung der kleinsten Körpertheile ableiten lassen. 
Diese Ansicht, durch anderweitige zahlreiche Gründe unterstützt, 
hat zu einer mechanischen Theorie der Wärme geführt, welche 


somit der bisherigen Wärnestofitheorie gegenüber steht. So ist 


die Wärmelehre zu einer Mechanik der Wärme geworden. 


Da diese Theorie eine der wichtigsten Errungenschaften der 


Physik in der Neuzeit ist, den menschlichen Verstand von einer ] 


bisher für unentbehrlich gehaltenen Krücke — dem Wärmestoff — 


befreit und ihn auf ein von hellen Strahlen der Mathematik reich 
beschieneries Feld geleitet; so mag es mir erlaubt sein, eine kurze 
und fassliche Darstellung derselben zum Gegenstande meines Vor- 


trages am heutigen, der Erinnerung an die Stiftung der kaiserl. 


Akademie der Wissenschaften gewidmeten Feste zu machen. Ich - 
muss zwar besorgen, man werde diese Wahl nicht für eine glück- 
liche halten, da ihr Gegenstand noch nicht abgeschlossen ist und 


dem ernsten Commando der Mathematik gar viel Einfluss gestat- 


tet; man würde es vielleicht lieber sehen, wenn ich meinen Stoff 


\ 
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aus der Strömung der Zeit geschöpft hätte. Allein ich halte jeden, 
der an dieser Versammlung Theil nimmt, für einen Freund wis- 
senschaftlichen Fortschrittes und als solchen gewöhnt an ernste 
Beschäftigung, zugleich wollte.und konnte ich als Mitglied der 
mathematisch -naturwissenschaftlichen Classe mein Gebiet nicht 
verleugnen. Es haben ja auch die Naturwissenschaften eine Strö- 
mung, wenn auch eine geräuschlose und wenig in die Augen fal- 
lende, und eben aus dieser habe ich meine Wahl getroffen.- 
Uebrigens werde ich es nicht an Bemühung fehlen lassen, meinen 
Gegenstand möglichst klar darzustellen, um wenigstens nicht un- 
höflich zu erscheinen; denn nach dem Ausspruch eines franzö- 
sischen Philosophen ist Klarheit Höflichkeit von Seite derer, 
welche öffentlich sprechen. 


Die Fortpflanzung eines Impulses, der von der Sonne oder 
einem andern leuchtenden oder auch nur warmen Körper ausgeht, 
auf den Aether erfolgt durch Uebertragung der Bewegung von 
einem Aethertheilchen an das daran grenzende nach den Gesetzen 
des Stosses elastischer Körper. In einer gleichartigen Aether- 
masse tritt das bewegte Theilchen seine Bewegung an das nächste 
ab. Das bewegte kommt in Ruhe, das ruhende nimmt aus der 
Hand dieses die ganze Bewegung an. Stosst ein freies Aether- 
theilchen an ein durch die Anziehung ponderabler Masse modi- 
fiirtes oder umgekehrt, so kehrt ein Theil der lebendigen Kraft 
in’s alte Mittel zurück, der andere tritt in’s neue Mittel über. 
Dasselbe erfolgt, wenn freier oder modificirter Aether an wägbare 
Masse stosst oder umgekehrt. Hier treten aber beide eben be- 
trachtete Fälle zugleich ein, da wägbare Stofle in ihren Zwischen- 
räumen immer modifieirten Aether enthalten. Ein Theil der ein- 
fallenden Aetherwelle trifft auf wägbare Molecüle, ein anderer auf 
modificirten Aether, beide senden Bewegung in’s alte Mittel zu- 
rück, und sowohl der modificirte Aether, als das wägbare Molecül 
werden in Bewegung gesetzt. Erstere Bewegung pflanzt sich in 
der Regel strahlend fort und durchfährt so die Zwischenräune 
oder wird nach allen Richtungen zerstreut, bis sie ganz in die 
Körpermolecüle abgegeben ist, letztere vertheilt sich successive 
an alle Molecüle des Körpers und erwärmt sie. Demnach ist es 
nicht die Bewegung des Aethers, sondern jene der wägbaren 
Körpermolecüle, die als Wärme erfunden wird. Dieses folgt 
überdies auch noch aus anderen Betrachtungen. 


Es ist nämlich einleuchtend, dass, je nachdem die Bewegung, 
welche wir Wärme nennen, den Körpermolecülen oder den Aether- 
theilchen zukommt, in einem Krystall die Richtungen für das 
grösste oder kleinste Wärmeleitungsvermögen auch mit den Elasti- 
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citätsaxen des Krystalls oder mit jenen des darin enthaltenen 
Aethers zusammenfallen müssen. Nach Senarmont ist in Blätt- 
‘chen von Gyps entschieden ersteres der Fall, und eben darauf 
deuten auch Versuche mit Platten von Bergkrystall und Kalkspath 
über Klangfiguren. Es kann sonach auch als experimental bewie- 


sen angesehen werden, dass das Wesen der Wärme in einer 
Bewegung der ponderablen Molecüle, nicht in einer solchen des 
Aethers bestehe. 


Jedes auf solche Weise in Bewegung gesetzte Körpermolecül 


besitzt eine mechanische Wirkungsfähigkeit von bestimmbarer 
"Grösse. Die Mathematik lehrt, dass sie ausgedrückt werde durch 


das halbe Product aus der bewegten Masse und dem Quadrat 


ihrer Geschwindigkeit. Man nennt es die lebendige Kraft des 
Bewegten. Offenbar ist das halbe Quadrat der Geschwindigkeit 
die lebendige Kraft. der Massen- oder Gewichtseinheit. Somit 
kann man die lebendige Kraft eines Moleeüls auch bezeichnen als 
das Product des Moleculargewichts und der lebendigen Kraft der 
Gewichtseinheit. Es gibt Fälle, wo diese Ausdrucksweise Vor- 
theil gewährt. 


Die Summe der lebendigen Kräfte aller Molecüle eines Kör- 
pers bestimmt seinen Wärmegehalt. Die lebendige Kraft eines 
Molecüls, somit sein Wärmegehalt, bestimmt die Temperatur. 


Jeder Körper enthält also Wärme, wenn seinen Molecülen leben- 
dige Kraft zukommt, und von zwei Körpern ist jener der wärmere, 


dessen Molecülen mehr lebendige Kraft innewohnt. Kalt soll 
eigentlich nur ein Körper heissen, wenn seine Molecüle aller leben- 
digen Kraft bar sind; man nennt aber meistens einen Körper kalt 
gegen einen andern, dem er an lebendiger Kraft seiner Molecüle 
nachsteht. .Eine natürliche Temperaturscala kann also ihren Null- 
punkt nur da haben, von wo die lebendige Kraft der Molecüle 
anhebt. Unsere üblichen Scalen beginnen mit dem Schmelzpunkt 
des Eises und haben von da nach aufwärts positive oder Wärme- 


grade, nach abwärts negative oder Kältegrade. Der absolute '' 


Nullpunkt der Wärme entspricht nahe 273 negativen Graden. 
Negative Grade einer solchen Scala von mehr als 273 haben so- 
nach keinen Sinn mehr. 


Molecüle verschiedener Natur haben verschiedene Gewichte. 


Um gleiche Temperatur zu erlangen, müssen daher die leichteren 


auf grössere Geschwindigkeit gebracht werden als die schwereren, 


so dass durch die grössere Geschwindigkeit der Abgang an Masse 


ersetzt wird. Sonach braucht ein Eisenmolecül, dessen Gewicht 


gleich 28 ist, eine fast dreimal grössere Geschwindigkeit als ein | 


Goldmolecül mit einem Gewichte von 198, damit beiden dieselbe 
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Temperatur zukomme. Daraus folgt, dass gleiche Massen von 
verschiedener Natur bei gleichen Temperaturen ungleiche Wär- 
megrade enthalten und daher verschiedenen Körpern verschiedene 
Wärmecapacitäten zukommen. 


Wird Molecülen von ungleicher Natur, aber gleicher Tempe- 
ratur, so viel lebendige Kraft zugeführt als nöthig ist, um die 
Temperatur eines jeden um 1 Grad zu steigern, so wird dadurch 
die Gleichheit ihrer Temperatur nicht aufgehoben und es müssen 
sonach auch diese Zuwüchse an lebendiger Kraft für alle gleich 
sein. Dieselben können aber wegen der Unveränderlichkeit der 
Moleculargewichte blos durch Steigerung der Geschwindigkeit, d.h. 


der lebendigen Kraft der Gewichtseinheit bewerkstelligt werden. 


Diese hat aber in der mechanischen Wärmetheorie die Bedeutung 
der specifischen Wärme, und es müssen sonach die Producte 
aus dem Moleculargewichte und der specifischen Wärme für alle 
Molecüle gleich sein, von welcher Natur sie auch sein mögen. 
Dieses ist aber das auf dem Versuchswege gefundene Dulonz- 
Petit’sche Gesetz auf einzelne Molecüle angewendet. Es muss 
offenbar auch für Aggregate gleichartiger Molecüle gelten, so ferne 
durch die Aggregation deren Selbständigkeit nicht geändert wird 
und sie nicht etwa durch ihre Molecularanziehung auf einander 
wirken. In vollkommenen Gasen, die sich bei der Erwärmung 
nicht ausdehnen können, bleibt diese Selbständigkeit gewahrt und 
diese befolgen in der That, der Erfahrung gemäss, das genannte 
Gesetz vollkommen. In Aggregaten von Molecülen, die dem Ein- 
flusse der Molecularanziehung unterliegen, wie dieses bei unvoll- 
kommenen Gasen, bei Dünsten, festen und tropfbaren Körpern 
der Fall ist, 'erleidet dieses Gesetz eine Modification, wie solches 
auch durch die Versuche von Neumann und Regnault bestä- 
tiget wird. Aber selbst über die Art dieser Modification gibt die 
mechanische Wärmetheorie Aufklärung. Die einem Körper zuge- 
führte lebendige Kraft ist nämlich in demselben nur bei vollkom- 


_ menen Gasen, deren Volumen sich beim Erwärmen nicht ändern 


kann, vollständig als solche enthalten, in anderen Körpern wird 
ein Theil derselben zu Arbeit verbraucht, durch welche die Ent- 
fernung und Lage der Molecüle und das Volumen geändert, der 
Zusammenhang derselben modificirtt und wenn auf dem Volumen 
ein äusserer Druck lastet, diese Last eine Strecke weit fortge- 
schoben wird. Die letztere dieser Arbeiten wirkt daher nach 
Aussen und heisst darum auch äussere Arbeit, die ersteren 
bleiben auf das Innere des Körpers beschränkt und sind das Werk 
innerer Arbeit. Nur das, was an lebendiger Kraft als solcher 
im Körper zurückbleibt, unterhält seine Temperatur und bildet 
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das, was man bisher freie Wärme genannt hat, während der 
nur in Form von geleisteter Arbeit vorhandene Theil die Tem- 
peratur nicht beeinflusst. Er wurde sonst gebundene Wärme 
genannt. Es herrscht aber zwischen jenem Theil der einem Kör- 
per zugeführten Wärme, welcher zur Arbeit verbraucht wird, und 
jenem, der als lebendige Kraft fortbesteht, so lange sich der 


Aggregationszustand nicht ändert, ein bestimmtes Verhältniss und 


darum kann man auch aus der Grösse der gethanen Arbeit der 
Wärme in einem Körper innerhalb bestimmter Grenzen auf seine 
Temperatur schliessen, wie dieses in der That bei der Anwen- 
dung unserer Thermometer geschieht. 


Bisher hat man unter specifischer Wärme eines Körpers jene 
Wärmemenge verstanden, welche die Temperatur einer Gewichts- 
einheit um 1° C. erhöht, ohne Rücksicht darauf, ‘ob sie ganz oder 
zum Theil zur Temperaturerhöhung verwendet oder ein Theil 
davon zur Arbeit verbraucht wird; nur bei Gasen hat man spe- 
eifische Wärme bei constantem Volum, wo keine äussere Arbeit 
verrichtet wird, und solche bei constantem Druck, wo ein Theil 
derselben zur äusseren Arbeit verbraucht wird, unterschieden: 
erst in neuester Zeit, wo die mechanische Wärmetheorie ihren 
Einfluss zu üben angefangen, hat man die ausschliessend zur Tem- 
peraturerhöhung einer Gewichtseinheit um 1° C, verwendete Wärme 
sowohl von der specifischen Wärme hei constantem Volumen als 
von der bei constantem Druck unterschieden und nennt sie freie 
specifische Wärme. Da ist es wohl kein Wunder, wenn die 
Producte aus dem Moleculargewichte und der specifischen Wärme 
im letzteren Sinn für verschiedene Körper, ja selbst für denselben 
Körper bei verschiedener Härte, Festigkeit etc. auch ungleiche 
Werthe haben, während doch die freie specifische Wärme von 
der Art der Verbindung der Molecüle ganz unabhängig sein muss, 
Dass jene Producte für Körper von übereinstimmender chemischer 
Zusammensetzung doch sehr nahe dasselbe Product geben, wie 
dieses aus Neumann’s und Regnault’s Versuchen hervorgeht, 
deutet nur darauf hin, dass bei solchen Körpern auch ein homo- 
loger Verbrauch von Wärme zur inneren Arbeit stattfinde. Bei 
festen und tropfbaren Körpern wird auch auf äussere Arbeit kein 
Bedacht genommen, daher mag es auch kommen, dass diese ihre 
specifische Wärme mit der Temperatur wegen der dabei stattfin- 
denden Ausdehnurg zunimmt. 


In der bisherigen Darstellung sind die Grundbegriffe der 
Wärmelehre und ihre Relation, zu deren Bekanntwerdung auf dem 
Wege des Experimentes es nahe ein Jahrhundert bedurfte, ohne 
irgend eine Hilfshypothese blos aus den Elementen der Bewegung 
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überhaupt, wie sie die Mechanik längst lehrt, abgeleitet worden. 
Weitere Betrachtungen, bei denen auf die Aggregationszustände 
Rücksicht genommen wird, werden die bisher bekannten Wärme- 
gesetze nicht blos in ihrer vollen Bedeutung aus Molecularbewe- 
sungen erklären, sondern über sie neues Licht verbreiten. 


Molecüle, die blos von ihrer Anziehungskraft beherrscht wer- 
. den, müssen sich: zu einer starren (festen) Masse verbinden, in 
der jedes eine stabile Gleichgewichtslage inne hat, aus der es 
wohl durch einen äusseren Impuls verrückt werden kann, in welche 
es aber wieder zurückkehren muss, wenn jene Einwirkung auf- 
hört. Eine solche Verrückung erleiden die Molecüle durch die 
Stösse einer Aetherwelle. Sie werden dadurch der Herrschaft 
zweier Kräfte unterthan, einer centripetalen vermöge der molecu- 
-laren Anziehung und einer gegen diese im Allgemeinen geneigten 
tangentiellen, in Folge der Aetherstüsse. Es ist nicht wahr- 
scheinlich, dass sich daraus eine hin--und hergehende Bewegung 
zusammensetzt, wie sie den Schallerscheinungen zum Grunde 
liegt, sondern vielmehr eine solche um einen fixen Mittelpunkt, 
die, wenn auch in unendlich verkleinertem Massstab, der Bewe- 
gung der Sonne und der Erde um ihren gemeinschaftlichen Schwer- 
punkt ähnlich ist. Wird der tangentiellen Bewegung in Folge 
intensiver einfallender Aetherwellen oder auf andere Weise Zu- 
wachs zu Theil, so wird, wie schon bemerkt worden ist, ein 
Theil dieser entsprechenden lebendigen Kraft in Arbeit umge- 
setzt, durch welche der Zusammenhang der Molecüle gelockert, 
das Volumen vergrössert, nach Umständen auch eine äussere 
Last fortbewegt wird. Von einer bestimmten Temperatur an wird 
die ganze Zufuhr von lebendiger Kraft in Arbeit umgesetzt, weil 
von da an die innere Arbeit eine gänzliche Umstaltung des 
Gleichgewichtssystems der Molecüle bewerkstelligt und den tropf- 
baren Zustand herbeiführt. In diesem kommt den Molecülen nicht 
mehr eine bestimmte Gleichgewichtslage, wohl aber ein bestimm- 
ter Abstand von anderen zu, und ein äusserer Impuls hat nur die 
Folge, dass die Centralbewegung der Molecüle nicht mehr um 
fixe Mittelpunkte vor sich geht, sondern um veränderliche, eini- 
germassen ähnlich den Wassermolecülen bei der Wellenbewegung. 
Zugleich mögen drehende Bewegungen der Molecüle auftreten. 
Fortgesetzte äussere Zufuhr von lebendiger Kraft steigert die 
Temperatur der bewegten Masse und erzeugt intermoleculare 
Veränderungen, bis die Molecüle ausserhalb des Wirkungskreises 
der molecularen Anziehung gesetzt zu werden beginnen. Der Ein- 
tritt dieses Zustandes bezeichnet das Verdampfen. Von da an 
sind die Molecüle von einander ganz oder fast ganz unabhängig, 
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ihre Anziehung hat keine Macht mehr über sie und jeder Stoss, 
der von Aussen anlangt, kann nur eine progressive Bewegung 
derselben bewirken oder die schon bestehende in Richtung und 
Geschwindigkeit ändern, wohl auch bei schiefen Zusammenstös- 


sen drehende Bewegungen erzeugen. Die Bewegung der Mole- 


cüle, welche wir als Wärme empfinden, ist sonach bei ausdehn- 
samen Körpern nur eine progressive. Molecüle, welche sich an 
der Oberfläche einer Flüssigkeit befinden, können schon bei einer 


Temperatur weit unter der Siedhitze in Dunst übergehen, weil ‘ 


sie schon durch die gegen die Oberfläche gerichtete Wirkung der 
tangentiellen Bewegung tropfbarer Theile aus der Wirkungssphäre 
der Anziehung kommen. Diese Theile verlassen die flüssige 
Masse und schiessen geradlinig fort, bis sie an ein Hinderniss 
gelangen und daselbst als ein elastischer Körper zurückgeworfen 
werden. In einem geschlossenen, nicht ganz mit Flüssigkeit ge- 
füllten Gefässe wird dieses an der Decke geschehen; die Mole- 
cüle werden zur Oberfläche der Flüssigkeit zurückkehren, ja ver- 
möge ihrer Geschwindigkeit in dieselbe eindringen und der flüssigen 
Menge einverleibt werden, während andere an ihrer Stelle sie 
verlassen. Anfangs werden wohl mehr Molecüle ausscheiden als 
zurückkehren und die Dunstmenge wird zunehmen, doch wird ein 
Zustand eintreten müssen, wo gleich viele Molecüle sich dem 
Dunst und der tropfbaren Masse beigesellen. Da hat nun der 


Dunst das Maximum seiner Dichte erreicht. Im Dunst stehen 


die Molecüle nur wenig ausserhalb der Wirkungssphäre der mole- 


cularen Anziehung, daher schon ein mässiger Druck, der sie näher 


an einander bringt, oder eine geringe Alkühlung den Uebergang 


in den tropfbaren Zustand zur Folge hat. z 


Es ist schon lange bekannt, dass der Siedpunkt einer Flüs- 
sigkeit von dem darauf lastenden Druck abhängt und dass er mit 
diesem Druck steigt und sinkt. Man weiss, dass Wasser unter 
dem gehörigen Druck ohne zu sieden bis zum Glühen erhitzt, aber 
unter geringem Druck schon nahe am Eispunkte zum Sieden ge- 
bracht werden kann. Die mechanische Wärmetheorie lehrt aber 


auch, dass der Schmelzpunkt einem ähnlichen Einflusse unterliege; ° 


er wird bei Flüssigkeiten, die sich bei der Erwärmung ausdehnen 


und wo daher ein äusserer Druck der Wärmearbeit entgegen wirkt, 


durch Verstärkung desselben hinauf, bei solchen, die sich beim 
Erwärmen zusammenziehen und wo ein Druck die Wärmearbeit 
unterstützt, herabbewegt. Zu den ersteren Körpern gehören viele, 
z. B.. Olivenöl und Wallrath, zu den letzteren Wasser unter 4°C. 
In der That wird Olivenöl, das unter 35 Atmosphären Druck noch 
flüssig ist, ohne Entziehung von Wärme, sondern blos durch Ver- 
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mehrung des Druckes bis zu 60 Atmosphären fest. %; Wallrath 
schmilzt beim gewöhnlichen Luftdruck schon bei 4707, unter einem 
Druck von 156 Atmosphären aber erst bei 499-9. 


Wasser kann unter starkem Drucke noch hei — 20° C. flüssig 
erhalten werden. 


Die Molecüle der permanenten Gase stehen offenbar am wei- 
testen ausserhalb der Sphäre der molecularen Anziehung, an die- 
sen muss sich auch die mechanische Wärmetheorie der stärksten 
Probe unterziehen lassen. Dem Vorhergehenden gemäss ist da 
die Bewegung, welche wir Wärme nennen, eine progressive und 
aus dieser müssen sich sonach die zahlreichen Gesetze der Wärme 
von Gasen ergeben. Diese Bewegung erfolgt in gerader Richtung 
mit gleichförmiger, in verschiedenen Gasen verschiedener Ge- 
schwindigkeit, bis ein Molecül an ein anderes oder an die Gefäss- 
wand stosst und eine Reflexion eintritt, bei der natürlich wegen 
der vollkommenen Elasticität der Molecüle kein Verlust an leben- 
diger Kraft eintritt. Die Molecüle einer Gasmasse mögen je nach 
der Richtung der auf sie wirkenden Impulse nach bestimmten 
Richtungen sich bewegen, allein die häufig vorkommenden schie- 
fen Stösse unter den Molecülen selbst und die für so kleine Kör- 
perchen unter allen Umständen sehr gross erscheinende Rauheit 
der Gefässwände wird es bald bewirken, dass im ganzen Raume 
alle Richtungen gleich zahlreich vertreten sind. Eben diese Um- 
stände bringen es aber auch mit sich, dass ein Molecül sehr 
häufigen Zusammenstössen mit anderen ausgesetzt ist und sonach 
der Weg, den es von einem Zusammenstoss zum andern zurück- 
legt, nur sehr kurz sein kann. Nach Maxwell beträgt er bei 
Molecülen atmosphärischer Luft von 1530 €. nur „I; Millim., und 
es erfährt ein Molecül in einer Secunde über 8077 Mill. Reflexionen. 


Die Rechnung lehrt uns die Geschwindigkeit jedes Gasmo- 
lecüls bei einer bestimmten Temperatur kennen. Diese beträgt 
bei 0° C. für *ein Molecül im Sauerstoflgas 461, im Stickstoflgas 
492, im Wasserstoffigas 13844 Meter. Diese Geschwindigkeiten 
machen es begreiflich, dass die Stösse bei einer so raschen Auf- 
einanderfolge auf die Wände eine Wirkung üben, welche einem 
stetigen Druck gleich kommt. Zur Erklärung eines solchen be- 
darf es daher nicht der Annahme einer abstossenden Kraft zwischen 
den Molecülen. 


In einem Gasgemenge hat jeder Gemengtheil seine eigene 
Moleculargeschwindigkeit und es muss in einer solchen ein eigen- 
thümliches Gewirre von Bewegungen, Stössen und Rückprallun- 
gen herrschen. In einem chemisch zusammengesetzten Gase müssen 
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die Geschwindigkeiten der Bestandmolecüle zu einem Mittelwerth 
ausgeglichen sein. Die Rechnung lehrt, dass er zu der Geschwin- 
digkeit der die Zusammensetzung constatirenden Molecüle in ähn- 
licher Relation stehe, wie die Dichte der Bestandgase zu der 
des Zusammensetzungs- Productes. 


Bringt man die Molecüle eines Gases näher an einander, in- 
dem man sie in einen kleineren Raum zusammenpresst, so wird 
auch der Druck auf die Gefässwände grösser, und zwar 1. weil 
die Flächeneinheit derselben von einer grösseren Anzahl Molecüle 
getroffen wird; 2. weil in derselben Zeit jedes Molecül mehr 
Stösse vollbringt. Die erste Ursache vermehrt den Druck im 
Verhältniss der Länge und Breite des Gasraumes, die zweite im 
Verhältniss der Tiefe desselben, beide zusammen also in dem 
Verhältnisse, in welchem das Gasvolumen kleiner geworden ist. 
Dieses Gesetz ist längst unter dem Namen des Mariotte’schen 
bekannt. 


Steigert man die Temperatur, d.h. die Geschwindigkeit der 
Gasmolecüle, so wird dadurch nicht blos jeder Stoss eines solchen 
auf die Gefässwände stärker, sondern auch die Anzahl der auf 
eine Flächeneinheit in einer bestimmten Zeit erfolgenden Stösse 
grösser. Hat der Widerstand der Gefässwände bei der geringe- 
ren Geschwindigkeit der Molecüle dem Andrange derselben eben 
zu widerstehen vermocht, so wird er dieses bei der grösseren 
Geschwindigkeit derselben nicht mehr zu thun im Stande sein, 
das Gas wird die Wände auseinander treiben und erst bei einem 
im Verhältniss zur Steigerung der lebendigen Kraft grösseren 
Volumen wieder mit dem Widerstande im Gleichgewichte stehen. 
Dieses Gesetz lautet also: Das Volumen eines Gases wächst im 
geraden Verhältnisse mit dessen Wärme, gemessen an einem 
Thermometer, dessen Scala mit dem absoluten Nullpunkte der 
Wärme beginnt. Es ist unter dem Namen des Gay - Lussac’- 
schen Gesetzes bekaunt. | 


* 


Wird ein Gas durch Verstärkung des äusseren Druckes auf 
ein geringeres Volumen gebracht, so steigt seine Temperatur, 
lässt man es durch Verminderung des Druckes zu einem grösseren 
Volumen gelangen, so sinkt sie, ohne dass im ersten Falle Wärme 
zugeführt, im zweiten Wärme abgeleitet wird. Zuwachs und Ab- 
nahme der Temperatur müssen also ihre Quelle im Gase selbst 
haben. Nach unserer Theorie begreift sich dieses leicht. Eine 
Verstärkung des Druckes macht einen Theil der innern Arbeit 
rückgängig und veranlasst, dass die dazu verbrauchte Kraft wie- 
der zur lebendigen werde, eine Verminderung des Druckes er- 
weitert die Schranken für das Gasvolum, ruft mehr innere Arbeit 
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hervor und verursacht sonach einen Mehrverbrauch lebendiger Kraft. 
In beiden Fällen wird das früher bestandene Verhältniss zwischen 
der noch freien lebendigen Kraft und der zur Arbeit verbrauchten 
geändert. Es ist aber auch das Wärmegleichgewicht gestört, da 
in dem Falle, wo die Arbeit im Gase vermindert worden, mehr, 
in jenem aber, wo diese Arbeit eine Vermehrung erfahren hat, 
weniger freie lebendige Kraft vorhanden, als jenes Gleichgewicht 
fordert, und es muss, um solches wieder herzustellen, im ersten 
Falle Wärme nach Aussen abfliessen, im zweiten aber von Aus- 
sen aufgenommen werden. Daraus folgt nun,. dass in einem Gase 
zwischen der freien lebendigen Kraft, welche die Temperatur macht, 
und jener, die zur Arbeit verwendet ist, ein bestimmtes Verhält- 
niss bestehe. 


Erwärmung und Erkaltung durch Zusammendrücken und Aus- 
dehnen finden aber auch bei anderen Aggregationsformen Statt, 
und es kann sonach angenommen werden, dass auch bei solchen 
das Verhältniss zwischen der freien und der zur Arbeit verbrauch- 
ten lebendigen Kraft ein bestimmtes sei, wie dieses schon früher 
angedeutet worden ist. 


Für permanente einfache Gase oder solche zusammengesetzte, 
wo sich bei der Zusammensetzung keine Volumenänderung ergibt, 
findet man sogar die Ziffer für das gedachte Verhältniss. Die 
Mathematik lehrt nämlich, dass von der gesammten lebendigen 
Kraft der progressiven Bewegung der Molecüle 3/, zur Erhaltung 
der Temperatur, 2/, zur Arbeit verwendet werden. 


Dalton hat das Gesetz aufgestellt, dass ein Gasgemenge auf 
die Gefässwände gerade so drückt, als wenn jeder einzelne Ge- 
mengtheil den ganzen Raum für sich erfüllte und als wäre der 
andere gar nicht vorhanden. Die Wärmestoflitheorie, welche zur 
Erklärung des Gasdruckes auf die Gefässwände eine abstossende 
Kraft der Gasmolecüle postulirte, musste daher annehmen, dass 
nur gleichartige Molecüle einander abstossen, ungleichartige aber 
auf einander gar keine Wirkung ausüben, sonach für eines der 
vom andern occeupirte Raum als leer zu betrachten sei. Nach der 
mechanischen Wärmetheorie, nach welcher alle Gasmolecüle von 
einander gänzlich unabhängig sind, und jedem eine seiner Natur 
und der herrschenden Temperatur entsprechende progressive Be- 
wegung zukommt, ist dieses Gesetz in der Natur der Gase be- 
gründet; denn sowohl zwischen homogenen, als zwischen hete- 
rogenen Molecülen finden Zusammenstösse Statt und die lebendige 
Kraft der einen sowohl, als der andern wird bis zur Gefässwand 
obne Verlust fortgepflanzt. Wenn zwei Gase in Berührung stehen, 
so sinkt wohl anfangs das schwerere im leichteren zu Boden und 
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das leichtere steigt im schwereren auf, wie Oel im Wasser; allein 
diese Uebereinanderlagerung begründet nicht einen stabilen Zu- 
stand. Bald beginnen sich die verschiedenen Molecüle mit ein- 
ander zu vermengen, selbst wenn sie nur dürch einen engen Canal 
mit einander verbunden sind und das schwerere den unteren Platz 
einnimmt; Stabilität tritt nur ein, wenn sie ein gleichförmiges 
Gemenge bilden. Nach der bisherigen Theorie, wo homogene 
Gastheile abstossend auf einander wirken, werden die Molecüle 
des einen durch diese Kraft in die Zwischenräume des andern 
hineingedrückt. Viel natürlicher ist aber die Erklärung nach der 
mechanischen Wärmetheorie. Bei dem nach allen Richtungen 
statthabenden Fortschiessen der Gasmolecüle und den unzähligen 
Zusammenstössen, wo sie wieder nach allen Richtungen zurück- 
geworfen werden, muss wohl der Finalzustand in einer gleichför- 
migen Mengung beider Gase bestehen und dieser Zustand kann 
nicht ein vorübergehender sein, sondern muss Permanenz haben. 


Es gibt feste Körper, welche ein Gas nicht in Masse, son- 
dern nur in einzelnen Molecülen durch ihre Zwischenräume gehen 
lassen, die sonach im Kleinen einer Pforte ähnlich sind, durch 
welche nur eine Person nach der andern, nicht deren mehrere 
zugleich gelangen können. Künstlich comprimirter Graphit in dünnen 
Platten, Gypsmörtel, Kalk, gebrannter Thon sind solche Körper. 


Will man dieses merkwürdige, erst in neuester Zeit von Gra- 
ham näher gewürdigte Verhalten aus den bisherigen Vorstellun- 
gen über die Natur der Gase erklären, so muss man annehmen, 
dass die Molecüle Stück für Stück durch die Poren gedrückt 
werden; nach der neuen Theorie werden sie wie abgeschossene 
Pfeile durch dieselben getrieben. Das Gesetzliche dieser Vor- 
gänge spricht aber entschieden zu Gunsten der letzteren. Die 


Grösse des Gasvolums, welches in einer Zeiteinheit durch die 


Poren in einen leeren Raum übergeht, steht im Zusammenhange 
mit der Geschwindigkeit, welche die neue Gastheorie den Mole- 
cülen beilegt. Dieses Volumen ist grösser bei Kohlensäuregas 
als bei Sauerstoflgas, bei diesem grösser als bei Stickgas, am 
grössten bei Wasserstoflgas, gerade so wie es die molecularen 
Geschwindigkeiten der Gase verlangen. Ist das im Gas enthal- 
tene, durch eine Graphitplatte geschlossene Gefäss von einem 


andern Gase umgeben, so treten die Molecüle der beiden Gase 
durch die Poren der Platte aus und ein. Haben diese Gase nahe 


eine gleiche moleculare Geschwindigkeit, wie z. B. Kohlenoxyd- 


gas und Stickgas, so findet ein Austausch ohne Volumenänderung ° 
Statt; bei Gasen von ungleicher molecularer Geschwindigkeit tritt ° 


eine solche Gleichheit nicht mehr ein, ungeachtet sie mit gleichen 
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Kräften auf die Platte drücken. Diese Gesetze. spielen ohne 
Zweifel in der organischen Natur eine hervorragende Rolle, und 
es muss für die Physiologen der theoretische Zusammenhang der 
diesfälligen Thatsachen ebenso lehrreich sein, wie die That- 
sachen selbst. 


Ungeachtet sich die neue Theorie der Gase durch die Leich- 
tigkeit empfiehlt, mit der sie die wichtigsten und sonst nur ärm- 
lich theoretisch begründeten Gesetze der Wärme erklärt, so hat 
man ihr doch Erscheinungen entgegengestellt, die sie mit einem 
Schlag zu vernichten drohten. Unter diesen besteht die wich- 
tigste darin, dass sich, wenn den Gasmolecülen eine so grosse 
progressive Bewegung zukäme, in einer Gasmasse locale Ueber- 
schüsse der Wärme sehr rasch ausgleichen müssten, während 
doch der Erfahrung gemäss eine solche Ausgleichung sehr lang- 
sam vor sich geht und Gase überhaupt sich als sehr schlechte 
Wärmeleiter darstellen. Allein ein näheres Eingehen in die Art 
und Weise, wie sich nach dem Geiste der mechanischen Wär- 
metheorie Wärmedifferenzen in einer Gasmasse ausgleichen, behebt 
nicht blos alles Gewicht dieses Einwurfes, sondern vindieirt un- 
serer Theorie sogar einen neuen Vorzug, indem sie über ein 
bisher ganz dunkles Gebiet Licht verbreitet. Leitung der Wärme 
in einer Gasmasse bedeutet Uebertragung lebendiger Kraft von 
wärmeren Molecülen in minder warme. Diese würde bei der grossen 
Geschwindigkeit der Gasmolecüle in kurzer Zeit auf einer grossen 
Strecke eintreten, wenn die Bewegung in gerader Linie ungehin- 
dert fortgesetzt werden könnte. Es stosst aber jedes Molecül 
schon nach sehr kurzer Wegstrecke an ein anderes oder an die 
Gefässwand und wird dadurch zurückgeworfen, und zwar nach 
den verschiedensten Richtungen. Wenn ein wärmeres Molecül 
an ein minder warmes stosst, wird nicht etwa, wie bei der Fort- 
pflanzung des Schalles der ganze Gehalt an lebendiger Kraft der 
zusammenstossenden Molecüle, sondern nur die Differenz dessel- 
ben übertragen; bei einem Zusammenstosse nach so kurzer Weg- 
- strecke würde auch nur wenig Wärme übertragen, selbst wenn 
der ganze Wärmeüberschuss vom wärmeren Molecüle in ein käl- 
teres überginge. Aber wegen des Umstandes, dass jedes Mole- 
cül von anderen unter allen möglichen Neigungen der Centrallinie 
gegen die Stossrichtung getroffen wird, wird von dieser Differenz 
nur die Hälfte davon übertragen. Es wird sonach die Leistung 
der mit einem Stoss übertragenen Kraft nach einer grossen An- 
zahl von Uebertragungen auf ein sehr geringes Maass herabgesetzt 
und es bedarf einer ungemein grossen Anzahl von Uebertragungen, 
um eine merkliche Temperaturerböhung hervorzubringen; um so 
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mehr, als auch unsere Instrumente, die zu solchen Messungen 
gebraucht werden, eine verhältnissmässig geringe Empfindlichkeit 
besitzen. 


Wenn auch die Wärmeleitung in Gasen nur gering ist, so 
können Gase doch nicht als Nichtleiter angesehen werden, wie 
man dieses noch vor Kurzem annehmen zu müssen glaubte, ja es 
geht aus der Theorie hervor, dass die molecularen Geschwindig- 
keiten von jedem Gase Anhaltspunkte liefern, sie nach ihrer Lei- 
tungsfähigkeit zu ordnen. Wasserstoflgas zeigt sich nach der 
Theorie als der beste Leiter, und dieses ist bereits auch durch 
die neuesten Versuche ausgemittelt; die übrigen Gase folgen aber 
nach der Theorie erst in ziemlich grossem Abstande und unter- 
scheiden sich von einander in Bezug ihres Leitungsvermögens 
nur wenig. Neuere Versuche stehen auch hiemit im Einklange. 


Zum Schlusse möge es mir noch gestattet sein, die verschie- 
denen Wärme-Erzeugungs-Processe nach der mechanischen Wärme- 
theorie zu deuten und zu zeigen, dass sie sich auf eine gemein- 
schaftliche Quelle zurückführen lassen, nämlich auf Umwandlung 
von Arbeit in Wärme, d. h. von Massenbewegung in Molecular- 
bewegung, auf ein Princip, das durch zahlreiche Versuche ausser 
Zweifel gestellt ist. Die Wärmestofltheorie ist in dieser Angele- 
genheit völlig rathlos geblieben. 


Eine der ergiebigsten Quellen der Wärme ist bekanntlich die 
Reibung. Wird ein Wagen auf horizontalem ‚Boden fortgezogen, 
wo sein Gewicht nicht überwältigt zu werden braucht, so fordert 
er doch wegen der stattindenden Reibung dazu einen bestimmten 
Kraftaufwand, ja sogar einen dauernden, obwohl der Wagen mit 
gleicher Geschwindigkeit fortbewegt wird. Es geht sonach Kraft 
verloren, dafür aber wird Wärme theils an deu Axen der Räder, 
theils zwischen dem Boden und den Radkränzen erzeugt. Gestatten 
es die Umstände, die verlorene Kraft mit der erzeugten Wärme 
zu vergleichen, so findet man, dass jeder verlorenen Krafteinheit 
ein Gewinn von ;3; einer Wärmeeinheit entspricht. Diese Wärme- 
quelle zeigt sich überall wirksam, wo lebendige Kraft plötzlich 
in ihrer Wirkung gehemmt oder verkümmert wird. Wenn man 
Quecksilber mehrmal von einem Glase in ein anderes überschüt- 
tet, und daher plötzlich von Bewegung in Ruhe überführt, so 
erscheint es etwas wärmer. Das Wasser des Niagara soll am 
grossen Fall nach dem Sturze etwas wärmer sein als vor dem- 
selben, und selbst im Ocean will man bemerkt haben, dass das 
Wasser durch einen Sturm etwas erwärmt wird. 


Ein Schlag, Stoss, anerkannt bewährte Mittel Wärme zu er- 
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zeugen, wirken auf dieselbe Weise. Ein Hammer verliert im 
Augenblicke, wo sein Schlag triflt, seine Bewegung und die ge- 
stossene Masse wird erwärmt. Ein Druck wirkt in derselben Weise. 
In den englischen Stahlfabriken, so erzählt Liebig, erhitzt ein 
Schmied eine 10—12 Zoll lange Stahlstange an einem Ende in 
einer Esse bis zum Rothglühen, bringt sie dann unter den Maschi- 
nenhammer und streckt sie auf ebenso viel Fuss Länge aus, ohne 
sie abermals in’s Feuer zu bringen. Die Stelle, welche der Ham- 
mer trifft, wird rothglühend, so dass dem Zuschauer die Glüh- 
hitze der Stange entlang hin und her zu laufen scheint, so wie 
die geschlagene Stelle wechselt. Die Häufigkeit der Schläge, von 
denen jeder mit Verlust lebendiger Kraft verbunden ist, steht‘ 
mit der Menge der genannten Wärme im Einklange. 


Ein Körper, der nach einem erlittenen Schlage sich wieder 
zum früheren Volumen ausdehnt, erfährt keine Erwärmung, weil 
Umsetzung lebendiger Kraft in Wärme beim Schlage und der um- 
gekehrte Vorgang bei der Ausdehnung sich gegenseitig aufheben. 


Die Erwärmung durch Sonnenstrahlen ist bereits aus einer 
Uebertragung lebendiger Kraft von Aetherwellen an ponderable 
Molecüle erklärt worden. Es erscheint hier der Aether als der 
wahre Prometheus, der das Feuer vom Himmel nimnit und es der 
Erde überbringt. 


Ueber den Ursprung der Wärme bei chemischen Processen 
sind die Naturforscher von jeher im Dunkel gewesen, doch ist 
auch hier einige Helle von der mechanischen Wärmetheorie aus- 
gegangen. Chemische Verbindungen nämlich werden durch die 
den Atomen inhärirenden anziehenden Kräfte bewirkt. Im Sinne 
der mechanischen Wärmetheorie besteht aber diese Wirkung 
in einer Zusammensetzung von Atomenbewegungen zu einer 
Resultirenden. Nimmt man diese Bewegungen als drehende 
an, deren Bahnhalbmesser und Winkelgeschwindigkeit mit der 
Natur der Atome wechseln, in einem homogenen Producte aber 
für alle Atome gleich sind; so tritt in Folge der Ausgleichung 
der Winkelgeschwindigkeiten ein Verlust an lebendiger Kraft ein, 
der sich in einem mathematischen Ausdruck darstellen lässt. Die 
chemische Anziehung wirkt also wie ein von Aussen angebrach- 
ter Druck und muss daher auch dieselbe Folge haben wie ein 
solcher. Die Grösse des vorerwähnten Verlustes an lebendiger 
Kraft findet man wenigstens für Mischungen von Schwefelsäure 
und Wasser der dabei frei werdenden Wärme proportional. 

Mein Vortrag, dem nun nicht Mangel an Stoff, sondern nur 
Mangel an Zeit eine Grenze setzt, hatte zum Zweck, zu zeigen, 
wie allen Erscheinungen und Gesetzen, der Wärme Bewegungen 
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der kleinsten Körpertheile zum Grunde liegen, sonach zwischen 
Schall, Licht und Wärme sehr nahe Verwandtschaft bestehe. Dabei 
bleibt aber die Eigenthümlichkeit jedes der genannten Agentien 
vollkommen gewahrt. Die Molecularbewegungen, die wir als Schall, 
Licht und Wärme empfinden, gehen wohl insgesammt von pon- 
derabler Materie aus, können aber von mannigfaltigster Art, dre- 
hende, hin- und hergehende, in Stössen erfolgende ete. sein, wenn 
nur ihre Geschwindigkeit in Mehr und Weniger gewisse Grenzen 
einhält. Soll aber durch das Gehör nicht blos ein Geräusch oder 
Poltern, sondern ein Ton von-angebbarer Höhe, durch den Gesichts- 
sinn nicht blos ein unbestimmter Schein, sondern Licht von be- 
stimmter Farbe, durch das Gefühl nicht blos ein Druck, Stoss, 
ein Kitzeln, Jucken, Brennen etc., sondern Wärme empfunden 
werden, so muss derselbe Bewegungszustand der Molecüle des 
schallenden, leuchtenden oder wärmenden Körpers in bestimmten, 
kurzen und gleichen Zeitabschnitten wiederkehren, sonach die Be- 
wegung eine regelmässig periodische sein. 

Das Mittel, welches den Schall in die Ferne trägt, ist in der 
Regel die Luft, das Vehikel des Lichtes und der Wärme der 
Aether und die Bewegung ist in allen diesen Fällen eine wellen- 
artige. Die Lufttheile bewegen sich in der Richtung des ent- 
sprechenden Schallstrahles, die Aethertheile hingegen senkrecht 
auf die Richtung des Licht- oder Wärmestrahles. Die Dauer einer 
Schwingung der Luft bestimmt die Tonhöhe, jene einer Aether- 
schwingung in der Lichtwelle die Farbe, in der Wärmewelle den 
Grad ihrer Gefügigkeit für die Einwirkung der wägbaren Molecüle 
auf den Aether. 

Jedes dieser Medien gibt den Impuls an den Nerv ab, der 
für denselben empfänglich ist, und dieser leitet ihn an das Cen- 
trum des Nervensystems, wo er in Empfindung eigener Art um- 
gesetzt, gleichsam in eine andere Sprache übertragen wird. 


Alles, was hierbei Bewegung ist, gehorcht den Gesetzen der 
Mechanik, mag es sich auf Weltkörper oder auf Aetheratome be- 
ziehen, das Ohr bedarf keines Schallstoffes mehr, wie er in fer- 
ner Vergangenheit für nöthig erachtet wurde, das Auge hat den 
Lichtstofl, das Gelühlsorgan den Wärmestoff seiner Dienste ent- 
hoben. Dabei ist das Gebäude der Physik geräumiger und fester 
geworden, sein Inneres ist mehr erhellt, der ganze Bau in einem 
mehr harmonischen Style ausgeführt. Allein auch die herrlichsten 
Paläste bedürfen mit der Zeit eines Zu- oder gar Umbaues und 
diesem Lose wird auch unsere Wissenschaft nicht entgehen. Sie 
wird aber durch jede Umstaltung vollendeter werden, so lange 
ihr der grosse Architekt, die Mathematik, hilfreich zur Seite steht. 
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Uebungsaufgaben für Schüler. 


Von Herrn F. Unferdinger, Professor der Mathematik an der Ober- 
realschule am Bauernmarkte in Wien, 


1. Zieht man von einem festen Punkte nach beliebigen Punk- 
ten eines Kreises gerade Linien, so liegen die Mittelpunkte aller 
dieser Strecken in der Peripherie eines Kreises, dessen Halb- 
messer halb so gross ist, als der des gegebenen Kreises, und 
dessen Mittelpunkt auf der Mitte der Strecke liegt vom festen 
Punkte bis zum Mittelpunkte dieses letzteren Kreises. 


2, Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Sehnen eines 
gegebenen Kreises, welche durch einen festen Punkt gehen, ist 
ein Kreis, welcher die Verbindungslinie des festen Punktes mit 
dem Mittelpunkte des gegebenen Kreises zum Durchmesser hat. 


Man kann auch Kugeln an die Stelle der Kreise setzen. 
3. Bezeichnen A, B, C und a, 5b, c die Winkel und Seiten 
eines geradlinigen Dreiecks, so ist bekanntlich: 
oa? = b?+0?—2%bccos A, 
b?—= a?+c?—2accosB, 
c? = a? +b?—2abcosC. 
Vermehrt man jeden der drei Winkel A, B, C um 60°, so sind die 
Ausdrücke 
b2 + c2—2bc cos (A + 60°), 
a? + c?—2ac cos (B + 609), 
a? + 5?2—2ab cos (C + 60°) 


immer einander gleich. 
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Lehrsätze über das sphärische Dreieck. 


Von Herrn F. Unferdinger, Professor der Mathematik an der Ober- 
realschule am Bauernmarkte in Wien. 


1) Sind die drei Seiten eines sphärischen Dreieckes je klei- 
ner als 180°, so ist die Summe der Sinus zweier Seiten immer 
grösser als der Sinus der dritten und die Summe der Sinus zweier 
Winkel immer grösser als der Sinus des dritten Winkels, oder 
es- ist immer: 


Sina +Sins>Sine, Sin4A+SinB»>SinC. 


2) Ist der Umfang eines Dreieckes grösser oder kleiner als 
180°, so ist immer beziehungsweise: 


Cos?44 +Cos4B + Cos4CS 2; 
ist a+5-+c=180°, so wird diese Summe gleich 2. 


3) Ist die Summe der Winkel eines Dreieckes kleiner oder 
grösser als 360°, so ist immer beziehungsweise: 
Sin24a + Sin?15 + Sin?le S 9; 
ist A+B+C=360°%, so wird diese Summe gleich 2. 


Lehrsatz von der dreiseitigen Pyramide. 


Von Herrn F. Unferdinger, Professor der Mathematik an der Ober- 
realschule am Bauernmarkte in Wien. 


Sind in einer dreiseitigen Pyramide die Scheitelkanten ein- 
ander gleich und ist die Summe der Flächenwinkel der Scheitel- 
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ecke 360°, so ist die Summe der Quadrate der Basiskanten gleich 
dem achtfachen Quadrate der Seitenkanten, oder es ist: 


as Dr Ans 


wenn a, b, c, s die Basiskanten und die Seitenkante bezeichnen. 


Bemerkung über das ebene Dreieck. 
Von dem Herausgeber. 


Wenn in dem Dreieck ABC (Taf. IV. Fig. 7.) der Win- 
kel A doppelt so gross ist als der Winkel B, so ist 
immer 

a?—=b(b+c) 
oder 
b:a=a:b+c, 


d.h. a ist die mittlere Proportionale zwischen 5 und d+.c. 


Um dies zu beweisen, halbire man den Winkel A durch die 
Linie AD, so sind in dem Dreiecke ABD die Winkel an der 
Seite ce einander gleich, und dasselbe ist folglich ein gleichschenk- 
liges Dreieck, also AD=BD. Der Winkel ADC ist als Aussen- 
- winkel dieses gleichschenkligen Dreiecks doppelt so gross als der 
Winkel B, und das Dreieck ACD ist folglich offenbar dem Drei- 
ecke ABC ähnlich, woraus sich die Proportion 


ergiebt. Nach einem anderen bekannten Satze ist aber 
Dec x:Yy; 
also 
b:e=d—y:y, 
und folglich: 


Aus den beiden Proportionen 1) und 2) ergiebt sich; 


_be _ ao 
IT bte: 

also: 
a=b(b-+c), 


w. 2. b. w. 
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'Es frägt sich nun, ob sich dieser Satz auch umkehren, d.h. _ 
ob sich behaupten lässt, dass unter der Voraussetzung 


a=b(b-+c) 
jederzeit im Dreieck ABC der Winkel A doppelt so gross als 
der Winkel B sein muss. 


Um diese Frage zu beantworten, wollen wir zuerst die in 
dem Dreieck ABC (Taf.IV. Fig.8.) den Winkel A halbirende 
Linie « durch die Seiten des genannten Dreiecks ausdrücken. 
In den Dreiecken ABD und ACD ist: 


e+tu—y PrW—a?, 
cu 2bu $ u 


also, weil die Winkel BAD und CAD nach der Construction ein- 
ander gleich sind: 


cosBAD=  » cosCAD= 


ce P] 


folglich : | 
be(b —c)— ca? +by?=(b— c)uR. 
Weil aber bekanntlich: 
be =2:y=ria—z, 
cb=y:z=y:a—y; 
also: 
b:b+tce=xr:a, 
c:b+c=y:a 
ist; so ist: 


folglich : 


ad a__@b?c _ _a?be? __ a?be(b—c) 
I T(br0% (b+c% —  (b+c% 


Daher ist nach dem Obigen: 


2be(b— 
Re a =(b—c)u?, 
also: 
Mi a2 2 detld+c)?— ad} 
ee ee 
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“und folglich: 


A N bei(b + c)?— a2} 

ER b+c r 

oder: 
_ N beta +6+0)(b+c—a) 
er: b-+c 4 

Nehmen wir nun an, dass ’in dem Dreieck ABC (Taf. IV. 
Fig. 9.) die Relation: 
a?—=b(b+e) 


Statt finde. Man halbire den Winkel A durch die Linie AD; 
dann ist nach einem bekannten Satze: 


b:e=x:y=a—y:Yy, 


rc: c = a:y: 


Nach dem vorher Bewiesenen ist: 


_ bei(b+c)?— a?) 


ERNANNT 

N Re 

und weil nun, in Folge der Voraussetzung, 
a=b(b-+c) 


‚ist, so ist: 


ku: bei(b-+c)?— b(b +e)} ke cH 
RT (b+c)? Tue 


also, weil, wieder in Folge der Voraussetzung: 


a? 
Ä b=;7 
ist: 
a? c? a2c? 
Ua en Bl 
b+e b+c (b-+c)? 
folglich: 
ac 
ARE, 3.0 Une 


Nach 3) und 4) ist uv=y, oder AD= BD, und daher ABD ein 
gleichschenkliges Dreieck, folglich : 
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Z£BAD= ZABD, 


woraus, weil ZBAC durch die Linie AD halbirt worden, sich { 


unmittelbar ergiebt, dass 
Z£BAC=2.Z2ABC 


oder A=2B ist. 
Man sieht also, dass der zuerst bewiesene Satz sich in der 


That auch umkehren lässt; es frägt sich aber, ob sich dies nicht 
auf eine weit einfachere Art wie vorher beweisen lässt, was ich 


jetzt hier nicht weiter untersuchen will, da ich das Obige nur 
als Stoff zu einer einfachen Uebung für Schüler ansehe und die 
vorstehende Mittheilung auch nur aus diesem Gesichtspunkte zu 
betrachten bitte. 


Trigonometrische und geometrische Elementarsätze. 
Von dem Herausgeber. 


In den Elementen der ebenen Trigonometrie scheint mir ein 
Satz oder eine einfache Formel zu fehlen oder wenigstens noch 
nicht genug Berücksichtigung gefunden zu haben, von denen sich 
öfters fruchtbare Anwendungen machen lassen. Wenn nämlich in 
einem ebenen Dreiecke zwei Seiten und die, den von diesen Sei- 
ten eingeschlossenen Winkel halbirende Gerade gegeben sind: so 
kann aus diesen gegebenen Stücken der in Rede stehende Win- 


kel leicht gefunden, also das Dreieck überhaupt berechnet werden, 


In dem Dreieck ABC (Taf. IV. Fig. 10.) sei der Winkel C durch 
die Gerade CD halbirt, so ist nach bekannten Sätzen: 
AD? = AC? + CD? — 2AC.CD.cos}4C, 
BD?= BC?+ CD? — 2BC.CD.cos}C 


und: 


AD:BD= AC:BC, 
also: | 
AD.BC= BD.AC, 4D2.BC?—= BD2.AC?; 
folglich nach dem Obigen: 
BC?.(4C?2+CD?—24AC.CD.cos}C) 
= AC?.(BC? + CD? — 2BC.CD.cos3C), 


woraus sich leicht: 
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(40?— BC2%).CD?=2AC.BC.CD.(AC— BC).cos3C, 
also, unter der Voraussetzung, dass nicht AC= BC ist: 
(AC+BC).CD=2AC.BC.cos4C, 
und folglich: 


1 1 
3 Ar ER cos!C = icD.(76+ E6) 
ergiebt. Ä 


Wenn AC=BC und das Dreieck ABC also ein gleichschenk- 
liges ist, wo sich durch AC— BC=0 nicht, wie vorher gesche- 
hen, dividiren lässt, wird die vorstehende Formel: 

Bi zscDH. = 3CcD. Zen e 
wie es in diesem Falle offenbar sein muss, da unter der gemach- 
ten Voraussetzung ACD und BCD bei D rechtwinklige Dreiecke 
sind. Also gilt die Formel 1) auch in dem Falle eines gleich- 
schenkligen Dreiecks und ist daher allgemein gültig. Mittelst 
dieser Formel kann man aus AC, BC, CD den Winkel C leicht 


ohne alle Zweideutigkeit berechnen, und dann also das Dreieck 
ABC überhaupt auflösen. 


In dem Archiv *) und auch anderwärts ist in neuerer Zeit 
vielfach der folgende geometrische Lehrsatz discutirt worden: 


Wenn in dem Dreiecke ABC (Taf. IV. Fig: 11.) die Li- 
“ mien AD und BE, von denen die Winkel BAC und ABC 
halbirt werden, einander gleich sind: so ist das Drei- 
eck ABC gleichschenklig, nämlich AC=BC. 


Mittelst der Formel I) lässt sich dieser Satz sehr leicht auf 
folgende Art beweisen. Bezeichnen wir der Kürze wegen die 
Winkel BAC und ABC bloss durch A und 2; so ist nach ]): 


cos 14=140.(47 + 46) B 


1 1 
cos4B=1BE. (45 + BC)‘ 


also, weil nach der Voraussetzung AD=BE ist, durch Division: 


*) M. 8, Zs B. Thl. IV, S, 330. mr xl. 444. ng XII. 337. en XI. 341. 
— XV. 221. — XV. 351. — XV. 358, — XVI 259. — XVII. 357. — 
XX. 459, — XLI. 151. 


‘Theil XLII, 16 


234 Miscellen. 


1 ı 
cosiA AB % AC 
cos!3B”T 1 de 

| AB!'BC 
Wäre nun nicht A=DB, also etwa A> DB, so wäre 44>45, 
und folglich, weil 34 und 32 immer spitze Winkel sind, cos3A 
<cos4B; also nach dem Obigen: 


% 1 1 1 
ABTACSABtEC 


folglich : 
1 1 
A6 Bo also AC> BC. 
Es wäre folglich: 
A>B, BC<AGC; 
was ungereimt ist, weil nach einem bekannten Elementarsatze : 


A>B, BC>AC 


ist. Also ist A=B, woraus alles Uebrige ohne Weiteres folgt. 


Leicht kann man diesem Beweise auch eine rein geometrische, 


von trigonometrischen Formeln unabhängige Gestalt geben, wo 


sich aber die Sache allerdings bei Weitem nicht so einfach wie 


| 
ß 
1 
F 
| 
I 
4 
{ 


vorher gestaltet. In Taf. IV. Fig. 12., wo wieder CD den Winkel 
ACB halbirt, fälle man von A und DB auf CD oder seine Ver- 
längerung die Perpendikel AE und BF; dann ist nach einem 
bekannten geometrischen Satze *): 


AD? = AC?+ CD? —2CD.CE, 
BD?= BC? + CD? —2CD.CF; 
und nach einem anderen bekannten Satze ist: 
AD:BD = AC:BC, 
AD.BC=BD.AC, 4D2.BC?= BD2.AC?; 
also nach dem Obigen: 
BC?.(4C?+CD?—2CD.CE) = AC?.(BC?+CD?-2CD.CF), 
(AC?— BC2).CD? =2CD.(AC?.CF—BC?.CE), 
(AC?— BC%).CD = 2(AC?2.CF— BC?.CE). 


*) M.s. mein Lehrbuch der ebenen Geometrie. Fünfte 
Auflage. Brandenburg 1862. $. 172. Bemerkung. S. 88. 
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Weil die Winkel ACE und BCF einander gleich sind, so 
sind die rechtwinkligen Dreiecke ACE und BCF einander ähn- 
lich, und es ist also: 


AC:CE = BC:CF, 
AC.CF = BC.CE; 
folglich nach dem Obigen: 


(4C?— BC3.CD = 2AC.CF.(AC— BC) 
—=2BC.CE.(4AC—BC), 


und daher, wenn nicht AC= BC ist: 
(AC+BC).CD=2AC.CF=2BC.CE, 
AC+BC CF CE 


RUE BC BC AC 

oder: 
1 1 CF. CE 
2) Sale ea ce ıcD.(46+ Be Roiae: 


Wenn AC=BC ist, so ist offenbar CE=CF=CD, und die 
vorstehende Gleichung wird also in diesem Falle: 


2 cD CD CD, 


CD. ac = A360’ IC” 0 


folglich eine Identität, woraus sich ergiebt, dass die Gleichung 2) 
auch noch für AC= BC gilt, und daher allgemein gültig ist. 


In Taf. IV. Fig. 15. seien jetzt wieder die Linien AD und BE, 
welche die Winkel BAC und ABC halbiren, einander gleich, 
und von A und B seien auf BE und AD die Perpendikel AF 
und BG gefällt. Dann ist nach 2): 


34D. (42 \: 40) = 4 = TR 


sBE. (45 + 26) = AB; 


also, weil nach der Voraussetzung AD= BE ist, durch Division: 


| 1 5 
AG AB NAC 
BER SE 
AB* BC 


Wäre nicht AG= BF, etwa AG»> BF, so wäre: 


- 
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1 1 1 1 
aBtac? aBt BO F 
also : A 
1 1“; . ’ Ri 
AC > BC’ folglich AC< BG; t 


und nach einem kannten Elementarsatze wäre also: 
ZLA> ZB, 3 ZA> EZB: 
d.i. ZBAG> _ZABF. x 


Denkt man sich nun über AB als Durchmesser einen Halb- 
kreis beschrieben, so geht derselbe bekanntlich durch Fund @. 
Dreht man das Dreieck ABF um und legt es in den Halbkreis 
wieder hinein, so dass es, weilnach dem so eben Bewiesenen ZABF 
<_ZBAG ist, in die Lage ABF' (Taf. 1V.Fig.14.) kommt, wo also 
AF'=BF, BF'=AF ist; so ist nach dem Obigen AF'< AG, da doch 
nach einem bekannten Satze vom Kreise (Eucl. Elem. Lib. VII. 
Prop. VI) AF'>AG ist. Folglich ist A@= BF (Taf. IV.Fig.13.), 
daher sind die rechtwinkligen Dreiecke AB@G und ABF einan- 
der congruent, also die Winkel BAG und ABF einander gleich, 
folglich 


32BAC=14ZABC, 


also auch {BAC= ZABC, woraus alles Uebrige ohne Weite- 
res folgt. 


Eine ähnliche Formel wie 1) kann man auch für das sphäri- 
sche Dreieck entwickeln. In Taf. IV. Fig. 15. sei der Winkel C 
durch CD halbirt, so ist in den sphärischen Dreiecken ACDund 
BCD nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigonometrie: 

‘cos AD= cosbcosd + sinbsindcos4C, 
cosBD=cosacosd+sinasindcosiC. 


Ferner ist: 
sina:sin BD = sin BDC:siniC, 


TIEREN ET nr 


sind:sin AD = sin ADC: sini(C; 
also, weil 
sin ADC = sin BDC 
st: 


ı 
sina _ sinBD, 
sind —sindD’ 
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folglich: 
sin a?sin AD? — sin 5?sin BD2. 
Daher hat man nach dem Obigen die folgende Gleichung: 
sin a?{1— (cosb cosd+ sindsind costC)?} 
— sind?}1— (cosacosd+sinasindcos4C)?}, 


also, wenn man die Quadrate entwickelt und aufhebt, was sich 
aufheben lässf, wie man leicht findet: 


sin a? — sin 5? — (sin a? cos b? — cos a? sin 5?) cos d? 
—= 9sinasindsindcos dsin (a— b) cos4C. 
Nach bekannten Formeln ist aber: 


sin a?— sin b? = (sina-+ sind) (sin a— sin b) 
—= sin(a+b)sin(a— b), 


sin a?cos b?—cos a?sin 5?—=(sinacosd+eosasinb) (sinacosb— cosasind) 
=sin(a+b)sin(@a—b); 


also, wenn man zugleich mit sindsin(a—bÖ) dividirt, nachdem 
man 1— cosd?2=sind? gesetzt hat: 


sin (a+6)sind = 2sinasindcosdcos4C, 


woraus: 
ah sin (a + 5) 
ee N cost} = stangd — sind’ 
oder 
ER RSum HN - cos4C =%tangd(cota-+cotb), 


oder auch: 
5) cos3C = 4tan en) 
Be“ 27 san ranga ' tangb)’ 


welche Formel der Formel 1) analog ist. 
Für a=b wird die Gleichung 5): 


2 
cos4C=4tangd ee . an 5 


also: 
tangd tangd 


1 Ben aa Sc = 
wi tanga tangb ’ 


. 
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was nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigonometrie 
richtig ist, da im vorliegenden Falle die Dreiecke ACD und BCD 
offenbar bei D rechtwinklig ist. Also gilt die Formel 5) auch für 
a=b, und daher allgemein. 


Schreiben des Herrn Professor Lobatto in Delft an den 


Herausgeber. 


Delft 9. Mars 1864. 


Vous avez publie dans le 41. Thl. 1. Hft. de votre estimable 
journal une solution analytique du probleme oü il s’agit de deter- 
miner le lieu geometrique des points milieux de toutes les cordes 
d’une ellipse passant par le m&me point. 


Qu’il me soit permis de vous soumettre par la presente une 
autre solution assez simple de ce probleme, et basee sur la theo- 
rie des projections. J’y suis parvenu de la maniere suivante. 


 Considerons l’ellipse aux deux axes a, 5 comme la section 
d’un eylindre droit ayant pour base un cercle dont le diametre soit egal 
au petit axe 26. Si «@ designe l’inclinaison de cette section, l’on 
aura entre les trois quantites a, db, « la relation connue 


b=acose. 


Soit AB=% (Taf. V.Fig.1.)*) la projection du grand axe sur 
la base du cylindre; P celle du point donne (f, 9); les coordon- 
nees OQ, PR (O etant la projection du centre de l’ellipse) auront 


b 
evidemment pour valeurs fcos« et g ou Zi et g. Menons la 


droite PO, et soit MN la projection d’une corde quelconque tiree 
dans l’ellipse par le point donne. Si l’on observe maintenant que 
le pied de la perpendiculaire Om abaissee sur MN, determine 
le point m, milieu de cette corde, et projection du point milieu de 
la corde correspondante dans lellipse; que d’ailleurs le lieu 
geometrique des points m sera une circonference de cercle decrite 
sur OP comme diametre, on en conclura immediatement que les 
points milieux des cordes, tracees dans l’ellipse, seront situes sur 
une autre ellipse ayant cette circonference pour projection, et 
dont les deux axes seront egsaux & OP et OP.sec«. Les va- 
leurs de ces axes sont faciles & calculer. En eflet le triangle 
rectangle OPQ donne directement 


*) Die Figur wird mit Taf. V. im nächsten Hefte nachgeliefert. &. 


es er 


1 u RE TR 


DIENEN 


v EN Zu 
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b?f2 2 2 
oP= vrrtewigrhl 


= 


et 


BR ia 
OP.seca= OP. G=av Ya + m. 


Le centre de cette ellipse se projettera en p milieu de OP; 
ses coordonnees seront la moitie de celles du point P, done dans 
Vellipse m&me ce centre aura pour coordonnees 3/ et 39. Quant 
a la direction du grand axe, il est evident quelle sera parallele 
a celle du grand axe de la section elliptique, puisque sa proje- 
ction, egale au petit axe, sera de m&me longueur que le diametre 
PO; ce qui s’accorde entierement avec les resultats que vous 
avez obtenu ä& l’endroit cite. Je saisis cette occasion de vous 
renouveller l’assurance de la consideration tres distinguee avec 
la quelle j’ai l’honneur d’etre 


Votre tres humble serviteur 
R. Lobatto. 


Von Herrn Professor Strehlke in Danzig. 


Herr Professor Strehlke in Danzig hat mir, übrigens nur 
ganz beiläufig, den folgenden Kettenbruch mitgetheilt, von dem 
ich in diesem Augenblicke nicht sogleich entscheiden kann, ob 
er in dieser Form schon anderwärts gegeben worden ist, ihn aber 
als weniger bekannt immerhin abdrucken lasse: 


Ve ER A REN 
ir met zam+ 1 1 
AUGEN 


a a 
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Berichtigungen. 


Der Herr Verfasser der Abhandlung Nr. XVI.: „Ueber die 
cubischen Gleichungen“ hat nachträglich zu den derselben 
beigefügten Tabellen die folgenden Berichtigungen eingesandt, 
welche vor dem Gebrauch der Tabellen in denselben vorzunehme 
ich recht sehr bitten muss. " 


S. 127. Z.5.v.u. statt „+279°“ s.m. „+27g.“ 


S. 130. Im Kopf der zweiten Hälfte der Tabelle, also oben 
rechts ganz am Ende, werde für D=0,00 gesetzt: 
D=0,0, die zweite 0 ist also zu streichen. 


S. 131. Im Kopf der ersten Hälfte der Tabelle, also oben rechts 
vor dem starken Vertikalstrich werde für D=0,00 ge- 
setzt: D=0,0. Die zweite 0 ist also zu streichen. 


S. 134. Im Kopf der zweiten Hälfte der Tabelle, also oben 
rechts ganz am Ende, werde statt D=0,000 gesetzt: 
D=0,0. Die beiden letzten Nullen sind also zu streichen. 


S. 140. In der dritten Spalte der ersten Hälfte der Tabelle Z. 21 
und Z. 22 werde statt 


099854 nr. 99854 
099979 BEeSetzt: 99979 


so dass also in beiden Zahlen die vordersten Nullen 
zu streichen sind. Ferner gehört zu den acht letzten 
Zahlen in derselben Spalte, also zu den Zahlen 100104 
(incl.) bis 100980 (incl.) nicht D=0,00, sondern D=0,0, 
was leicht in der Tabelle bemerkt werden kann, aber 
wohl zu beachten ist. 


S. 148. In dem Kopf der ersten Hälfte der Tabelle, in der 
dritten Spalte, ist statt „D=2,“ zu setzen: „D=1,“. 


S. 149. In der mit D bezeichneten dritten Spalte der zweiten 
Hälfte der Tabelle ist statt der obersten Zahl ‚9548 
zu setzen: ‚3,9548, also der in der Tabelle im Druck 
sich findenden Zahl links noch ‚93,‘ beizufügen. 


Wenn ich auch für vorstehende Berichtigungen, mit Aus- 
nahme von ein Paar leicht zu bewerkstelligenden, eine Verant- 
wortlichkeit nicht zu übernehmen habe und überdies dieselben 
sämmtlich sehr leicht vorzunehmen sind, so dass ein Umdruck 
der betreffenden Blätter nicht nothwendig schien: so bitte ich 
doch wegen derselben recht sehr um Verzeihung. Alle meine 
Bemühungen und Anordnungen sind darauf gerichtet, den Druck 
so fehlerfrei als nur irgend möglich herstellen zu lassen. 

Grunert. 


S. 73. in der ersten Zeile von oben muss es statt e—-+a.0,244.... heissen: 
x— + a.2,44. 


Rs 
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xxXV. 


Galileo Galilei. 


Ein Vortrag, gehalten in Greifswald zur Erinnerung an seinen 
800sten Geburtstag 


von 


Herrn Doctor Johannes Streit, 


Gymnasiallehrer. 


Hochgeehrte Versammlung! 


Wenige Tage sind verflossen, seit von jenseits der Alpen 
die Kunde zu uns drang, dass man an den verschiedensten Orten 
Italiens das Gedächtniss eines Mannes gefeiert hat, auf den sein 
Vaterland mit Recht stolz sein darf. Am 18. Februar d. J. waren 
dreihundert Jahre vergangen, seit Galilei das Licht der Welt 
erblickte!). Vergleichen wir den Zustand der mathematischen 
Wissenschaften, zumal der Astronomie und der verschiedenen 
Gebiete der Physik, in welchem er dieselben vorfand, mit den 
reichen Erfolgen, die bei seinem Tode, srossentheils durch sein 
Verdienst, in allen Theilen derselben erlangt waren, so wird man 
ihm den Namen eines Reformators der Wissenschaften nicht ver- 
sagen können und die gerechte Bewunderung begreifen, welche 
ihm nicht blos von seinen Zeitgenossen zu Theil ward, die er 
noch heute überall da findet, wo man die Bestrebungen und Lei- 
stungen eines Pythagoras und Archimedes, eines Kepler 
und Newton, und so vieler anderer hochbegabter Männer zu wür- 
digen versteht. Aber wenn wir Galilei auch nicht alle die glän- 
zenden Entdeckungen verdankten, die er am Himmel und auf 
Erden gemacht hat, das Schicksal, welches ihm in seinem Alter 
sein Eintreten für die Wahrheit, für das Recht der freien For- 
schung bereitete, wird ihm einen dauernden Platz in der Geschichte 
der Menschheit und die Theilnahme fühlender Herzen für alle 
Zeiten sichern. Gestatten Sie mir, Ihnen das Lebensbild dieses 
Mannes uud sein Wirken in der Wissenschaft, so weit es mir 
nach Maassgabe meiner Kräfte möglich ist, heute vorzuführen. 


Theil XLIIL 17 


242 Streit: Galileo Galilei. 


Galileo Galilei?) wurde am 18. Februar 1564, an demsel- 
ben Tage und fast in derselben Stunde, in welcher Michelangelo 
zu Rom seinen Geist aushauchte, in Pisa geboren, wo seine Eltern 
sich Geschäfte halber aufhielten. Sein Vater, Vincenzo Gali- 
lei, der als theoretischer Musiker durch eine Abhandlung über 
die antike und moderne Musik sich einen geachteten Namen er- 
worben hat, stammte aus einer edlen aber verarmten florentinischen 
Familie, seine Mutter, GuiliaAmmannati di Pescia, gehörte 
ebenfalls einem edlen florentinischen Hause an. Galileo war 
der älteste unter seinen Geschwistern; ein jüngerer Bruder, 
Michelangelo, der später als Musiker in München lebte, nahm 
wiederholt Galilei’s Unterstützung in Anspruch, sowie ihm auch, 
nach dem 1591 erfolgten Tode des Vaters, die Sorge für die Aus- 
stattung seiner Schwestern zufiel. 


Seine Jugendjahre verlebte Galilei in Florenz; schon als 
Knabe zeigte er Vorliebe und grosses Geschick für Mechanik. 
Er verfertigte Modelle zu Mühlen, Galeeren und Maschinen aller 
Art, wobei er die ihm zu Gebote- stehenden geringen Hülfsmittel 
mit grossem Geschick zu verwerthen wusste. Sein Vater bestimmte 
ihn für den Handelsstand, liess ihn aber doch im Lateinischen 
und in der Logik unterrichten; an dieser fand er wenig Geschmack, 
in jenem überflügelte er bald seinen Lehrer, arbeitete nun auf 
eigene Hand weiter und wandte sich auch dem Griechischen zu. 
Aus seinem eifrigen Studium beider klassischer Sprachen erwuchs 
wohl zumeist jener glänzende Stil, dem später seine akademischen 
Vorträge einen Theil ihrer Erfolge verdankten, den wir noch heute 


in seinen Schriften bewundern, und der ihn, nach dem eigenen 


Urtheil der Italiäner, den besten Prosaisten, einem Machiavelli 
und andern, würdig an die Seite stell. Auch in der Musik und 
Malerei machte er sehr rasche Fortschritte und bildete seinen 


Geschmack in dem Maasse aus, dass noch später bedeutende 
Maler seinen Rath, namentlich in der Lehre von der Perspective, 
einzuholen nicht verschmähten. Diese vielseitige Entwickelung 


seiner Talente liess den Vater seinen Entschluss ändern und ihn 


für das Studium der Medicin bestimmen. Siebenzehn Jahre alt 


bezog Galilei die Universität Pisa, wo damals alle Professoren 


Anhänger des Aristoteles waren; nur Mazzoni trug die Lehren 


A 


der Pythagoräer vor. An ihn schloss sich Galilei an und lernte 
aus seinem Munde, was man damals von der Physik wusste. 


In diese Zeit seiner medicinischen Studien verlegt man ge- | 


34 = 
ET = 


| 


wöhnlich seine Entdeckung des Isochronismus der Pendelschwin- 
gungen. Er befand sich nämlich eines Tages im Dom zu Pisa, 
als er bemerkte, dass eine von der Decke herabhängende Lampe A 


RL 
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sich hin- und herbewegte, und dass die Schwingungen, mochten 
sie gross oder klein sein, jedesmal in gleichen Zeiten zu erfol- 
sen schienen. Diese Bemerkung wurde die Grundlage zur 
Entdeckung der Gesetze, nach welchen die Pendelschwingungen 
vor sich gehen. Galilei. machte sogleich eine Anwendung auf 
die Medicin, indem er seine Entdeckung zur Bestinhung der 
 Puls-Frequenz benutzte; unter dem Namen pulsilogium wurde sie 
zuerst 1603 von Santorius veröffentlicht; doch spricht Galilei 
schon in einem Briefe vom 29. November 1802 ausführlich über 
das Gesetz der Pendelbewegung und die Versuche, welche das- 
selbe bestätigen. 


Während seines zweiten Studienjahres führte ihn ein Zufall 
den mathematischen Wissenschaften zu, in denen er später so 
Grosses leisten sollte. Hören wir, was uns darüber aus seinem 
eigenen Munde durch Gherardini überliefert ist. Ein Bekann- 
ter seines Vaters, Abbe Ricci, der die grossherzoglichen Pagen 
in der Mathematik zu unterrichten hatte, siedelte mit dem Hofe 
nach Pisa über. Galilei beeilte sich, ihn aufzusuchen, fand ihn 
aber jedesmal beschäftigt, den Pagen die Elemente des Euclid 
zu erklären, in einem Saale, welchen &alilei nicht betreten durfte. 
Hinter der Thüre stehend lauschte er dem Vortrage, und der Ge- 
genstand fesselte ihn in dem Maasse, dass er durch volle zwei 
Monate diese sonderbare Art, Unterricht zu nehmen, fortsetzte. 
Er hatte sich inzwischen einen Euclid verschafft, studirte fleissig 
auf eigene Hand und unter dem Vorwande, über einige schwierige 
Sätze seine Belehrung einholen zu wollen, entdeckte er sich end- 
lich Rieci. Dieser nahm sich mit Wärme seiner an, erwirkte 
ihm von dem anfangs widerstrebenden Vater die Erlaubniss, sich 
ganz dem Studium der Mathematik zu widmen, und schenkte ihm 
die Werke des Archimedes. In diese vertiefte sich Galilei mit 
solchem Eifer und solcher Begeisterung, dass er fortan keinen 
"andern Führer mehr haben wollte, und es aussprach, wer die- 
sem folge, könne dreist am Himmel und auf Erden ein- 
herschreiten. An der Hand des grossen sicilischen Mathema- 
tikers machte er rasche Fortschritte; er vervollkommnete die Lehre 
vom Schwerpunkte fester Körper und trat bald mit bedeutenden 
Gelehrten seiner Zeit in Briefwechsel. Aber die Mittel seines 
Vaters reichten nicht mehr aus; der Grossherzog von Toscana 
verweigerte ihm eine nachgesuchte Unterstützung, und er musste 
die Universität verlassen, ohne den Doctorgrad erlangt zu haben. 
Die wiederholten Bemühungen seiner Freunde, ihm einen Lehr- 
stuhl in Bologna zu verschaffen, schlugen fehl, und er durfte es 
noch als ein Glück ansehen, als er durch Vermittlung seines Gön- 
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ners, des Marchese del Monte, der ihn nur den Archimedes 
seiner Zeit nannte, im Jahre 1589, fünfundzwanzig Jahre alt, eine 
Anstellung als Lektor der Mathematik an der Hochschule zu 
Pisa mit einem Jahrgehalt von 60 Skudi erhielt, etwa 90 Thaler in 


unserm Gelde. 


Die Vorlesungen, welche Galilei damals gehalten hat, sind 
nieht mehr vorhanden, man weiss aber, dass er in denselben 
offen gegen Aristoteles auftrat, dessen Autorität bis dahin last 
allgemein als unumstösslich gegolten hatte. In diese Zeit fallen 
auch seine Versuche über den Fall schwerer Körper, zu denen 
er den schiefen Thurm zu Pisa benutzte, und die Entdeckung der 
Gesetze, nach welchen die Schwere auf alle Naturkörper wirkt. 
Es wird erzählt, dass die Professoren und Studenten, welche bei 
seinen Versuchen zugegen waren, ihn wiederholt mit Zischen em- 
pfangen hätten. Schon etwas früher hatte der Venetianer Bene- 
detti den Satz aufgestellt, dass im leeren Raume Körper 
von verschiedener Masse mit gleicher Geschwindig- 
keit fallen; ähnliche Gedanken finden sich auch ia den Abhand- 
lungen von Moleti, Galilei’s Vorgänger in seiner spätern 
Professur in Padua. Aber diese Priorität der Ansichten mindert 
nichts an Galilei’s Verdienst; denn als Meinung ist dasselbe 
schon viel früher, nämlich im zweiten Buche des Lucrez aus- 
gesprochen, und Galilei war der erste, der die Ergebnisse seiner 
theoretischen Untersuchungen durch Versuche bestätigte. Diese 
Entdeckungen bilden die Grundlage der ganzen Bewegungslehre. 
Sie wurden von Galilei nebst Untersuchungen über die Pendel- 
schwingungen und über den Fall auf der schiefen Ebene in einem 
Werke veröffentlicht, das erst gegen das Ende seines Lebens er- 
schien). Der grosse Lagrange spricht sich in seiner Meca- 
nique analytique folgendermaassen über dasselbe aus: 


„Die Dynamik ist die Wissenschaft von den beschleunigenden 
und verzögernden Kräften und den mannigfachen Bewegungen, 
welche dieselben hervorbringen. Diese Wissenschaft gehört ganz 
und gar der neueren Zeit an, und Galilei ist es, der zu ihr den 
Grund gelegt hat.“ 


„Vor ihm hatte man die Kräfte, welche auf die Körper wir- 
ken, nur im Zustande des Gleichgewichts betrachtet; und obgleich 
man die beschleunigte Bewegung fallender Körper und die krumm- 
linige Bewegung der Geschosse nur der dauernden Wirkung der 
Schwere zuschreiben konnte, war es noch Niemand geglückt, die 


Gesetze dieser gewöhnlichen Erscheinungen durch eine so ein- 


fache Ursache zu erklären. Galilei .hat zuerst diesen Schritt 
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gethan und dadurch der Mechanik neue und unermessliche Bahnen 
eröffnet. Seine Entdeckungen am Himmel haben ihm bei seinen 
Lebzeiten mehr Ruhm verschafft; aber jenes ist heute der sicherste 
und beste Theil seiner Verdienste.“ 


„Um die Jupiterstrabanten, die Phasen der Venus, die Son- 
nenflecken aufzufinden, brauchte man nur Ferngläser und fleissige 
Beobachtungen; aber es bedurfte eines ausserordentlichen Genies, 
um Naturgesetze in den Erscheinungen herauszufinden, die man 
täglich vor Augen gehabt hatte, deren Erklärung aber doch dem 
Scharfsinn der Forscher stets entgangen war.“ 


Nach der Sitte damaliger Zeit war Galilei’s Ernennung 
nur auf drei Jahre erfolgt. Nach Ablauf derselben hätte er sich, 
trotz seines geringen Gehaltes, gern von Neuem bestätigt gesehen, 
da er durch den Tod seines Vaters die einzige Stütze der Familie 
seworden war. Inzwischen hatte er durch seine Freimüthigkeit 
seine Stellung auf’s Spiel gesetzt. Johann vonMedici, ein natür- 
licher Sohn Cosmos Il., hatte eine Hafenreinigungsmaschine er- 
funden, und da er sich für einen grossen Baumeister hielt, so 
wurde seine Eitelkeit empfindlich verletzt, als Galilei ihre Fehler 
aufdeckte. Er beschwerte sich beim Grossherzog, und da alle 
Anhänger des Aristoteles sich seinen Klagen anschlossen, so zog 
es Galilei vor, dem Sturme zu weichen und kehrte nach Florenz 
zurück, folgte aber bald einem Rufe der Republik Venedig als 
Professor in Padua mit einem Gehalte von 180 fl. — Im Sommer 
1592 reiste er nach Venedig, und er erzählte gern noch im hohem 
Alter, dass damals sein Gepäck, welches sein ganzes Hab und 
Gut enthielt, noch keine hundert Pfund gewogen habe. 


In Padua schuf sich Galilei bald einen ausgedehnten Wir- 
kungskreis. Seine mathematischen Vorlesungen hatten einen sol- 
chen Zulauf, dass er zweimal in grössere Auditorien wandern 
musste und endlich in der Juristenschule einen Hörsaal fand, der 
über 2000 Menschen fasste und dennoch häufig überfüllt war, wenn 
Galilei vortrug. Sein Ruf zog Zuhörer aus aller Herren Länder 
herbei, und es werden darunter auch fürstliche Personen genannt. 
Er liebte es, seine Schüler in seinem Hause um sich zu versam- 
meln und zu bewirthen, und da für die Ueberzahl der Gäste das 
vorhandene Tischzeug oft nicht ausreichte, sah er sich genöthigt, 
Papier statt der Servietten zu verabreichen. Hier in Padua ver- 
band er sich mit einer wegen ihrer Schönheit berühmten Dame, 
Marina de Gamba, die ihm mehrere Kinder schenkte. Sein 
Sohn Vincenzo, der den Vater nur wenig Jahre überlebte, zeigte 
sich später geschickt in der Mechanik. Zwei Töchter, Julia und 
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Polissena, nahmen den Schleier unter den Namen Arcangela 
und Geleste. 


Galilei schrieb in dieser Zeit verschiedene Abhandlungen 
über Mechanik, Befestigungskunst, Sonnenuhren, welche zum 
Theil verloren gegangen, zum Theil erst viel später im Druck 
‚erschienen sind®). Auch auf das Gebiet praktischer Erfindungen 
dehnte er seinen Scharfsinn aus. So erhielt er 1594 für eine von 
ihm erdachte hydraulische Maschine vom Dogen von Venedig ein 
Privilegium auf 20 Jahre. Bald darauf erdachte er den Propor- 
tional-Zirkel; zwar behauptete der Mailänder Baltasar Capra, 
diese Erfindung schon früher gemacht zu haben, doch wurde er 
von dem niedergesetzten Schiedsgerichte schmäblich abgewiesen, 
da sich herausstellte, dass er gar nicht die einfachsten Kenntnisse 
in der Geometrie besass5). — In Anerkennung seiner Verdienste 
als akademischer Lehrer wurde Galilei nach Ablauf der ersten 
sechs Jahre bestätigt, und gleichzeitig sein Einkommen auf 320 fl., 
bei seiner abermaligen Bestätigung aber 1606 auf 520 fl. erhöht. Als 
er endlich 1609 dem Venetianischen Senat das Fernglas überreicht 
hatte, belohnte ihn die Ernennung auf Lebenszeit, mit einem 
Jahrgehalt von 1000 fl. — Aus Holland war das Gerücht nach 
Venedig gedrungen, dass dort ein Instrument erfunden sei, durch 
welches man mit Hülfe von geschliffenen Gläsern sehr entfernte 
Gegenstände ganz nahe und deutlich wahrnehmen könne. Gali- 
lei hörte davon (ein Brief aus Paris brachte ihm die Bestätigung), 
er dachte eine ganze Nacht darüber nach und fand das Richtige. 
Er setzte sein Teleskop aus zwei Gläsern, einem planconvexen 
und einem planconcaven, zusammen, eine Form, die noch heute, 
z. B. bei unsern Operngläsern, in Gebrauch ist, und den Namen 
des Galileischen Fernrohrs bewahrt hat. Und während in der 
Hand der holländischen Künstler das Instrument noch lange ein 
sehr unvollkommenes blieb, brachte es Galilei bald zu 1000 facher 
Flächenvergrösserung; ja, er benutzte es sogleich, um der For- 
schung ein ganz neues, ungeahntes Feld zu eröffnen: Er richtete 
sein Fernrohr gen Himmel, zuerst auf den Mond, und fand auf 
ihm Thäler und Berge, höher als die Berge der Erde. Die Ple- 
jaden, in denen man im Alterthume nur 6—7 Sterne annahm, 
zeigten ihm 40; im Gürtel des Orion, wo das blosse Auge nur 
7 Sterne wahrnimmt, zählte er deren $0; die Milchstrasse und die 
Nebelflecke lösten sich in seinem Glase zu Gruppen von unzähli- 
gen Sternen auf. Am 7. Januar 1610 entdeckte er die Monde des 
Jupiter, zuerst drei, sechs Tage später einen vierten. Alle diese 
wichtigen Beobachtungen veröffentlichte er schon im März des- 
selben Jahres). 
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Eine andere Entdeckung, die er im Juli 1610 machte, hielt 
er noch zurück und theilte sie vorläufig nur in einem Anagramm 
mit, von dem er später auf Bitten Kaiser Rudolph II. die Auf. 
lösung gab: 


Altissimum planetam tergeminum observavi. 


Er hatte nämlich den Ring des Saturn durch sein nicht hinrei- 
chend starkes Telescop nur undeutlich wahrgenommen; der Planet 
schien ihm aus drei Sternen zu bestehen, und er war nicht wenig 
erstaunt, als nach einigen Jahren die Henkel des Ringes wieder 
verschwunden waren. Er fragte sich, ob ihn sein Fernrohr ge- 
täuscht, ob sein Auge schwäcber geworden sei, oder ob Saturn 
zum zweiten Male seine Kinder verschlungen habe. Am wahr- 
scheinlichsten war es ihm freilich, dass sie nur periodisch ver- 
schwänden und später wieder erscheinen-würden, was sich in der 
Folge vollkommen bestätigt hat. 


Diese glänzenden Entdeckungen, welche so rasch auf einander 
folgten, erregten überall Staunen und Bewunderung. Die Dichter. 
wetteiferten, Galilei zu verherrlichen, und die Jupiterstrabanten. 
wurden auf Maskenbällen dargestellt. Dem Toscanischen Hert- 
scherhause zu Ehren hatte Galilei dieselben Mediceische Gestirne. 
benannt; der König von Frankreich beeilte sich, ihn zu bitten, 
bei nächster Gelegenheit auch seinen Namen zu berücksichtigen, 
Am 10. Juli 1610 berief Cosmos Il. ihn nach Toscana zurück 
als ersten Professor der Mathematik an der Universität Pisa mit 
einem Jahrgehalt von 1000 Skudi, ohne die Verpflichtung, in Pisa. 
zu wohnen und Vorlesungen zu halten, und zugleich als Mathe-. 
matiker und Philosophen .des Grossherzoglichen Hofes. Galilei 
nahm diese Stellung gern an, da sie ihm die Musse für fernere. 
Untersuchungen sicherte, während in Padua ein grosser Theil 
seiner Zeit durch Vorlesungen in Anspruch genommen war. Im 
September kehrte er in seine Valerstadt zurück und bald darauf 
beobachtete er, dass die Venus, ähnlich wie der Mond, in regel- 
‘ mässiger Aufeinanderfolge vier verschiedene Gestalten zeigt, was. 
schon Copernikus als einen Beweis für die Bewegung der Pla- 
neten um die Sonne vorhergesagt hatte; auch fand er merkliche 
Veränderungen in dem Glanze und dem scheinbaren Durchmesser 
des Mars. Noch in Padua hatte er die Entdeckung der Sonnen- 
flecken gemacht, dieselbe aber anfangs nur einigen vertrauten 
Freunden mitgetheilt, da sie gegen das peripatetische Dogma von 
der Reinheit der Sonne verstiess.. Im März 1611 ging er nach 
Rom, wo er viele Personen, darunter auch mehrere Cardinäle, 
seine neuen Entdeckungen am Himmel sehen liess. Dieselben 
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erregten allgemeines Staunen, und ihre Wichtigkeit wurde nicht 
verkannt. Jede einzelne von ihnen war ein Stoss gegen die Lehre 
des Ptolemäus, dass der Himmel sich um die Erde als festen 
und unbeweglichen Mittelpunkt dreht, welche durch das ganze 
Mittelalter hindurch gegolten hatte, — jede einzelne eine neue 
Bestätigung des Copernikanischen Weltsystems. Die Frage über 
die Bewegung der Erde, welche Galilei seit lange angenommen 
hatte, kam jetzt in Rom zur Sprache. Sein Freund Sarpi, der 
ihn ungern von Venedig scheiden sah, hatte ihn vor dieser Reise 
gewarnt und schon damals ausgesprochen, dass man aus jener 
Frage eine kirchliche Angelegenheit machen und Galilei zum 
Widerruf zwingen würde. In der That kamen einige einflussreiche 
geistliche Würdenträger auf den Gedanken, dass das, was Gali- 
lei ihnen zeigte, nur eine Täuschung sei, die mit dem kirchlichen 
Dogma im entschiedensten Widerspruch stände; in Folge dessen 
beauftragte Cardinal Bellarmin vier Jesuiten, darunter den Astro- 
nomen Ulavio, mit der Prüfung von Galilei’s Entdeckungen, 
und diese konnten darin nichts Verfängliches finden. So kehrte 
Galilei,nachdemer unter die Mitglieder derberühmten Accademia 
dei Lincei aufgenommen war, mit erhöhtem Ansehen nach Florenz 
zurück. Doch liess er in Rom viel Neider und Feinde; von denen 
manche heftig dieRichtigkeit seiner Behauptungen bestritten. Ein 
Blick durch Galilei’s Fernrohr hätte sie eines Besseren belehren 
können; allein sie weigerten sich hartnäckig, diesen Blick zu thun, 
indem sie von vorn herein alles, was das Fernrohr zeigte, für 
Teufelsspuk erklärten. — In diese Zeit fällt die Erfindung des 
Mikroskops, des Instruments, welches für alle Zweige der Natur- 
wissenschaften von grösster Wichtigkeit geworden ist, und wel- 
chem wir namentlich in Bezug auf den-inneren Bau der Thiere 
und Pflanzen eine Reihe der glänzendsten Aufschlüsse verdanken. 
Es ist darüber gestritten worden,’ob Galilei auch diese Erfin- 
dung gebührt. Viviani, sein treuer Schüler und Biograph, be- 
richtet, dass er schon 1612 ein Mikroskop an den König von Polen 
geschenkt habe. Soviel steht fest, dass es ihm im Jahre 1624 
gelang, dasselbe bedeutend zu vervollkommnen und ihm eine Ein- 
richtung zu geben, welche lange Zeit im Gebrauch gewesen ist. 
Auf Veranlassung des Grossherzogs von Toscana gab Galilei 
seine Abhandlung über die schwimmenden Körper?) 
heraus, worin er eine Menge interessanter Beobachtungen anführt 
und die wahren Ursachen derselben nachweist. Er hat hier zuerst 
dasPrineip der virtuellen Geschwindigkeiten aufgestellt, 
welches eine so vielfache Anwendung in der Physik gefunden hat. 
Auch handelt er in diesem Werke von den Phasen der Venus, 
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den Umlaufszeiten der ‚Jupiterstrabanten und von den Sonnen- 
flecken. Diese letztere Entdeckung nahm der Jesuit Scheiner 
für sich in Anspruch und veranlasste dadurch Galilei, im Febr. 
1613 seine Briefe an Marco Velseri®) von der Accademia dei 
Lincei herausgeben zu lassen, worin er die Behauptung Schei- 
ner’s widerlegt, dass die Sonnenflecken Gestirne seien, welche 
den festen und unveränderlichen Sonnenkörper umkreisen. 


Wir nähern uns jetzt der Zeit, worin sich die Katastrophe 
vorbereitete, in welcher der grosse Forscher endlich unterliegen 
sollte. Schon seit vielen Jahren hatte er die Copernikanische 
Lehre vom Weltsystem als die richtige erkannt. Er spricht dies 
z.B. in einem Briefe an unsern berühmten Landsmann Johann 
Kepler vom 4. August 1597 aus, und fügt hinzu, dass er viel 
darüber geschrieben, aber noch nicht gewagt habe, damit hervor- 
zutreten, abgeschreckt durch das Schicksal des Copernikus, der 
zwar bei manchen unsterblichen Ruhm erlangt habe, aber bei 
unendlich vielen lächerlich geworden sei. Seinen Schülern und 
vertrauten Freunden gegenüber hielt er mit seinen Ansichten nicht 
zurück, hatte aber bis jetzt nichts darüber veröffentlicht. Zwar 
hatte die Kirche noch nicht für nöthig gehalten gegen die neue 
Lehre einzuschreiten; hatte doch der Pabst selbst die Widmung von 
Copernikus Werk De orbium coelestium revolutionibus 
libri VI angenommen. Aber Galilei’s Gegner, zumal die Anhänger 
der Aristotelischen Schule, ruhten nicht. Von dem Erzbischof von 
Florenz, dem Bischof von Fiesole und andern ging die Bewegung 
aus, die Dominikaner schlossen sich offen an; der Pater Cac- 
cini eiferte von der Kanzel herab gegen den grossen Astronomen. 
Er legte seiner Predigt die Worte des Lukas zu Grunde: „Viri 
Galilei, quid statis adspicientes coelum. Ihr Galileischen Männer, 
was steht Ihr und schaut gen Himmel“, und führte aus, dass die 
Geometrie eine teuflische Kunst sei, und dass aus allen Staaten 
die Mathematiker, als Anstifter sämmtlicher Ketzereien, verbannt 
werden müssten. Unaufhörlich wiederholte man die Worte der 
Schrift: Terra in aeternum stat und die Stelle, wo erzählt wird, 
dass Josua die Sonne still stehen hiess. Galilei antwortete 
auf diese Angriffe durch einen Brief an die Grossherzogin-Wittwe 
Christine von Lothringen, in welchem er sich auf den theo- 
logischen Standpunkt stellt und nachzuweisen versucht, dass die 
Schrift falsch ausgelegt worden sei. Die Anmassung eines Ge- 
lehrten, der keinem geistlichen Orden angehörte, die Bibel inter- 
pretiren zu wollen, veranlasste in Rom einen allgemeinen Sturm, 
da sie als ein Eingriff in die ausschliesslichen Vorrechte der 
Kirche angesehen wurde. Die beiden Dominikanermönche Cac- 
ceini und Lorini denuneirten Galilei bei der Inquisition und 
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dieser begab sich, mit Emfehlungsbriefen des Grossherzogs ver- 
sehen, persönlich nach Rom, konnte aber nicht verhindern, dass 
im Februar 1616 die Lehre von der Unbeweglichkeit der 
Sonne und der Umdrehung der Erde für falsch und ketzerisch 
erklärt, sowie die Werke des Copernikus und des neapolitanischen 
Mönches Foscarini, worin dieser den Wortlaut verschiedener 
' Schriftstellen mit dem System des Copernikus in Uebereinstimmung 
zu bringen suchte, der Gensur unterworfen wurden. Die Congre- 
gation des Index machte dabei einen Unterschied zwischen beiden 
Werken; das des Foscarini ward gänzlich verboten, während 
jenes des Copernikus bloss corrigirt und darin unter andern alle 
Stellen gestrichen werden sollten, worin die Erde als Stern be- 
zeichnet wird. Galilei wurde zunächst von dieser Massregel 
nicht persönlich betroffen; doch wurde ihm das päbstliche Decret 
ausdrücklich mitgetheilt, und ihm untersagt, die falsche Lehre 
vorzutragen. Er blieb nichtsdestoweniger in Rom und bemühte 
sich noch immer, der Wahrheit Geltung zu verschaffen, bis er 
endlich vom Grossherzog selbst zurückgerufen wurde in Folge 
eines Berichtes des toskanischen Gesandten, Guicciardini, worin 
dieser auf die Gefahren hinwies, denen man sich aussetzte, wenn 
man Galilei länger protegirte „unter einem Pabst, der das Ta- 
lent und die Wissenschaft verabscheue und Neuerungen und feinen 
Untersuchungen so abhold sei, dass diejenigen, welche etwas 
verständen, sich unwissend stellten, um nicht verdächtig zu wer- 
den und sich Verfolgungen auszusetzen.“ Galilei schöpfte neue 
Hofinung, als 1623 sein langjähriger Freund, Cardinal Maffeo 
Barbarini, unter dem Namen Urban VIIL, den Stuhl Petri be- 
stieg.DieAccademia deiLincei widmete dem neuen Pabst Gali- 
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und der Dialektik, worin er die Ansichten des Pater Sarsi über 
die Cometen widerlegt und seine eigenen, freilich nicht sehr 
glücklichen Vermuthungen über die Natur dieser Himmelskörper 
darlegt; und im nächsten Frühjahre ging Galileiselbst nach Rom, 
wo er eine sehr freundliche Aufnahme fand. Dies ermuthigte 
ihn, ein Werk zu vollenden, in welchem die beiden Weltsysteme, 
das Ptolemäische und Üopernikanische, mit einander 
verglichen und die Gründe für und wider das eine und das andere 
gegen einander abgewogen werden 1°). Er wählte für diese Dar- 
stellung die Form von Gesprächen. Alle Gründe für die Richtig- 
keit des Copernikanischen Systems legt er zweien seiner Freunde 
Sagredo und Salviati, in den Mund, denen er als Vertheidiger 
der ptolemäischen Ansichten einen Peripatetiker Simplicio gegen- 
überstellt. Dieser letztere erscheint dabei in einem sehr ungünstigen 
Lichte; er bringt die albernsten Dinge zu Platze und erklärt z.B. alle 
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mathematischen Einwürfe seiner Gegner für Subtilitäten, die Aristo- 
teles seinen Schülern untersage, weil er selber nichts davon verstan- 
den habe. Wenn man diese Gespräche liest, kann man nicht zwei- 
felhaft sein, auf welche Seite der Verfasser sich stellen wollte. 
Jeden Augenblick scheint der einfältige Simplicio im Begriffe, 
vollständig matt gesetzt zu werden, bis er ganz unerwartet am 
Schlusse die Oberhand bebält und die Entscheidung zu Gunsten 
des Ptolemäus getroffen wird. 


Es ist ein Beweis von dem Ungeschick oder der Unwissen- 
heit der Censoren, welchen die Gespräche zur Beurtheilung vor- 
lagen, dass sie den Hohn und Spott nicht erkannten, welche aus 
dieser Art der Behandlung sprechen. Vielleicht liessen sie sich 
durch die Vorrede täuschen, worin Galilei sagt, es sei vor eini- 
gen Jahren in Rom ein sehr heilsames Edikt erschienen, welches 
über die Pythagoräische Lehre von der Bewegung der Erde, um 
dem Skandal des Jahrhunderts ein Ende zu machen, gänzliches=» 
‘Stillschweigen auferlege. Einige Verwegene hätten den Gedanken 
sefasst, dass dies Dekret nicht aus reiflicher Prüfung, sondern 
aus schlecht unterrichteter Leidenschaft hervorgegangen sei, und 
ausgesprochen, dass in der Astronomie vollständig unerfahrene 
Richter durch ein übereiltes Verbot den spekulativen Geistern 
die Flügel nicht beschneiden dürften. Sein Eifer könne zu diesen 
Klagen nicht stillschweigen. Er sei von jener weisen Maassregel 
unterrichtet gewesen und habe sie vollkommen gebilligt; jetzt wolle 
er alsZeuge der Wahrheit auftreten und durch dieses Werk den frem- 
den Völkern zeigen, dass man von diesem Gegenstande in Italien, 
und besonders in Rom, ebensoviel als anderwärts verstände; dass 
alle seine Betrachtungen über das Copernikanische System schon 
vor der Verdammung desselben in Rom bekannt gewesen seien, 
und dass man diesem Lande nicht nur Dogmen für das Seelcn- 
heil verdanke, sondern auch sinnreiche Entdeckungen zur Ver- 
snügung der Geister. 


Genug, die Druckerlaubniss wurde, nach Abänderung einiger 
Stellen, gegeben, und da eine in Toscana ausgebrochene Epidemie 
Galilei von der Reise nach Rom abhielt!!), so erschien das 
Werk 1632 in Florenz, nach einer nochmaligen Revision durch 
die dortigen Censoren und den General-Inquisitor, und wurde mit 
grossem Beifall aufgenommen. Aber sogleich regten sich seine 
Feinde: es erschien eine Menge von Gegenschriften; er wurde 
abermals bei der Inquisition denunecirt, und dem Pabst die Mei- 
nung beigebracht, dass Galilei unter dem Simplicio ihn gemeint 
habe. Mit unerbittlicher Strenge, ohne Rücksicht auf seine 
Kränklichkeit, auf die Strenge des Winters oder auf die Gefahren 
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des herrschenden Contagiums, wurde der fast 70jährige Greis 
nach Rom vor die Congregation des Sant’ Ufficio geladen, um 
sich zu verantworten. Am 15. Februar 1633 kam er dort an und 
stieg bei Niccolini, dem florentinischen Gesandten, ab, dem der 
Ruhm gebührt, dass er bei der ganzen Angelegenheit warm und 
eifrig für Galilei Sorge getragen. Zwei Monate vergingen, 
ohne dass in seiner Sache irgend etwas geschah. Mitte April 
musste er den Gesandtschaftspalast mit den Gefängnissen der 
Inquisition ‚vertauschen, wo er ungefähr 14 Tage blieb. Dann 
erhielt er die Erlaubniss zu Niccolini zurückzukehren, wurde 
aber am 20. Juni noch einmal vor die Inquisition geführt, um sein 
Urtheil zu vernehmen. Es lautete auf Haft in den Gefängnissen 
der Inquisition auf eine vom Pabste zu bestimmende Zeit. Knieend 
musste er seine Irrthümer abschwören und feierlich versprechen, 
über die Bewegung der Erde, welche als eine falsche, unsinnige, 
ketzerische und den Lehren der Schrift widersprechende Meinung 
verdammt wurde, niemals zu reden oder zu schreiben 12), Man 
hat bezweifelt, ob Galilei gefoltert worden ist. Ihm selbst war 
jede Mittheilung über das, was mit ihm im Inquisitionsgefängniss 
vorgegangen, streng untersagt. Es finden sich aber in dem Ur- 
theil, welches nebst den übrigen Processakten erhalten ist, fol- 
gende Worte: 


‚Und da es Uns so vorkam, als hättest Du nicht aufrichtig 
die Wahrheit über Deine Meinung gesagt, schien es uns nöthig, 
mit dem examen rigorosum gegen Dich vorzugehen, in welchem 
Du katholisch geantwortet hast“.... Die Sprache der Inquisition 
kennt nur eine Bedeutung für examen rigorosum: die Tortur! 19 — 
Gebrochen am Körper, aber ungebrochen am Geist, verliess Ga- 
lilei Rom und brachte mit Erlaubniss des Pabstes bei dem Erz- 
bischof von Siena, seinem Schüler und treuen Freunde, fünf 
Monate zu; dann bezog er die Villa di San Matteo in Arcetri bei 
Florenz, die ihm als Gefängniss angewiesen wurde. Die von ihm 
nachgesuchte Erlaubniss nach Florenz gehen oder wenigstens 
den Besuch seiner Freunde empfangen zu dürfen, wurde ihm ab- 
geschlagen mit dem Bedeuten, sich künftig jeder Bitte zu ent- 
halten, wenn er nicht in das Inquisitionsgefängniss zurückwandern 
wolle; und diese unmenschliche Ankündigung des Inquisitors er- 
hielt er an demselben Tage, an welchem die Aerzte ihm die be- 
vorstehende Auflösung seiner Lieblingstochter, der Schwester 
Geleste, die ihm die Tage seines Unglücks hatte erleichtern 
helfen, ankündigten. Alles schien sich zu vereinigen, um ihm 
die letzten Jahre seines Lebens zu verbittern. Sein Sohn machte 
ihm Kummer durch schlechte Aufführung. Schon 1632 hatte sich 
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eine merkliche Abnahme seiner Sehkraft gezeigt; Ende 1637 er- 
blindeten die Augen für immer, welche so viele herrliche und 
glänzende Erscheinungen entdeckt hatten. Auch seine wissen- 
schaftlichen Unternehmungen schlugen fehl; die Mönche hörten 
nicht auf, ihn zu verfolgen, und wohin er seine Werke schicken 
mochte, überall traf von Rom der Befehl ein, den Druck zu ver- 
hindern. Schon vor 20 Jahren hatte er dem spanischen Hofe eine 
neue Methode der geographischen Längenbestimmung vorgeschla- 
gen; die Verhandlung war wiederholt abgebrochen und wieder 
aufgenommen, aber noch stets fruchtlos geblieben. Er bot seine 
Erfindung auf den Rath seiner Freunde den Generalstaaten von 
Holland an; die Unterhandlungen waren noch im Gange, als er, 
78 Jahre alt, am 8. Januar 1642 starb. Die irdische Hülle des 
grossen Geistes wurde, seiner letztwilligen Bestimmung gemäss, 
in der Kirche Santa Croce zu Florenz beigesetzt; aber es bedurfte 
dazu erst eines Ausspruches der berühmtesten Lehrer des kano- 
nischen Rechtes, da seine erbitterten Feinde sein Testament, als 
eines im Banne der Inquisition verstorbenen, für null und nichtig 
erklären wollten. 140 seiner Bewunderer wollten ihm ein Denk- 
mal setzen; aber Niecolini rieth, die Ausführung besseren Zei- 
ten vorzubehalten. Sie geschah fast ein Jahrhundert später, im 
Jahre 1737; und erst in unserer Zeit, 1841, wurde in Florenz, im 
Museum der Naturgeschichte, bei Gelegenheit des 3. italiänischen 
wissenschaftlichen Congresses eine prächtige Gedenkhalle mit 
seiner lebensgrossen Bildsäule errichtet. Heutzutage wird in Italien 
die Lehre des Copernikus von Mitgliedern derselben geistlichen 
Orden, welche bei Galilei’s Verurtheilung die Hauptrolle spiel. 
ten, öffentlich vorgetragen. Das wissenschaftliche Märtyrerthum, 
zu welchem man den Vertheifiger der Wahrheit stempelte, hat 
ihrem endlichen Durchdringen eben so sehr genützt, als dem 
Ansehen der Kirche geschadet, und es hat jetzt auch jenseits 
der Alpen die Ueberzeugung Platz gegriffen, dass man die Um- 
kehr der Wissenschaft nicht dekretiren kann, und ob auch das 
Uebelwollen Einzelner oder die Vorurtheile des grossen Haufens 
sie zeitweise im Fortschreiten hemmen, — sie kann nicht still ste- 
hen, sie bewegt sich doch! 
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Anmerkungen 


1) „Die 300 jährige Jubelfeier des Geburtstags Galilei’s ist in Pisa auf 
das glänzendste vor sich gegangen; fünfzig Universitäten und Akademien waren 
bei derselben vertreten; auch der Unterrichts - Minister wohnte der Festlichkeit 
bei. In Turin, Mailand, Cuneo und andern Städten ist diese Säkularfeier 
ebenfalls fürstlrch begangen worden. Ueberall wurden Reden gehalten und die 
Büste Galilei’s bekränzt.“ Nat.-Zeit. vom 27. Febr. 1864. Nr. 97. 


2) Nelli, Vita di Galileo. Losanna 1793. 2 vol. in 4° und Racconto 
istorico della Vita di Galileo scritto da Vicenzo Viviani, wovon mehrere 
Ausgaben erschienen und der sich wieder abgedruckt findet in der unter Lei- 
tung von Eugenio Alberi von 1842—56 zu Florenz erschienenen Gesammt- 
ausgabe von Galilei’s Werken in 16 Bänden: Le opere diGalileo Galilei, 
prima edizione completa condotta sugli autentici manoseritti palatini e dedicata 
as. A. IL eR. Leopoldo II, Granduca di Toscana, auf die wir uns im Fol- 
genden stets beziehen werden. 

Libri, Histoire des Sciences Math@matiques en Italie, depuis la renais- 
sance des lettres jusqu’a la fin du dix-septieme siecle. Paris 1838—41. 
ih VI, pP» 157—294. 

Arago, Oeuvres completes T. III. p. 240—297. 

K. v. Littrow, Kalender für alle Stände 1863. p. 108—122, stützt sich 
in Bezug auf Galilei’s Process namentlich auf Reumont, Beiträge zur 
italienischen Geschichte, die mir leider nicht zu Gebote standen. 

Nennen will ich hier noch: 


Galileo Galilei. Geschichtlicher Roman von Mathilde Raven. Leipzig 
bei Brockhaus. 1860. | 


Das Leben Galileo Galilei’s. Gedenkblatt zur Feier seines 300 jährigen 
Geburtstages von Lina Morgenstern. Berlin 1864. 


Galilei. Trauerspiel von Heinrich Bolze. Cottbus 1861. 


3) 1638 bei den Elzeviers in Leyden. Es führt den Titel: Discorsi e 
dimostrazioni matematiche intorno a due nuove science oder Dialoghi delle 
nuove science, Opere T. XIII. 


4) Della Scienza Meccanica, Trattato di Fortificazione, Opere T. XI. 


« 5) Usus et fabrica ceircini proportionis Balthasaris Caprae; Difesa di Ga- 
lileo contro il Capra, Opere T. XI. 


6) Sidereus Nuncius, Opere T. II. 
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7) Discorso intorno alle cose que stanno in su l’acqua o que in quella si 
muovono oder Discorso intorno i galleggianti, Opere T. XII. 


8) Lettere intorno alle macchie solari, Opere TI: 


9) Jl. Saggiatore, nel quale con bilancia esquisita e giusta si ponderano 
le cose contenute nella Libra Astronomica e Filosofica di Lottario Sarsi, Opere 
BEREV. 


10) Dialogo intorno al due massimi sistemi del mondo, Tolemaico e Co- 
pernicano, Opere T. I. 


11) Die Accademia dei Lincei, welche wiederum die Herausgabe überneh- 
men sollte, hatte sich inzwischen aufgelöst. Eine spätere Fortsetzung der- 
selben ist die noch heute in Rom blühende Accademia Pontificia de’ nuovi Lincei. 


12) Die oft ceitirten Worte: E pur si muove, welche Galilei nach Lei- 
stung des Abschwörungseides ansgerufen haben soll, sind nicht beglaubigt und 
scheinen ihm von einer spätern Zeit in den Mund gelegt worden zu sein. 


13) Appendice relativa al processo di Galileo, Opere Suppl. — 


Erst während des Drucks dieser Zeilen ist mir durch die Güte des Herrn 
Herausg. d. Arch.d.M.u.P. ein Aufsatz von Moriz Cantor bekannt geworden, 
welcher nachzuweisen versucht, dass unter dem peinlichen Verhör, we- 
nigstens in diesem speciellen Falle, nur die Befragung vor Anwen- 
dung der Tortur, vielleicht in Gegenwart der Marterinstrumente und unter Bedro- 
hung mit den Qualen derselben, zu verstehen sei. Jedentalls scheint in den 
Processacten eine Lücke zu sein. Vielleicht ist es der Zukunft vorbehalten, 
aus den geheimen Archiven des Vaticans diese Lücke auszufüllen und schliess- 
lich den wahren Thatbestand unzweifelhaft festzustellen. 
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XXVE. 
Kugel der mittleren Krümmung des Ellipsoids. 


Von 


dem Herausgeber. 


Ich will in diesem kurzen Aufsatze, als eine Anwendung des 
in Thl. XLI. S.294. entwickelten allgemeinen Satzes, die Kugel 
der mittleren Krümmung des durch die Gleichung 


T 2 Y 2 2 2 ze 
DER nn) (2) + (3) + (:) = 
charakterisirten dreiaxigen Ellipsoids vollständig bestimmen. 


Wenn (xyz) ein beliebiger Punkt dieses Ellipsoids ist und 
durch £&', R” der kleinste und grösste Krümmungshalbmesser in 
diesem Punkte bezeichnet werden; so ist in Thl. XLI. S. 291. 
schon gezeigt worden, dass N 


A EN un) HOYOY: 
ad C 


ist. Bezeichnen wir nun den Halbmesser der Kugel der mitt- 
leren Krümmung in dem Punkte (zyz) durch R, so ist nach 
dem in Thl. XL1. $. 14. aufgestellten Satze: 


R=NWR'R", 


also nach dem Vorhergehenden: 


1 R=abe (5) +(&) +(5) 12 


22 


EA 7 ME 
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wobei wir bemerken, dass in Thl. XLI. S. %9. S. 291. schon be- 
wiesen worden ist, dass im vorliegenden Falle die Grösse T<0, 
die Grösse S positiv ist, weshalb wir, wenn die Coordinaten des 
Mittelpunkts der Kugel der mittleren Krümmung durch X, 
F, Z bezeichnet werden, in den in Thl. XL. S. 293. für diese 
Coordinaten gefundenen allgemeinen Formeln die oberen Zeichen 
nehmen müssen, Weil nun, wenn 


DORORIOH 


Gun 2 Bu ER 


a a’ yoıie 


ist; so ist nach den in Rede stehenden allgemeinen Formeln: 


gesetzt wird, 


a 


und folglich 


x 


IIVONORTEN + OR Bay abe (a) HB) +) 2 


DORT OERERGT 
NORD MOROREN 


also: 


x=e1- (2) +(2)+(3) ) +(@) 
NE rt (2) +) +G@). 
Se NoaRoRon 


so dass also nun die Kugel der mittleren Krümmung voll- 
ständig bestimmt ist. 


Theil XLII, 18 


258 6Grunert: Kugel der milileren Krümmung des Ellipsoids. 


Die Gleichung der Berührungsebene des Ellipsoids in dem 
Punkte (xyz) ist bekanntlich: 


en z 
22) + EH-N+aG—)=U 
und bezeichnen wir nun das von dem Mittelpunkte des Ellipsoids 


auf diese Berührungsebene gefällte Perpendikel durch »; so ist 
nach den Lehren der analytischen Geometrie: 


6) 
NHHDE 3 (3) % +@) 


also, weil (z=yz) ein Punkt des RN ist: 


"Tey+9)+@ =) no) Te y NOT +9): +) 


folglich nach 2) und 3): 


Ren 
5) 
be . ab 
Ge r=y(-7,). TE 
Weil 
ab 
A-1=— —ı, Y-y=-7 Yy, Z Fe 
also: 
4. Rabe I RR 2 _ _abe z 
Ä-i=— p a2’ Y-y=— p "p2’ 7 


ist, So ist 


Kuren ann ee a j 


folglich nach 4) und 5): 


K-or+ PH Zee en = -(#) = 


wie es sein muss. 
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Ferner ist: 


also: 


a? 62 62 
woraus sich ergiebt, dass der Mittelpunkt (X YZ) der Kugel der 


mittleren Krümmung in der dem Punkte (xyz) entsprechenden 
Normale des Ellipsoids, deren allgemeine Gleichungen bekanntlich 


— [in [0 


sind, liegt, wie es nach dem oben erwähnten allgemeinen Satze 
sein muss. 


Bezeichnen wir die Breite und reducirte Breite des Punktes 
(2yz), über welche Begriffe die Abhandlung Thl. XXXVI. Nr. VIII. 
zu vergleichen ist, durch B und %; so ist nach einer in Thl. XL. 
S. 279. Nr. 26. bewiesenen Formel: 


z\? Yy ® z\”07t_ sind 
IE +) +(3) | —esinB’ 


‚also nach 4): 


_,„snB 1 ]1sinß, 
Pe mE’ pc inB 
und folglich nach 5): 
ab (sin B\? 
R= (a8) 
& b sind 
Ne 
I Br 
a sin 
ne Ty 3R 
ab sind 
Z=:l—- 5 mB)} 


oder, weil nach Thl. XXX VI. S. 90. Nr. 19): 


z=acoskcosß, y=bsinfcos®, z=csind 
18* 
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ist: 


Ne 


oder: 


Kae 
sinBD 


Y=bsinfcosd—a ein Tin DESHSE 
sinB 


\ ab sindsind, 
Z= ED ne 


sind A 
X=(a—b 7 g) eosKcos®, 


Y=ib nn) sinfcos®ß, 


ab ‚sin » 
sin B 


| Z2=(-7 )sind®. 


Nach 6) ist aber: 


sind _ Ve; 
snB ab’ 


also: 
„sind Sa sin d caR ab sind abR. 
De B= “sind” 6. in Nr 


woraus sich 


die folgenden eleganten Formeln zur Bestimmung 


der Kugel der mittleren Krümmung ergeben: 


_ ab (4 a 
sinB 


X=(a— VER eos cos», 


Y=(b— V Bein £ cos», 


z=cN sin»; 
en sinB\”, n 
BT 


| 
® 
Be Der Aa nern re au 3 


1 be N She ak DE ne 
u a Be ne Re re 
Be FA Fe = rl Si a ih 5 = 
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Für die Kugel ist a=5b=c=r, wenn r den Halbmesser der 
Kugel bezeichnet, und =; also nach den vorstehenden Formeln: 
Ber 2=0,.7=07+2=20: 
wie es sein muss. 


Für das Rotations-Ellipsoid ist a=5 und £=L zu setzen, 
wodurch man nach 9) und 10) die ve Formeln erhält: 


sin® 
R=X sind 
1 = (a—N cR)cosLcos%, 
RE ” 
Y=(a—N cR)sinLcos%$, 
AR . 
| Va N ns; 
oder: 
sind 
R=% sin B 
= (a — VeR)-. 
BR 2. , 


L- (a— NV eR)?; 


\ 2= 0 5; 


also ist in diesem Falle X: Y=x:y. 


Bekanntlich (Thl. XXX VI. S. 86.) bezeichnet Z die Länge des 
Punktes (zyz), welcher hier die reducirte Länge £ gleich ist. 


r 
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KAWVEN. 


Considerations theoriques sur la Chimie. 


Par 


Monsieur E. Bacologlo 


a Benuearest, 


u. 


Malgre Je grand developpement que la chimie a pris dans ces 
derniers temps, l’on est pourtant encore loin d’apercevoir les lois 
generales qui president aux phenomenes chimiques, ce qui doit 
etre attribue en partie aussi & ce, qu’en general on n’a pas tenu 
compte des forces mises en jeu, lors des reactions chimiques. 
C’est cette consideration qui fera le point de depart du present 
travail, qui devra &tre regarde comme une introduction & la solu- 
tion mathematique du probleme general de la chimie theorique. 


Si on jette un coup d’oeil attentif sur immense domaine 
de la chimie, on reconnaitra sans peine que tout sy passe sui- 
vant des lois bien determinees, bien definies, quoique pour- la 
plupart encore inconnues. Ceci nous conduit & introduire en 
chimie les methodes des autres sciences exactes, surtout celles 
de la mecanique rationnelle qui me paraissent les plus appropriees 
ä la chimie et capables de devenir pour elle d’une fecöndite 
immense. Un exemple va eclaicir ce qui vient d’etre dit. 


Qu’on expose la pyrite ä l’action simultanee de la chaleur 
et de l’oxygene, on detruira par la l’equilibre dejäa existant, et 


‚le fer et le soufre ne pourront plus exister sous forme de pyrite. 
Mais, des forces nouvelles se mettent en jeu, des attractions nou- 
velles se font valoir, un nouvel equilibre s’etablit et devient ma- 
nifeste par la formation du sulfate de fer. Soit c la somme des 
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actions que subit une molecule de fer de la part des molecules 
environnantes de fer en etat d’agir sur elle par suite de la co- 
hesion, en d’autre termes la force de cohe&sion; soit de meme 
c' la force de cohesion pour une molecule de soufre; a lV’affinite 
d’une molecule de fer pour une molecule de soufre, c’est ä dire, 
lasomme des actions que subit une molecule de fer de la part de 
celles de soulre en etat d’agir sur elle, plus la somme des actions 
que subit une molecule de soufre de la part de celles de fer. 
L’existence du sulfure de fer exigera l’equilibre de ces trois forces, 
et l’on aura necessairement une equation de condition pour cet 
equilibre entre les trois forces c, ec’ eta: F(c,c', a)=(0; la diffi- 
culte consiste & preciser la forme de cette equation. 


Soit maintenant c” la force de cohesion de l’oxygene, a et «” 


son affinit&e pour le fer et le soufre, i la temperature & laquelle 
on opere. L’action de la chaleur equivaut a une certaine force 
que je designe par /(l). Or, il est evident, que l’introduction de 
ces quatre nouvelles forces pourra bien detruire l’equilibre exprime 
par l’equation ci dessus et en etablir un nouveau dont l’equation 
de condition sera: D(c, c',c”; a,a',a”; fÜ)=0. On pourrait 
elimiver de cette Equation la fonction f(t), si Von savait de quelle 
maniere la cohesion et l’affinite varient avec la temperature. 


Parmi les forces moleculaires, dans l’acception du mot la plus 
generale, qui sont en activite dans l’interieur des corps, il yen a 
qui sont inherentes aux molecules ınemes de la matiere (p. ex. 
la cohesion); d’autres n’exercent leur influence que par l’interme- 
diaire de l’ether intercale entre les molecules de la matiere (for- 
ces caloriques, @lectriques). Mais, quelle que soit l’action de ces 
agents, on peut, comme on le fait souvent en physique, imaginer 
que cette action soit produite par le travail de forces equivalentes, 
inherentes aux molecules memes de la matiere. 


La repulsion calorique qui est une force permanente, mais 
d’intensite variable, exerce sur les molecules d’un corps compose 
une action remarquable. Chaque molecule etant entouree de Pether 
calorique, recoit sur tous les points de sa surface l’action de cette 
force repulsive et, si l’on ne tient compte que des composantes 
normales de ces diverses actions, celles-ci exerceront sur la 
molecule une pression de dehors en dedans, qui contribue & 
maintenir la stabilite du compose chimique et que je designerai 
sous le nom de pression calorique. Quant aux composantes 
tangentielles de la repulsion calorique, elles peuvent imprimer 
aux molecules divers mouvements, vibratoires ou autres, qui font 
sous un auftre point de vue l’objet des recherches de plusieurs 


me nn Ze 
‘ I 
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physiciens. Si maintenant on admet que les atomes qui con- 
stituent la molecule, ne la remplissent pas d’une maniere continue, 
il en resulte que l’ether interatomique manifestera de son cöte 
une action repulsive, directement opposee ä celle de la pression 
exterieure et finira, pour une temperature assez elevee, par vaincre 
cette pression, laquelle. diminue d’ailleurs, & mesure que les mo- 
lecules s’ecartent les unes des autres par l’effet de la chaleur, 
ce qui amenerait en definitive la decomposition chimique du 
corps. Cette maniere de voir, ce double effet de la chaleur sur 
l’ether qui entoure la molecule et sur l’ether interatomique me 
parait rendre completement compte d’une foule de phenomenes 
chimiques dans lesquels les substances qui se combinent ä une 
temperature moderee, sont decomposees, lorsqu’on eleve la tem- 
perature. 


On congoit d’apres ce qui precede que le probleme general de 
la chimie consiste dans les cing questions suivantes: 


1) Quelles sont les forces actives dans un corps elementaire, 
par quelles relations sont elles liees entre elles et quelles sont 
les conditions d’equilibre de ces forces? 


2) De quelle nature sont les modifications que subissent les 
forces actives d’un element, les relations qui les lient et les con- 
ditions de leur equilibre, lorsqu’on fait reagir sur lui un ou plu- 
sieurs auftres corps, avec ou sans le concours d’autres forces 
exterieures ? 


3) Quelles sont les conditions du nouvel &quilibre et la na- 
ture des nouvelles forces, resultant de la combinaison de ces 
corps ? 


4) Quelles modifications subissent les forces et les conditions 
d’equilibre dans un corps compose, lorsqu’on fait reagir sur lui, 
separement ou simultanement, certains agents ou aufres corps, 
simples ou composes, et quelles sont les conditions du nouvel 
ou des nouveaux &quilibres resultant? 


5) Quelles relations existent entre les proprietes, physiques 
ou cehimiques, d’un corps et les forces qui s’y font Equilibre, et 
comment ces relations sont elles modifiees, lorsqu’on change les 
conditions d’equilibre suivant 2) ou 4)? 


Pour resoudre ces problemes, il y a deux voies A snivre: la 
voie experimentale que l’on a si richement exploitee, et la voie 
theorique et de l’analyse mathematique; et le probleme ne sera 
completement resolu, la science n’atteindra le degre de perfection 


® 
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qu’elle comporte, que lorsqu’on aura conduit & bonne fin la solu- 
tion par cette double voie: la physique en donne la preuve la 
plus eclatante. 


Je designerai sous le nom d’etat moleculaire d’un corps 
l’etat dans lequel se trouvent ses molecules sous l’influence des 
forces actives dans son interieur, et cet etat pourra evidemment 
subir des modifications par l’effet de causes exterieures. On concoit 
d’apres cela, que, lorsque deux ou plusieurs corps dissemblables 
viennent en contact immediat, leurs etats moleculaires respectifs, 
qui ne sont que le resultat de l’action de forces divergentes, tendront 
ä se mettre en concordance, suivant les principes de la mecanique, 
relatifs & la composition des forces; l’etat moleculaire de ces corps 
sera d’autant plus trouble, qu’ils seront moins semblables entre 
eux, et, dans ce cas, le nouvel equilibre, ainsi que l’etat molecu- 
laire lui-möme du corps ou des corps nouvellement formes, di- 
vergera d’autant plus de l’etat primitif des corps mis en reaction. 
Ceei explique les differences considerables que l’on observe entre 
les proprietes d’un corps et celles des elements dont il se com- 
pose. Il en resulte done que, lorsque plusieurs corps se combi- 
nent, leurs forces moleculaires respectives ne sont point detruites, 
mais elles se composent entre elles d’apres les lois de la me- 
canique; que par consequent letat moleculaire et la nature des 
corps resultants devra bien etre different de ceux des corps qui 
se sont combines, et qu’enfin, lors de la decomposition chimique 
d’un corps, chacune de ses parties constituantes devra reparaitre 
avec toutes ses proprietes primitives, vu que les forces moleecu- 
laires, sans avoir ete detruites, n’ont ete que modifiees dans leurs 
eflets. 


On est conduit par ces considerations ä conclure qu’une cer- 
taine quantite de matiere ponderable, qui renferme en elle une 
certaine quantite d’ether, doit etre regardee comme lerepresen- 
tant materiel ou l’equivalent ponderable des forces, que 
cette substance met en jeu, lors de ses combinaisons chimiques. 
Comme cette equivalence a lieu pour chacune des parties con- 
stituantes d’un compose chimique, il s’ensuit qu’on ne peut 
fair varier leur quantite ponderable, sans modifier en meme temps 
les forces qui se font equilibre dans ce compose, et detruire par 
lä cet equilibre. D’ailleurs, comme l’existence de ce dernier 
exige un rapport determine entre le forces en equilibre, il en re- 
sulte encore que leurs representants materiels ne peuvent entrer 
dans ces composes que dans des proportions definies, ce qui 
constitue la notion theorique des Equivalents chimiques 
des corps, que l’experience et les faits forcent d’admettre, mais 
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dont on ne peut se rendre compte qu’en se fondant sur les no- 
tions exposees ci-devant relativement ä l’equilibre moleculaire 
des corps. Je reviendrai dans un travail ulterieur sur ces diffe- 
rentes questions, en les soumettant aussi, aufant que possible, 
au calcul mathematique; mais je me bornerai pour le moment ä 
appliquer ces principes ä& quelques questions generales et tres- 
importantes de chimie theorique, telles que la volatilite, la solu- 
bilite des substances et les chaleurs specifiques. 


BE. 

Les molecules d’un corps sont maintenues, comme on sait, & 
des petites distances sous l’action simultande d’une force aftrac- 
tive, la cohesion, et d’une force repulsive, la repulsion calorique et 
ses congeneres. Mais, quelle que soit la force repulsive ou attrac- 
tive qui agit sur la molecule interieure d’un corps, que ces forces 
soient egales entre elles, ou que l’une surpasse l’autre, la molecule 
se trouvera en equilibre, sauf les mouvements infiniment petits 
qu’elle pourrait executer, ainsi que je l’ai annonce plus haut, puis- 
quelle est aflectee symmetriquement dans toutes les directions 
possibles par les molecules et les ethers environnants. Il n’en est 
pas m&me des molecules situees ä la surlace d’un corps; celles ci 
ne recoivent que Ja moitie des actions dont une molecule inte- 
rieure est aflectee, en sorte que leur resultante n’etant pas de- 
truite, comme pour cette derniere, par l’autre moitie des actions, 
aura une certaine influence sur la molecule appartenant & la sur- 
face libre du corps et, si la repulsion calorique l’emporte sur 
l’attraction ou la cohesion moleculaire, les molecules superficielles 
manifesteront une tendance ä se detacher du corps auquel elles 
appartienneıft, tendance qui n’est &quilibree jusqu’ä un certain point 
que par la pression de l’atmosphere environnante. L’accrois- 
sement de cette tendance amene le detachement des molecules 
superficielles qui se continue, tant que la repulsion calorique 
maintient sa preponderance. 


La plupart des solides entrent d’abord en fusion pour subir 
ensuite l’evaporation & l’etat liquide. Cependant, il yen a qui 
ne passent point, du moins dans les conditions ordinaires, par 
cet etat intermediaire, mais qui se volatilisent immediatement, 
des q’on eleve convenablement la temperature, La veritable 
cause de cette divergence n’est point connue, mais, imaginons, 
ainsi qu’on l’a fait en optique, que l’ether calorique possede une. 
elasticite variable d’un corps ä l’autre, considerable dans les sub- 
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stances qui fondent avant de se volatiliser, tres faible dans les 
substances volatiles sans fusion. La chaleur apportee de dehors 
ä ces dernieres sera absorbee par ce milieu nullement ou peu 
elastique; mais, pour une elevation convenable de temperature, 
la repulsion se manifestera presque brusquement, comme cela a 
lieu avec tout corps peu elastique quand on le soumet & une 
action mecanique violente, et exercera son influence de preference 
sur les parties superfieielles, en determinant ainsi la volatilisation 
de ces substances. Celles-ci peuvent d’ailleurs enfrer en fusion 
sous des pressions considerables; c’est que l’elasticite de l’ether, 
developpee aux parties superficielles par l’efiet de la chaleur, n’etant 
point detruite par leur volatilisation, empächee qu’elle est par la 
haute pression, s’etend successivement ä l’interieur de la substance 
et en amene definitivement la fusion. 


La solubilite d’un corps dans un liquide depend principale- 
ment des frois forces suivantes: 1) de la cohesion des molecules 
de la substance solide; 2) de la repulsion calorique qui s’exerce 
sur les molecules et qui varie avec la temperature; 3) de l’at- 
traction mutuelle des molecules du corps solide et de celles du 
liquide, c’est ä dire de l’affinite qu’ont entre elles les deux sub- 
stances. Si l’on designe sous le nom de cohesion relative 
la difference entre la cohesion et la repulsion calorique du corps 
solide, on peut dire que sa solubilite dans un liquide depend du 
rapport entre sa cohesion relative et l’affinite de ses molecules 
pour celles du liquide. Elle n’est done empechee, en general, 
que par une trop grande cohesion relative, ou bien par la faible 
affinite de la substance & dissoudre pour le dissolvant employe, 
ou bien enfin par le concours de ces deux circonstances. Il en 
resulte que mainte substance qui est regardee comme insoluble, 
se dissoudrait aisement, si l’on pourrait porter la temperature du 
dissolvant jusqu’® un point pour lequel la cohesion relative de 
la substance deviendrait assez petite, pour ne plus mettre obstacle 
a sa dissolution, et c’est ce qu’on peut en eflet realiser eu sou- 
mettant le liquide a des pressions considerables. 


Un fait remarquable souvent masque par des circonstances 
secondaires, c’est l’abaissement de temperature qui ac- 
compagne toujours l’acte de la dissolution et qui serait dü, suivant 
notre maniere de voir, ä une perte d’elasticite que subit l’ether 
calorigue renferme dans la substance qui se dissout. En efet, 
une fois que la cohesion du corps en dissolution est vaincue, 
l’ether calorique n’exerce plus aucune pression, il se detend; il 
y a done perte d’elasticite, c’est ä dire, perte de travail et de 
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force vive; la chaleur est absorbee des corps environnants pour 
rendre ä l’ether son elasticite perdue. 


Lorsqu’un corps solide est reduit & une solution claire et 
homogene, on peut et l’on doit admettre que chaque molecule de 
cette liqueur est constituee par les atomes’ de tous les elements 
qui y entrent, reunies dans des proportions definies. Ces atomes 
sont maintenus dans la molecule par les forces moleculaires connues 
et en outre par cette action remarquable de repulsion calorique, 
signalee plus haut. Aussi est ce dans les modifications des rap- 
ports mutuels de ces forces qu’il faut chercher l’explication de la 
differente solubilite d’un corps & des temperatures differentes, 
solubitit& qui croit, en general, avec la temperature. En eflet, 
plus on eleve la temperature, plus la cohesion relative du corps 
diminue, plus la pression calorique dans la dissolution augmente, 
en sorte que les molecules de la dissolution acquierent par lä la 
double faculte et d’attirer plus energiquement les particules de la 
substance ä dissoudre, et de les maintenir avec plus de vigueur, 
des qu’elles s’y sont incorporees. Üependant certaines substances 
presentent, ä partir d’une certaine temperature, une diminution 
de solubilite.e On peut attribuer ce phenomene & un surcroit de 
la repulsion interatomique (voir plus haut 1.), ou bien au develop- 
pement d’autres forces (resultant de la combinaison chimique, 
deshydratation etc.) ä la faveur desquelles la cohesion se faisant 
prevaloir, il y a separation d’une partie de la substance dissoute. 


C'est ici le lieu de faire une remarque importante relativement 
aux dissolutions sursaturdes, qui retiennent, apres le re- 
froidissement, des quantites de la substance dissoute plus consi- 
derables que celles correspondant a la temperature finale, et qui 
laissent ordinairement deposer cet exces dans des intervalles de 
temps plus ou moins longs et surtout, quand on introduit dans 
la dissolution de petites quantites de la substance elle meme & 
’etat solide. Ne serait il pas permis d’admettre, pour expliquer 
ce phenomene, que l’ether calorique possede une force coörci- 
tive qui sert & lui conserver l’elasticit6 considerable qu’il a ac- 
quise sous l’influence des temperatures elevees et & la faveur des- 
quelles la sursaturation s’est eflectuee. Lorsque la solution se 
refroidit, l’ether exerce encore, par suite de cette force co6rcitive, 
sa pression calorique sur les molecules de la dissolution et main- 
tient la saturation. Toutefois, cet etat des choses n’etant pas 
nafurel, ne peut se maintenir indefiniment; les forces actives dans 
la dissolution tendent, au contraire, & ramener l’etat normal, et 
ce retour est accelere par diflerentes circonstances, p. ex. par 
l’acces brusque de lYair, par l’affinite (action de contact des sur- 


Pe 


be 


) Al TA: 
1 a . 
Med 11.2 L 
Br 


7 


Bacaloglo: Considerations theoriques sur la chimie. 269 


faces) ete. Des phenomenes analogues se presentent dans d’au- 
tres circonstances encore, et le developpement de chaleur dont 
ils sont ordinairement accompagnes montre bien que l’etat pro- 
visoire dont il est question, n’est que le resultat du travail d’une 
certaine force, equivalent mecanique de la chaleur degagee apres 
le retour de l’etat normal. 


La solubilit&e d’une substance est encore modifiee par le de- 
gre de concentration de la liqueur qu’on emploie comme dissol- 
vant, lorsque cette liqueur contient elle-meme en dissolution des 
substances autres que celles qu’on fait dissoudre. Certaines con- 
siderations theoriques me font penser que, pour des concentra- 
tions moyennes des dissolvants, la‘ solubilit& d’une substance est 
a peu pres proportionnelle & cette concentration. Quelques ex- 
periences que j’ai faites avec l’acide arsenieux conduisent, du 
moins pour certains cas, ä cette m&me conclusion. (Voir Erd- 
mann, Journal für prakt. Chemie.) 


L’elevation de temperature d’un corps qu’on echaufle est due 
a l’accroissement d’amplitude des oscillations de l’ether calorique 
renferme dans ce corps. et accroissement de temperature depend 
evidemment de la nature particuliere, de l’elasticite de l’ether 
calorique appartenant ächaque substance, et d’ailleurs, la chaleur 
apportee de dehors n’est pas toute utilisee ä cet eflet; une partie 
en est perdue dans les chocs de l’ether contre les molecules ma- 
terielles de la substance, plus ou moins elastiques. De lä, les 
differences si considerables dans les capacites calorifiques des 
diffierentes substances. Plus on eleve la temperature d’un corps, 
plus la repulsion calorique de son ether s’accroit et sert ä& detruire 
en partie l’effet de la force de cohesion, et d’autant plus grande 
sera dans ce cas la portion de chaleur apportee de dehors qui 
fera equilibre A cette force et refusera de concourir ä l’elevation 
de temperature. De lä cette loi remarquable, que l’on n’a su 
etablir jusqu’& ce jour que sur des experiences: la capacite 
calorifique d’une substance est d’autant plus grande 
que la temperature de cette substance est plus elevee. 
Mais, si pour des masses egales de diverses substances, les chaleurs 
specifigues ne sont pas @gales, on peut calculer des masses telles, 
que la quantite de chaleur qu’elles exigent, pour que leur tempe- 
rature s’eleve de la m&me quantite, soit la m&me. Les masses 
ainsi calculees, ou bien les poids correspondants, contiendront des 
quantites equivalentes d’ether calorique et seront par consequent 
les equivalents ponderables de ce dernier. Si l!’on eflectue 
ces calculs, on trouve que les equivalents caloriques approchent 
plus ou moins des equivalents chimiques correspondants. Cepen- 
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dant, les divergences sont dans ce cas beaucoup plus considerables 
que celles qu’on obtient en comparant entre eux les produits des 
capacites calorifiques par les poids atomiques, ainsi que le mon- 
trent les exemples suivants: | 


Capacites ca- | Poids ato- a Equivalents 

| lorifiques c. iques ?2. | Produit’p+e. | caloriques. 
| q miques p q 
Cuivre 0.0952 81.7 3.02 31.7 
Platine 0.0324 98.7 3.20 93.2 
Plomb 0.0314 103.7 3.26 96.2 


Au lieu d’eluder ces divergences et de tächer de les cacher 
sous la petitesse des produits 3.02, 3.20, 3.26, on n’a quä se 
rappeler de ce que jai dit plus haut, que les poids atomiques 
ne sont que les equivalents ponderables des 'forces qui se font 
equilibre dans les differents composes chimiques, pour se con- 
vaincere que ces divergences ne presentent rien de contraire & la 
nature des choses. En eflet, outre les forces caloriques, il y 
en a d’autres encore qui sont actives dans les composes chimi- 
ques, et il est aise de voir que les poids atomiques, qui doivent 
representer l’ensemble de ces forces, ne peuvent &tre identiques 
avec les nombres qui representent l’une d’elles, la force calorique 
seule, ce qui fait voir que la loi de Dulong n’est pas vraie, ou 
du moins, qu’elle n’est qu’approximative. On peut cependant 
deduire de ce fait, que les equivalents caloriques s’approchent si 
sensiblement des equivalents chimiques, une consequence impor- 
tante, ä savoir que les forces caloriques predominent dans les 
combinaisons chimiques et l’eflet des autres forces est compara- 
tivement tres petit, ou du moins, il est transporte en majeure partie 
sur l’ether calorique et se manifeste comme un effet calorique. 


On voit par ce qui precede, comment ces nouveaux principes 
s’adaptent aux questions les plus importautes de-la chimie theo- 
rique et comment ils peuvent servir pour en donner une explica- 
tion completement rationelle. Je reviendrai dans un travail pro- 
chain sur ces theories pour les developper plus amplement et 
les appliquer aux combinaisons chimiques elles-memes. 
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AÄXWVIEE 


Einiges über die Richtung der Vertikale bei verschie- 
- denen Höhen über dem Erdboden. 


= 
Von 


Herrn E. Bacaloglo 


in Bucarest. 


Schon vor längerer Zeit habe ich Einiges über die Richtungs- 
änderung der Vertikale und über die Gestalt der Atmosphäre 
mitgetheilt (siehe Schlömilch, Zeitschr. für Mathem. und 
Phys. 1860. p.59. und-Cosmos von Moigno 1862. p.732.); ich 
möchte jedoch noch einmal in aller Kürze auf diesen Gegenstand 
zurückkommen, da sich manche Rechnung genauer ausführen 
lässt und da ich zu dem einfachen Beweise eines interessanten 
geometrischen Satzes gekommen bin, auf welchem hauptsächlich 
diese ganze Bemerkung beruht. 


Es ist klar, dass die Richtung einer Vertikalen sowohl, als 
auch die Gestalt der Atmosphäre vom Gleichgewichte eines über 
dem Erdboden befindlichen materiell@®t Punktes abhängt, dass die- 
ses Gleichgewicht selbst durch die Gestalt des anziehenden Kör- 
pers bedingt wird und, insofern keine fremden Kräfte mit einwir- 
ken, dem bekannten mechanischen Gesetze unterworfen ist, dass 
nämlich die Vertikale eines Punktes nach der Normale eines durch 
ihn gelegten Ellipsoides gerichtet ist, welches mit dem anziehen- 
‘den Ellipsoide homofocal ist. 


Betrachten wir nun Rotationsellipsoide und ihre Meridian- 
ellipsen (Taf. V. Fig.2.). Der erwähnte Satz lautet: Wenn man 
an den Punkt M einer Ellipse die Normale MN legt und 


+ 
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dieselbe bis zum Punkte M’ einer mit ersterer homofo- 
‚calen Ellipse verlängert, so nähert sich die Normale 
dieses letzteren Punktes M'N' dem Mittelpunkte C 
mehr, als die Normale MN. 


Man ziehe, um dies nachzuweisen, die Leitstrahlen EM, FM, 
EM', FM'. Wenn man bemerkt, dass die Normale einer Ellipse 
den Winkel der beiden sie einschliessenden Leitstrahlen hal- 
birt und auf dem längeren Leitstrahle EM das Stück Mf= MF 
abschneidet, so erhält man die zwei congruenten Dreiecke M'Mf 
und M'MF, woraus folst ZMM'f= ZMM'F, folglich ZNM'E 
> ZNM'F; also wird die Halbirungslinie des Winkels EM’F, 
d. i. die Normale im Punkte 37’, in dem Raume NM’E, also dem 
Mittelpunkte C näher liegen. Es ist übrigens leicht zu zeigen, 
dass die Abplattung des äusseren Ellipsoides kleiner ist als die 
des inneren. Denn, bezeichnet man mit a, 5b: a’, b' die Halb- 
achsen der Meridianellipsen; mit ce die gemeinschaftliche lineare 
Excentricität; mit e, e’ die respectiven numerischen Excentrici- 
täten; mit 6, 0’ die entsprechenden .Abplattungen; so findet man 


a —b2 = a2 —br— ec? — ade? — a'2e'? A) 


und folglich: ; | . 


SI 


-vI-e, eve ® 


Ist nuna<a', so folgt e> e’, indem ae = a’e', woraus ferner folgt: 


bh 
1—e?<1-—e'?2 und Er 


also 
I 


b b'. 
2754 BE 
und zuletzt: h 
Er Ep 
= e) a ai e oder co»>c'. 


Nehmen wir nun (Taf. V. Fig.3.) auf der Verlängerung der 
an das Ellipsoid AMB gezogenen Normale Mm in der Entfer- 
nung-MM' = einen Punkt M’, legen durch denselben ein mit 
dem ersteren homofocales Ellipsoid, ziehen die Normale an das- 
selbe M,m,, und suchen den Winkel «, zu bestimmen, unter der 
Voraussetzung, dass der Winkel « der ersten Normale Mm be- 
kannt ist. Wenn man die Leitstrahllen OM und OM, zieht, so 
erhält man: 
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6 | 
tangp = „„tange = (l — o)?tange, (3) 
b1? 
tang o, = „z»tang a = (l1— 0,)?tange,, (4) 
1 


rsinpg+ ösin« 


an N osp+dcose” 


a?2b2 a l 
ee m 
Vb?cos?p +a2sin?p C0SY V 


a? S 
1+ 78 tang?o 


a cos« ' 
cospV 1-Htangetang p cos 9c08 (a —9p) 


und wenn man 


Öcos« 0 N ecosacospcos(e—Y) 
rsinp a sin 


®) 


tansy = 
setzt, so folgt: 


sin 9 cos (&—%) (6) 


ER PIT (p—w)’ 


woraus man successive @, $, 9, und «, bestimmen kann, wenn 
man zuvor 0, berechnet hat; dies kann durch die Formeln (1), (2) 
erzielt werden, denn es ist: 


(l—- 0”? =1-—e2, 


woraus 
e=N 0o@— 0) (7) 
und 
2 a2e? 
d—0),= 1—e?= a 
1 
oder näherungsweise 
ae \” 
1-%=1- (43 (9) 


folgt, indem man ohne merklichen Fehler a-+6 für a, schreiben kann. 


Führt man nun noch die Umdrehung der Erde ein, so ist 


- %2. : v2 
noch auf die Kraft ren Rücksicht zu nehmen, welche 


1 
die Differenz der Centrifugalkräfte in den Punkten M, und M 
ausdrückt. Daraus ergiebt sich zur Bestimmung des Winkels «,, 
Theil XLIL, 19 
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oder der durch Homofocalität und Rotation bedingten Richtung der 
Normale, die Gleichung: ya R | 


sin (9 —ı) _F 
sing GG 


woraus 
F 
| l+G 

tang (a, — en) -— _ tang 5 (9) 
nr: 


folgt. Es ist ferner 
F _0%r, cosp1—rcosp) _ w?öcose 17? 
ae ee en 
_ @2Öcose sin(«—p) _ 1 dcosa sin?(e—Y) 10 
9 "sin?@—g) 29° a "sine —g)' Sa 


wo ® die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde und g die Inten- 
sität der Schwere in M bezeichnet, und noch zu bemerken ist, 


o2a 1 | 
dass 9.7089: 5 
Wendet man obige Formeln auf ein Beispiel an, wenn nämlich: 


5 | 
Pr ii nn 2) a ae ä 
@—=45%°, ö=1000 Meter und a=6377398 Meter, 6 = 509.153 i 


— 0.003343 angenommen wird, so findet man: 


(1 0)2—0.993335 , p=44048 9”, = 35, 
I 

91 =44048'29%.1, (1 0,)2=0.993327,  6,—=0.00332, - 

| 

2 440 89" 59".6, # =0.000000378, © =440 59 59%.7. | 


Hieraus ergiebt sich, dass in einer Breite von 450 die Vertikale 
eines 1000 Meter über dem Erdboden befindlichen Punktes mit ° 
derjenigen des entsprechenden Punktes auf dem Erdboden einen 
kleinen Winkel von ohngefähr 3” einschliesst, und zwar so, dass 
die Abweichung nach dem nächsten Erdpole hin stattfindet. 


en ı ehe 


Dieselben Formeln können noch dazu dienen, die Gestalt 
und Abplattung der Atmosphäre zu bestimmen. Wird nämlich 
ö—=185000 Meter oder = 25 geographische Meilen angenommen, 
was beinahe die von @. G. Schmidt berechnete Höhe der Atmo- 
sphäre ist, so ergiebt sich für diesen Fall: 


vw 1040! 13”, 9, = 440 48' 48".5, (1—-6,)? = 0,993696, 


N. Se N ee 
Ka Re Dat 


w 
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| 

c =0.003157 = 315, 0 = 44059'40”7, &, = 0.000075. 
9 — 44959’ 51”.5. 

Die gesuchte Abplattung 3 wird nun durch die Formel 


tang 440 48° 48.5 = (1 — 2)? tang 44959’ 51”.5 


bestimmt; man findet 2 =0.003209 = 315; und dieser Werth weicht 

nur wenig von der Abplattung der Erde ab. Schmidt findet für 
1 

die Abplattung der Atmosphäre den Werth 54; 88 ist jedoch zu 


bemerken, Jass im Obigen keine Rücksicht auf die Insolation 
genommen wurde, wodurch die Abplattung der Atmosphäre be- 
deutend vergrössert wird. 


xXXIX. 


Problemata qguaedam gevmetrica, 
proposita a 


Dre Christiano Fr. Lindman, 


Dect. Strengnesensi. 


I. De parallelogrammis circa Ellipsin datam circum- 
scriptis. 
Aequatio Ellipsis sit 
a2y? + 622? — a?b? 
et coordinatae puncti cujusdam extra Ellipsin «, ß; aequatio tan- 
gentis per punctum «, ß ductae erit 


a2By + b?ax — a2b?, 
unde Ä 
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..a2(b?c 4 PR) __b2(a2ßFeR), ; 
rn 2 


ubi est 
R=N a2ß? + 6202 — a2b2. 


E quolibet igitur puncto duae tangentes duci possunt et coordi- 
natae punetorum contactus sunt x et y. Coordinatae punctorum, 
ubi tangentes per puncetum —«, —ß ductae Ellipsin contingunt, 
inveniuntur, si in (l) —a, —ß pro «, ß substituuntur. Coordi- 
natis illis per ©), Y%ı: %2, Ya; cett. designatis, invenimus aequa- 
tiones tangentium: 


ya), y-p= Re), 
y+B=3 , @t eo), y+Pß= a Ze 0); 


quae, ut liquet, a formant. Lineae prima et 
quarta conveniunt in puncto, cujus coordinatae sunt 


‚_ aß 620 
Rh Y—-9s 


ee 


secunda et tertia in puncto, cujus coordinatae sunt 


a2ß b2« 


ı" =— == 
BU TB 
Facile patet, diagonales per originem transire et unam esse 


A N 2 Rah Er 
—2N 2 +ß?, alteram BR V a:ß2 4 b3a?. Si illa diagonalis et 


2 ern eh ee 


axis abseissarum angulum = 9, haec et axis angulum =) con- | 
stituunt, invenitur F 
; 
RR BER de a2ß2 + b2a2 
BERPFEu TE * Ey =—zag® ty —p)= Taß(a? — BR j 
a2ß2 4-b202 j 
Sin en a ee 
v9) NY 0242. NV arß? + b%02 
atque ideo, posito parallelogrammo eircuniseripto = P, invenitur 
2 (a2ß2 + 5202) 


nn ——— . (2 
NV a2ß2 + 6202 — a2b? m 

Jam quaerendum, quodnam ex omnibus his parallelogrammis mi- 
nimum sit vel per quod punctum («, ß) tangentes ducendae sint, 
ut P minimum fiat. Nihil prorsus impedit, quominus ponamus, 
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punetum («, 8) in diametro quadam situm esse, quo facto, patet, 
esse «& et ß variabiles, et rationem earum constantem. Posita 
igitur B= ek, aequ. (2) transit in 

20? (a?k? + b2) 


pP = Se 
Va? (a?k2 + 6%) — a262 


unde, posito minimo ipsius P=p, valoribus coordinatarum «&, ß 


minimo convenientibus —=«’, P’, solito modo reperiemus 
abv? abkvV?2 k 
—=4ab, Me, Im ———nn, 3 
: ven Pvapım 


Postquam invenimus, ex quo puncto diametri cujusdanı tangentes 
ducendae sint, ut minimum parallelogramımum eircumscriptum oria- 
tur, restat, ut definiamus, quodnam ex omnibus his parallelogram- 
mis minimum sit. Quum vero valor ipsius » neque ab « et ß 
nec a k pendeat, conjici licet, ipsum 9 esse minimum. Ne quid 
tamen dubii relinquatur, in hane rem ulterius inquiramus. Intro- 
ductis valoribus «’, ß' in formulis ante inventis, babebimus 


P—yı __ blak + b) P'— Ya __ b(ak—b) 
a — 0  alak—b)’ a'— x, alak+b)’ 


unde 


>,» 
«—r «—2, a? 


By B—y__ 6 


quae est notissima illa correlatio inter tangentes eorum angulorum, 
quos diametri conjugatae cum axi abseissarum efficiunt. Sequitur, 
ut parallelogrammum minimum circumscribatur, si tangentes per 
puneta extrema ejusdem paris diametrorum conjugatarum ducun- 
tur, et ut omnia haec parallelogramma inter se sint aequalia. Res 
illa minime est ignota *), sed demonstrationem analyticam nus- 
quam inveni. 


Exterminata %k in (9) positisque &, y pro «', ß’, prodit aequatio 
2292 +0?272= 206? 
vel 
2a?y2 + 26222 — 4a?b?, 
quae est aequatio loci geometrici punctorum («’, ß’) et Ellipsin 


repraesentat datae similem et altero tanto majorem, cujus axes 
principales sunt aY?2, by2. Tangentibus igitur e puncto quodam 


*) Vide v,c. Bourdon, Application de l’Alg. ala Geom. Paris 1837. 
pag. 371. 
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hujus Ellipsis ad Ellipsin datam ductis parallelogrammun minimum 
invenitur. | 


Postquam inventum est minimum paralleloegrammum eireumseri- 
ptum, quaeratur, num P quadratum fieri possit. Diagonales tum 


TE [4 
aequales sint et angulus earum =, necesse est, id quod usu 


venit, sive «a sive ß=0 est. Posita igitur ß=0,- evadit altera 


diagonalis =2«, altera = N unde, si inter se sunt aequa- 
les, invenitur 
a=+YV a? +2. 
Superlicie hujus parallelogrammi = @ posita, habebimus 
Q = 2(a? + 52) 
et coordinatas punctorum contactus 
a? v2 


X Su ee u er 
- ON a2r+b2- NR N a2+b? 


Si igitur Ellipsis et Hyperbola eosdem habent axes 2a, 26, tan- 
gentes illae per focos Hyperbolae transibunt et quadratum @ erit 
aequale octies potestati *), quam vocant, Hyperbolae. 


hr 
ET 


1. Duabus sectionibus conicis se intus in vertice axis 
majoris (principalis) contingentibus, geometricum in- 
venire locum punctorum, ubi ea pars Secantis per ver- 
ticem transeuntis, quae inter curvas jacet, in duas 
partes aequales dividitur. N 
Aequatio alterius sectionis ad verticem et axin principalem- 
relatae est 
Yı? = 291% + 1%; 
alterius 
Yo? = 2Pg%, + 9922? 


Positis „=1r,Sing, &,=1rnCospg; %=nSing, 2, =r,Cosg, 
invenientur aequationes 


*) De vi ‚‚potestatis‘‘ Hyperbolac non bene consentiunt scriptores. 
Ali, ut Klügel, Montferrier, Francoeur, quantitati 4(@2+ 62), 
alii, ut Bourdon et Garnier, quantitati 24% nomen „‚potestatis‘ 
dederunt. z 


N 
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2pı Cosp_ el 2pslosp 
—_Sn29—qCos?2p’ "27 Sin?p — g,0os2p’ 
unde 
r] tr, __ Pı 1 
2 Sin 29 — gı Cos? a2 Sin 30 29 — Ser Uos ?p Cosp. (1) 
r] 22 rn, +72 


Haec est aequatio loci quaesiti et r=—95—— est radius vector an- 


gulo @ respondens. Curva illa, si ad Bee orthogonales 
refertur, quarti ordinis esse reperitur; quod si sectiones datae 
similes sunt vel, quod idem est, si 9, =9, ponitur, locus quae- 
situs evadit sectio conica datis similis, cujus parameter est — 


medio arithmetico parametrorum —AıTp, atque ideo est aequa- 


tio ejus 
P?=(pı tP)2 + N (2) 


Il. Per punetum intra ceirculum datum duas rectas 
inter se orthogonales ita ducere, ut figura inter eas et 
arcum ab iis abscissum maxima aut minima fiat. 
Sint coordinatae puncti dati z=a, y=( et aequatio circuli 

2 


Quum vero coordinatae polares huie problemati aptissimae videan- 
tur, polus in puncto dato collocetur vel ponatur 


z=a+toCospy, y=oSing, 
quo facto invenitur 
e=— aCosp + YV r?2— a2Sin 2p. 


Superfieie quaesita = Y posita, habebimus 


y p a 
Er if o?dp = ef. dy(r? +a?Cos ?p—2aCos pV r?—a2Sin2p) 


Bee (220) 


ar? 


a? EHER RENTE kıdar U 
A 5 Sin 2p — 5 Sin p9V r?— a? Sin?p — 5CospV r2— a2Cos?p 


5 (Aresin® Ei Arc Si dal! or 


Differentiando et reductionibus quibusdam factis, reperitur 
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ne a? Cos2p — aCosp V r?—a2Sin?p-+a Sin pV r2-a2Cos2y, 


d?Y 2 a(r?+a?Cos2p)Sinpg , a(r?-a?Cos?2p)Cosp 
A EEE aan N 
Prima derivata =0 posita suppeditat aequationem | 
aCos2p — Cos p V r?— a2Sin2p + Sing V r? —a2Cos®p — 0, 

quae, substituto Cos?p—Sin2p pro Cos?2p, transit in 

Cosyp(a Cosp— N r2—a2Sin2p)=Sinp(aSinp— V r2- a200829). 
Facile patet huic aequationi satisfieri non posse, nisi est Sing 
=Cosop vel 9=7. =, e quibus illud minimo, hoc maximo 


respondet, id quod derivata secunda consideranda cognoscere licet. 


XXX. 


Ueber den Schwerpunkt des Vierecks und der Viel- 
ecke überhaupt. 


3 


Von 


dem Herausgeber. 


er re nz 


g. 1. 


Für die Coordinaten des Schwerpunkts eines Vierecks A, A,4,4, 
kann man sehr einfache und bemerkenswerthe Ausdrücke durch 
die Coordinaten der Ecken A,, A,, As, A, finden, und daraus 
auch leicht eine einfache, übrigens dem Wesentlichen nach schon 
bekannte Construction des Schwerpunkts des Vierecks ableiten, 
wie ich jetzt zunächst zeigen will. 


Zu dem Ende bezeichnen wir die Coordinaten der Ecken 


% 
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A: Ay, As, 4, 
in Bezug auf ein beliebiges Coordinatensystem respective durch: 
21» Yı3 %2» Ya5 Fa, Ya5 %a> Ya 
Denken wir uns dieDiagonale A, A, gezogen, so ist deren Gleichung: 


1) a 4 


1-2 RB (aa), 


- und die Coordinaten der Schwerpunkte der beiden Dreiecke 


A,AgA; und A3A,A, sind bekanntlich: 
sa +22 +23), 3(Yı + Y92+%3) 


und 
323 +24 +2), 3(y3 + yatYı): 


oder, wenn wir der Kürze wegen: 


S=% +%+2% +75; 


er 
y=YıtYyatYys + Ya 
setzen: 
(ls — 2%), 3(8y— Ya) 
und 


3(s8—%9), 3(9y— Yo): 


Die Gleichung der durch diese beiden Schwerpunkte gehenden 
Geraden, in welcher bekanntlich der Schwerpunkt des Vierecks 
jederzeit liegt, ist: 

Be — Ay a 6— 2). 


Denken wir uns ferner die Diagonale A,A, gezogen, so ist deren 


« Gleichung: 


Bay a. ynSnon em). 


und die Coordinaten der Schwerpunkte der beiden Dreiecke 
A,4,A, und A,A,Aa sind bekanntlich: 


3(23+%3 484), 3(Y24+%Ys + Ya) 
und 

3(24 +21 +22): 3(yatyı + Yo); 
oder: 


3($2:— 21). 3(5y — Yı) 
und 


> BIIRLETE 
TER 
4 
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4223), 36y— yo): 
Die Gleichung der durch diese beiden Schwerpunkte gehenden | 
Geraden, in welcher bekanntlich der Schwerpunkt des Vierecks | 
gleichfalls liegt, ist: Bf 
DIES RER yon). 7 He). | 
Bezeichnen wir also die Coordinaten des Schwerpunkts des Vier- | 
ecks durch &, Y; so haben wir zu deren Bestimmung nach 3) j 
und 5) die beiden folgenden Gleichungen: | 
Im Ana) | | 
are i 
D—3(,— W= ua)! | 
Bezeichnet man ferner die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
der beiden Diagonalen durch X, Y; so hat man zu deren Be- i 
stimmung nach 1) und 4) die beiden folgenden Gleichungen: ! 
| j 
A 


Y— 9 er (X— 2), 


| Y-y= na 68 %): ie 


Stellt man nun aber, was offenbar verstattet ist, die beiden Glei- 
chungen 6) auf folgende Art: 


Ya Ya 
Lo —%q 


(384 —) a 3Y2 = { (35x — X) — 371g \ 3 


(351 Y„—N) —3Yı = ee 2 (dee —&) —;271, 1; 


2% —L 
die beiden Gleichungen 7) auf folgende Art: 
ne 2 „@X 


3 3 /’—ıp% = — 42a 


ı/-yı = n=n 4X — 321) 


dar; so überzeugt man sich ohne alle weitere Rechnung durch 
Vergleichung dieser beiden Systeme von Gleichungen auf der 
Stelle von der Richtigkeit der beiden folgenden einfachen und 
bemerkenswerthen Gleichungen: 


3 mA, I1y—VW—=4P; 


gan De SERR AEG DE 
ER ER el 
7 N 
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aus denen sich die folgenden merkwürdigen Ausdrücke für die 
Coordinaten des Schwerpunkts des Vierecks ergeben: 


9)..2..... Keta—N), deary—f). 


8.2. 


Aus den vorstehenden einfachen Formeln lässt sich eine 
leichte Construction des Schwerpunkts des Vierecks ableiten, wie 
wir jetzt zeigen wollen, wobei es genügen wird, rechtwinklige 
Coordinaten zu Grunde zu legen. 


Zunächst schicken wir die folgende allgemeine analytisch- 
geometrische Betrachtung voraus, deren Resultat auch anderwei- 
tig zweckmässig Anwendung finden kann. Wenn auf einer belie- 
bigen geraden Linie im Raume zwei Punkte (2oY020); (ZıYı2) 
segeben sind, und von diesen beiden Punkten aus auf der Ge- 
raden zwei Strecken abgeschnitten werden, die sich wie n9,, 2%} 
zu einander verhalten; so wollen wir die Endpunkte dieser bei- 
der Strecken durch (X,Y5Z,), (Aı YıZı), und deren Entfernungen 
von den Punkten (z,%020); (&1Yı213) durch oe, ne bezeichnen. 
Die von der einen der beiden Richtungen der gegebenen Geraden 
mit den positiven Theilen der Coordinatenaxen eingeschlossenen, 
180° nicht übersteigenden Winkel. seien «, ß, y. Sind dann die 
beiden Strecken von den Punkten (2,9020); (21%Yı21) aus auf der 
Geraden nach denselben Seiten hin abgeschnitten worden, so 
selten offenbar mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen 
auf einander die folgenden Gleichungen: 


AZ XtNg0c00s0, A,y=xı + n0c08e; 
Y=yHnecosß, Yı=y +niocosß; 
Z = 4n000sYy, Z=2 +nocosy; 
welche auf der Stelle zu den folgenden Relationen führen: 
2 (A) = (A — 2); 
(Hy) =r (N —yı); 
no) =nm(Z — 2) - 
oder: 
2, A —- 2) (A —aı)=0, 
0 —y) rn —y)=0; 
n, (Zu — 20) — n(Z,—2a)= 0; 
oder: 


Rn 
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nı Ay,—noÄı = N]%y ee No9X71 > 

n, Y, —1nN Y, nn N,%Yo — RoYı , 

no mL ZEmD — 19%4- 
Wenn dagegen die beiden Strecken von den Punkten (29%Y020): 
(21Yı21) aus auf der Geraden nach entgegengesetzten Seiten hin 


abgeschnitten worden sind, so gelten offenbar mit Beziehung der 
oberen und unteren Zeichen auf einander die folgenden Gleichungen: 


A,=2Xotnecose, A, =xı FN0CoSsa; 
Y,=ytnmeecosß, Yı=yı Tn,ocosß; 
Zo = 20 4000C08Y%, Zı =2 Fn,0cosY; 
aus denen sich auf der Stelle die folgenden Relationen ergeben: 
N (-%)=— (A 2); 


n, (Yo — Y)=—rn(Hı — Yı)> 
n(Zo—- 2) =—- m(Z — 2); 


oder: 
2, (A ) tm (A — 2) =0, 
2 (Po — yo) + m(Fı =, 
(oo) tm (A —a)=0; 
oder: 


mA + WwAÄı NT + Roi; 

Yo + wFı =rıy + RoYı > 

n,Z + mZLı =ZNı2 + %2- 
Es ist also: 

Ay FWwÄL = N%, FNoLı ; 

no tmwFı =nrıYy Tnoyı » 


’ no FL =n% FR; 
wenn man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, jenachdem 
die beiden Strecken von den Punkten (2,%020); (21Yı2) aus auf 
der gegebenen Geraden nach denselben oder nach entgegenge- 
setzten Seiten hin abgeschnitten worden sind. Wenn die beiden 
Strecken einander gleich sind und also n,=n, ist, so werden 
die vorstehenden Relationen: 


XArh=n Tr: 
Y,Tr Y, =% + Yı> 
Zu, rZA4 =» 72a; 


mit derselben Bestimmung wegen der Zeichen wie vorher. 


nn ui a‘ #; ee Kae Sr \2 
RR ERIFF I ee ST en BEE * 
SR N ke: ne SER 
y € 7% r | a N fa N, ie 
Fr. u „4 A . 
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Wenn nun O den Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen 
A,4; und A,4, des Vierecks A, 4,434, (Taf. V. Fig. 5.) bezeich- 
net, so schneide man von A, und A, aus auf den Diagonalen 
A,A, und A,A, zwei Strecken A,O, und 4,0, so ab, dass 
AO, = 40, 40, = 4,0 ist, und die Strecken A,O,, 4,0 
auf der Diagonale A,A, von A, und A, aus, die Strecken A,0,, 
4,0 auf der Diagonale A,A, von A, und A, aus nach entge- 
sengesetzten Seiten hin liegen; dann ist jederzeit der auf be- 
kannte Weise leicht zu construirende Schwerpunkt des durch die 
Punkte OÖ, O,, O, bestimmten Dreiecks OO,0, der gesuchte 
Schwerpunkt des Vierecks A, AaA;A;- 


Um dies zu beweisen, bezeichne man, übrigens alle in $. 1. 
gebrauchten Bezeichnungen auch hier beibehaltend, die Coordi- 
naten der Punkte O, und O, respective durch X,, F, und X,, F.. 
Dann ist nach den vorher bewiesenen allgemeinen Relationen, 
wenn man, wie hier erforderlich, die unteren Zeichen nimmt: 


A+X=aıt42%, Y+lı = ty; 
ABantn, Prh,=ytya; 
also: 
2AHA, + = 4a + +2, = 5; 
2Y+ + =y ty tYyst+ Ya = Sy. 
Weil nun nach $. 1. 8) 
X =. — X), Pl, P) 
ist; so ist: 
Z=NP2 AHA A) - NAH HD), 
»=Hß2PY+ +) - P=4ılY+ Pı+P); 
also nach der bekannten Bestimmung des Schwerpunkts des 
Dreiecks durch die Coordinaten seiner Ecken der Schwerpunkt 


(X) des Vierecks A,4,A,;A, der Schwerpunkt des Dreiecks 
00,0,, wie behauptet wurde. 


Natürlich kann man die Construction auch so abändern, dass 
man, wie in Taf. V. Fig.6., etwa nur A,O,=4,0 macht, dann 
A,A,; in M halbirt, MO, zieht, und MS—4MO, macht, wo dann 
$ der gesuchte Schwerpunkt des Vierecks A,A2,45,A, ist. So 
findet sich die Construction u. A. in „Elemente der Mecha- 
nik und Maschinenlehre von W. Schrader. Thl.l. Halle. 
1860. S. 62.“, wo aber die Darstellung eine. ziemlich oberfläch- 
liche ist, indem die bei dieser Construction nothwendig zu neh- 
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menden Berücksichtigungen nicht mit gehöriger Deutliehkeit und 
Schärfe hervorgehoben worden sind, auch der hier vorzugsweise 
interessanten Beziehung zu dem Dreieck OO, 0, keine besondere 
Erwähnung gethan worden ist. 


$. 3. 
Wir denken uns jetzt ein beliebiges neck - 
A, Ag Az Ay .... An, 
und bezeichnen dessen Inhalt durch Jn, die Coordinaten seines 
Schwerpunkts in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordi- 


natensystem der xy durch An, Yn. Ziehen wir die Diagonale 
A, An-ı, so erhalten wir das (n—1)eck 

A, As Az Ay u... Ani 
und das Dreieck An-ı An A), welches letztere entweder ausser- 


halb oder innerhalb des ersteren liegt; den Flächeninhalt dieses 
Dreiecks bezeichnen wir durch | 


D 


n—l, n, 1 
und die Coordinaten seines Schwerpunkts durch 


ER ER 5 


n-I,n,1ı nn] 
Liegt das Dreieck An-ı An A, ausserhalb des (n — I)ecks 

A, Ag Az Ag .... An-ı; 
so hat man nach der Lehre vom Schwerpunkte die folgenden 
Gleichungen: 


ar Än = Ja Ba + D . X P) 


n—1l,n,1 n—l,n,1 


In Yn= Jn-ı Yn-ı + D. Y 5 


n—l,n,l1 n—,n,1 
liegt dagegen das Dreieck A„-ı An A, innerhalb des (n—1)ecks 
nd 4A, A, Az Ay eo... An-ı, 


so haben wir nach der Lehre vom Schwerpunkte die folgenden 
Gleichungen: 


Jn1 An -ı = In Än + D « A ’ 
n—l,n,ı n—l,n,1 
u eh = A Yn+ D . $ 


’ 
n—l.n, il n—l,n,1 


vos yär Ze 


und der Vielecke überhaupt. 287 


oder: 
In An — In—ı An-ı1— D . X 9 
n—l,n,1i n—l,n,1 
In | Jn—ı Y„—ı— DIE; r r 
n—1l,n,1 n—I,n,1 
also ist: 
In An = Ja-ı An—ı + D a X e) 
1) n—l, n,1i n—l,n,1 


EN ED I: V; 


n—l, n,1 n—l,n, 1 


wenn man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, jenachdem 
das Dreieck An-ı An A). dessen Flächeninhalt 


D 


n—l, n, 1 
ist, ausserhalb oder innerhalb des (n — l)ecks 


4, Ag Az Ay .o.e. An-—ı 


liegt. 
Der Kürze wegen wollen wir jetzt: 

2) ln X (Yn — Ya) — (£n— X) 
+ 22 (yı —Y3) — Ya(zı — 25) 
+ 23 (ya — Ya) — Y3 (29, — 7) 

u. Ss. w. u. S. w. 
+ ön-1(Yn-2—Yn) —Yn—1(2n—2— In) 
+ 2n (Yn-ı — Yı) — Yn(&n—1 — 21) 
und... . 
3) ne D' = In-ı(Yı — Yan) =— Yn-ı1(2] — &n) 
n—l, n, 1 


+ In (ya-ı—yı) — Yn(&n-1— %ı) 


+ 7 (Yn — Yn-ı) zu (In — In—1) 
setzen. 


Wenn das Dreieck An-ı An A, ausserhalb des (r— 1)ecks 
A, A, As A, .... An 


liegt, so ist*) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen 
auf einander; 


”) Hierbei ist überall die Abhandlung Thl. XXXVIH. Nr, XI. zu 
vergleichen. \ 
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2I=FJn; 2In-ı= FJn-ı', > D — + 


n—l, n, 1 


wenn aber das Dreieck An-ı An A, innerhalb des (na — 1)ecks 


' 4, As Az A, “u... An-ı 


liegt, so ist mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf 


einander: 


I—Hr Je: Ani HJı, > D =H4t 


n—1l,n,1 
also ist nach I) offenbar in völliger Allgemeinheit: 


In An Pat An-ı + D' X 


4 2 
n—l,n,l n-—l,n,1 


A: u 
In Yin In In S DE NEE 


n—l,n,l1 n-—l,n,1 


&.4. 


Die vorstehenden allgemeinen Formeln ($. 3. 4)) wollen wir 
zuerst wieder auf das Viereck anwenden. In diesem Falle ist 


n=4, also nach $. 3.2) und $. 3.3): 


J4Y= Hlya —Yy)=— Yı (a — %e) 
+23(Yyı-%Y) —Yolzı — 25) 
+23 (ya —Yı) —-Y (22 —%y) 
+24(Y9 —Yyı) —Yall3 — 21); 


J’= (Ya —-Y%)=—Yı(%3 — %,) 
+22 Yyı —Y) —Yalzı — 23) 
+23 ya —Yı) —Y(22— 2%); 
; 2 ae (Yyı —Ys) = — Y3 (2 —%a) 
+24(y —Yı) — Yalts —2ı) 


+21 (ya—Yy) — yı@a 23): 


Ferner ist nach den bekannten Formeln für die Coordinaten des 
Schwerpunkts des Dreiecks durch die Coordinaten der Ecken: 


A =}, +2.+2), Y=3(yı + Yo + %s) 


und 


3,4,1 


Also ist nach $. 3.4): 


X =ıa3 +24, +2) Wu trat): 


VER a er Ha nahen > 
TE. An Zu. 


ni Pa w Kr “ 
eh Er 


a eu 
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19ı (84 — 22) + ya (2ı —%3) 4 Y3 (22 — 2%) + Yya(X3 — 2ı)} Ar 
= 3lyı @— 22) + Yya(7ı — 23) + Yy (rg — ar) (Cı + 224 25) 


+ 3193 (21 — 24) + yalz3 — 21) + yı (@a— 23) (23 + 8a + 21): 


IX (Ya—%Y2) + 2alyı —Y3) + 23 (ya — Ya) + 2a(ys— Yı)! Ya 
= 312, (Y3 —%Ys) + 22 (yı —Ys) + 23 (Ya —- Yı)! (Yı + Ya + Y5) 
+ 3123 (yı — Ya) + 24(y3 — Yı) + 2ı (ya —Y3)}(Yy + Yyat yı); 


woraus sich mittelst leichter Rechnung die folgenden Formeln 
ergeben: 


5) 
Iyı (@43— 22) + Yalzı — 23) + Y (22 — 24) + yalXs — 2ı)} Ar 
= 4Yı (@a4l%a— %2Ta 4 Cı%ı— Ro) 
+ 3%, (21 %ı — 73%3 + 22% — 22%) 
+ 3Y3 (Ig%g — %g%a + 230g — %374) 


+ 3Y4 (2323 — 2ı%ı 4 2a — 2421) 


2 (Ya— Yo) + 2e(yı —Y3) + 23 (ya —Ya)t+ 2a(y —yı)! Ya 
= 3% (YyaYa — Yaya + Yıya — YıYya) 
+ 322 (yı Yı — Y3Y3 + YaYyı —Y2Ys) 
+ 373 (yaYa — YaYyaı + YsYya — Ys3Ya) 
+ 374 (Yy3Ys3 — Yıyı 4 Yaya — Yayı) 
oder: 
6) 
1 Yı (24— 22) + Ya(zı — 273) + %Y3 (23 —2%;) + Yyalza —2.)}A, 
= 3yılaa9 —- 22) (2 +22 +21) 
+ 3%, (&ı —%3) (&ı + %3 + 22) 
+ 3%Y3 (2a — %4) (2a + 2ı+ 3) 
+ 3Yy4(23 — 2) & +21 +28); 


tv (ya—Ya) + 2alyı —Y3) + 23 (ya — Ya) + Za(y3 —Yı)! Ya 
= 320 (Yya—%Y2) (yat+ Ya + Yı) 

+ 322 (Yyı —%Y3) Yı + %Y3 + %>) 

+ 3203 (ya — Ya) (yg + Ya + %Y3) 

+ 324, (9 —Yı) Y3 + Yı + Y3)- 


Diese beiden Formeln lassen sich auch auf folgende Art dar- 
stellen: 


Theil XLIL. 20 


® 
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9ı (&4— 2a) + Yyalaı — 23) + Y3 (89 — 2) 4 Yyalz3 — Zı) Aa 
=} 1lyı (8a — 25) + ya(ı —%s) + Y3 (22 — 2) + Yalzz —ı)\ 5x 
— 3Yı (24 — %2) X 
— 3Y9 (8 — 23) %q 
— 393 (22 — 8a) 2ı 
— 3Y4 (03 —2ı)%g; 


21 (ya — Ya) + 22(yı —Y3) + 2a(y2 Ya) + 2alys = Yyı)) Yı 
= 3t2 (ya — Ya) + %elyı —Ys) + 23 (ya — Ya) + ty —yı))8y 
— 32, (Ya — Y2) Ya 
— 379 (Yı —Y3) Ya 
— 373 (Ya — Ya) Yı 
— 324 (Y3 —Yı) Ya- 
Nach $. 1.7) müssen die Coordinaten X, F des Durchschnitts- 


punktes der Diagonalen des Vierecks mittelst der beiden folgen-_ 
den Gleichungen bestimmt werden: 


Y-p= nr aa %9); 
Y—y= a) 


Löst man diese Gleichungen auf gewöhnliche Weise auf, so er- 
hält man: 


x (24 — 32) 23 4 Yya(Cı — 3) at Ya (2) ı + Yalaz —21)&g 
Yı (a — 82) + Yy2(Zı — 23) 4 Y3 (22 — Co) 4 Yalkz — 21) 

ro x (Yya— Ya) Ya + &2 (Yı —Y3)Yat+ 8a (Y2— Ya) Yı +24(9— Yı)9e, 
2, (Ya — Y2) + Zalyı —- Y)+%3(ya— Ya) + Ta(Ys —yı) 


also ist nach dem Obigen offenbar: 


folglich nach $. 1. 8): 
3=A, = Y,; 
wie es sein muss. 
Offenbar ist nach Vorstehendem auch: 


x — a #2) YyıSa 7 21Y) + (@ı — 3) (Yyalı — oa) 
‚I (4 — 22) (yı —Ys) + (&ı — 25) (Ya — Ya) 
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(YyaY2) (ıya —Yı%3) + YıYs) @aYya— Yora) 
(Ya— ya) (81 — 23) + (yı — Y3) (22 — 24) 


Y= 


oder: 


(22 — 24) (&1Y3 — YıTa) — (8 —%3) (2aYya — Ya2 Yara) 


A — 
(22 — 2) (yı —Y3) — (21 — 83) (% (Ya—ya) Ya) 
Ber (Ya — Ya) (2193 —Yı3) — Yı — Y3) (22Y4 — Y2X4) ; 


(3 — x) (yı —Y3) — (71 — &) (Ya — Ya) 
also, vollständig entwiekelt dargestellt: 


8) 


=} | (1 — 23) (2oya — YaLa) — (82 — 23) (21 Y3 —Yı 23) 


ı +t%%+2% +24 | 
+ (21 — 23) (ya — Ya) — (22 — X) (Yyı —Ys) 


\ 


Yyı tyat Yy tr Ya 
Y,= ' A re Ys) (TgYya — YaTa) = (Ya — ya) (X Ya — Yız3) | 
(21 — 235) (Ya —y)- (a — 2%) (yı - Y3) 


wo in den Zählern und Nennern der obigen Ausdrücke von X, F 
die Zeichen umgekehrt worden sind. 


$. 5. 


Nach, diesen besonderen Betrachtungen über den Schwerpunkt 
des Vierecks wollen wir nun noch, unter Voraussetzung recht- 
winkliger Coordinaten, allgemeine Formeln für die Coordinaten 
des Schwerpunkts jedes necks entwickeln, zu denen wir mittelst 
der Btelationen $. 3. 4) ohne Schwierigkeit gelangen können. Zu 
dem Ende wollen wir aber zuvörderst den genannten Relationen 
einen etwas veränderten Ausdruck geben. Setzen wir nämlich: 


[D) Jn= 2 (Yn—Y2); Jn"=  Yyı(lan 29) 
+ 22(yı —Y3) + y2 (21 — 23) 
+23 (92 — Ya) + Yy3 (82 — X) 
U, S. W. uU. S. W. 
+ &n—1 (Yn—2 — Yn) + Yn—ı1(&n-2— &n) 
+ un (yn-ı — Yı) + Yn (£n-1 — 21) 


und 
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2) Di IUn— (yı Fr Yn) R D' = Yn—ı (z — &n) 


n—1l,n,1 n—1,n,1 
+ &n (Yn-ı — Yı) + Yn (£n-1— %ı) 
+ 7 (Yn rg Yn—ı) + Yyı (£n— £n-ı) s 


wo 
Int Ja =0, : %D4. FD 

n—1l,n,1 n—l,n,1 : 

ist, so können wir die Relationen $. 3.4) offenbar auch auf fol- | 
sende Art schreiben:- \ 
Pd An= In" An-ı + "ee A ’ ; 


n—l,n,1 n—l,n,1 


Reh 


DB) LG, 
) Ju’, 2; N RE Ya + D' . Y . 
n—l,n,l n—l,n,1 


Setzen wir nun zuerst wieder n—=4, so ist: 


IK mh" X + DI’. X, 
3, 4, 1 u; 4, 4 


JY=J'Y,+D . Pr; 
9,4,1073,4,4 


also nach 1) und 2): 


Yı (23 — 22) ' 

JA= ) + Y2(2ı — 23) 2 + 22 + 2%) E 

+ y3 (@— 21) ı \ 

Y3(%ı —%a) 

+ | + y4 (23 — 21) | :3(&3 + ©, + 21)» | 

+yı (aa) | 

= (Ya — Yo) i j 

Jı Yı = | +22 (yı —Y3) X -3@ı + Y2 + %3) 4 
+23 (y2 — Yı) i 

23 (yı — ya) \ 3 

+ ty) 3 + ya + ya). ! 

+ 2 (ya — %5) | 

Nun findet aber, wie eine leichte Rechnung sogleich zeigt, 
zwischen vier Grössen a, 5b, c, d immer die Relation: N 
h 


Cr ı ED 1 me, 2 
ET ch ee 
N SE ne. m vi din 
A Be ER u RT 
f + s * 
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4 (a—b)(a+b+.d) +(b—c) (b+c+d) + (e- a) (c+a+d)=OV 
Statt *); also ist: 
(23 — 23) (23 4 23 + 21) 
+ 3 — 24) (&3 +24 + 2ı) 
+ (&4— %,) (24422 +21) 
(&ı — 22) (&ı +22 125) ] 
+ (2 — 2) (9 +2,+25) } =0; 
+ (24 — 2%) (+ %ı + 23) 


—0, 


) 
nn, Ren 


also: 


(23 — 2) (&ı + %2 + 8) + (22 — 23) (fs + 24 +81) 
= (274—%) (+22 +21): 


(22 — 2) (&ı +22 +23) + (&1 —2,) (&3 + 24 + 2) 
= (25,— 2) (at+trıt+23); 
und eben so, wenn man y für x schreibt; folglich nach dem 
Obigen: 
5) 
JA,= yı(laa - 22) (at 22 +21) 

+ 3%2 (2ı — 23) (&ı + 23 + 22) 

+ 3Y3 (22 — 2a) (22 + 24425) 

+ 3% (23 — 21) (23 +21 +23); 


J Yı= 32% (ya—%Y) (Yyat Ya + Yı) 
+322 (yı —%Ys) (Yyı + Y3 + Y2) 
+323 (ya —Ya) (yat+ Ya + %Y3) 
+324(y—Yı) (ya + Yı + 4); 
welche Ausdrücke ganz mit den in $. 4. gefundenen Formeln 
übereinstimmen. 


Für 2=5 ist nach 3): 
I =Jl/ X, + D".X, 
4,51 4,54 
Jr, =JerYı + D . P; 
45,1 45,1 


*) Die Richtigkeit dieser Relation erhellet auf der Stelle, wenn 
man die Grösse auf der linken Seite des Gleichheitszeichens unter der Form 


(a? — 0?) + (0 — ce?) + (ce? —d?) + tl@a— I) + &— ec) +le—a))d 
schreibt. | 
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also nach dem Vorhergehenden: 


3Yı (2a —%2) (24 + 22 + 2ı) 
+ 392 (21 — 23) (&ı + &3 4 23) 
+ 343 (@2 — 24) (&3 + 24423) 
+39 (23 —2ı) @ +2ı +2) j 
Ya(ıı — %;) 
NG +3 +95, —2) 2-3. +5 + 2); 
+ Yı (25 — 23) | 


Jon = ) 


3% (Ya — Ya) (Ya + Y2 + Yı) 
+ 32, (yı —Ys) (Yı + Y3 + Yo) 
+ 323 (ya — ya) (ya + Ya + %Y3) 
+ 324 (y3 —Yı)(Ys3 + Yı + Ya) 

&4(Yı — Y5) 

+ + 2:9 —Yı) C-3WYa + % 5 Yı)- 
+ 2% (Yy—Ya) 
Nach der Relation 4) ist aber: 


J;' Pe | 


(a — 2) (22 +24 +21) 


+ (#4— 25) (24425 +) f=0d, 4 
+2) a5 +22 +2). 

(2 — 23) Cı +%34+%4) 3 | 
+ (23 —3) 23 4% +2) >=; 1 
+ 5 — 21) & +2, +23) 1 


also: 
(2,3 —2) (2, +2 +2) + @&5— 2, (4 +% +2) 
= (2, — 2%) (4%, + 2%); 
(23 — 2,1) (23 +2 +2) + (&ı — 2) (2, 4% +21) 
37 (23 — 25) (23 +05 4%); 
und eben so, wenn man 3 für x setzt; folglich nach dem Obigen: 
6) 
JA, = 3 (8 —%2) (05 +22 +21) 
+ 3%Y2 (21 —%3) (&ı +23 + %,) 
+ 3Yy3 (23 — 2,) (2.4 244 %3) 
+ 3Y4 (83 —%5) (23 4%, + 24) 
f + 3% (24 —- 21) (2, +2 + %;); 
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JY, = 3% (y%-9)(Yy + Yet Yı) 


+ 323 (yı — %3) (Yı 4 Y3 + Yo) 
+ 323 (ya — Ya) (yat+ ya + Y3) 
+ 324(Yy3 —Y5) (Yy3 + Yy5 + Ya) 
+ 325, (y4—Yı) Yatyı +95): 


Für n=6 ist nach 3): 


ED. N 
5,6,1 96,1 

4; Y, Earl. Y,+ D' & Y s 
5,6,1 5, 6,1 


also nach dem Vorhergehenden: 


3Yı (25 — 22) (25; 4% +2) 


+ 3Y2(2ı — 23) (X) 4+%3 + 25) 


J' A= + 393 (22 — 24) (2 424423) 


+ 3Yya(X3 — %5) (&3 + %5 +2,) 

+ 39 (24 — %ı) (4 +21 +25) 
Ys(Lı — %e) 

+ y(&—2) 2.3@ +26 +21); 

+ Yı@ —%5) . 


+ 


32. (yı —Y3) (yı # Ya + Ya) 
= 323, (ya — Ya) (ya t Ya + Y3) 
3204 (Y3 —%Y5) (Ya + Yy5 4 Ya) 
4 


T, (Ya Yı) (y4 + Yyı # 95) 
%;, (Yı — %Y6) 
+2 (y —Yyı) 2:3% + %s + Yı)- 
+ 2 (Y6 — %5) 


+ 


| 32% (45 Y2) (y5 + y2 + yı) 


Nach der Relation 4) ist aber: 


also: 


+ (25 — 2) (25 +26 +21) 
+ (26 — 22) (75 + 22471) 

(21 — 24) (&ı + 244 %5) 
+3) a +6 +%) (=0; 
+ &— 2) (2 +21 +%) 


(23 — 2%) (%2+25+2ı) 
— 0 


x 
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(25 — 25) (25 t%2 421) 426785) (astRctzı) = (26 — 22) (@stR2t+ 21); 


(23 — 21) (2at2ı +25) 4 (Lı- 8%) (tt) = (2-8) (Rt tr); 


und eben so, wenn man % für x setzt; folglich nach dem Obigen: 


7) 


I A= WYılzs 22) (0 +22 + 81) 


Je’ 


+ 3Y%9(8ı — 23) (2 +23 + 22) 
+ 393 (25 — 24) (&2 4% 423) 
+ 394 (23 — 25) (23 +25 +24) 
+ 345 (24 — 26) X +26 4 %5) 
+ 39 (25 — &ı) (2; +21 +28); 


Y,= 421 —%Ye) (Ys + Ya + Yı) 
+ 323 (Yyı —Y3) (yı + Y3 + Y9) 

- +323 (ya — Ya) (ya + Ya + %5) 

+ 324 (y3 —%Y:) (Y3+Ys + Ya) 

+32, (ya —Y6) Ya + Y6 + %5) 
+ 3% 9 —Yyı) 9 +Yı +95). 


Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, unterliegt 
nicht dem geringsten Zweifel. Allgemein ist: 


In An pen 


Pl Yn Fer 


8) 


3Yı (&n — 25) (@n4+ 22 + 2ı) 
+ 392 (21 — 23) (1 +23 + 22) 
+ 393 (22 — 24) (3 + %4 +23) 
+ 394 (23 — 25) (23425 +23) 

u. Ss. w. 

+ 3%n-2 (2n-3 — Xn-ı) (En-3 + 2n-ı +%a-2) 
+ 3%n—1(2n-2 — &n) (&n-2 4 Xn-+ 2a-ı) 
+ 3%n (@n-1— 2) @n-ı+2%, +20); 


37 (Yn— Ya) (Yn+%Y2-+ Yı) 
+ 322 (yı —Ys3) (yı + Y3 + %o) 
+ 323 (Ya — Ya) (Yat+ Ya %3) 
+ 324 (y3 — ya) (Yy3 +Y5 4 Ya) 

u. S. W. 

+ 3:%n-2 (Yn-3 — Yn-ı1) (Yn-3 +Yn-ı4+ Yn-2) 
+ 32n—1 (Yn—2 — Yn) (yn—2 + Ya + Yn-ı) 
+ 32% (Yn-ı — Yı) Ya-ı + Yı + Yo); 


I a ee er, 7 
S, re FE a Se, tn co 
Sn Fa s r 2 
ü , u, . 
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wie man durch den Schluss von n auf n +1 leicht beweisen kann, 
was aber hier nicht weiter ausgeführt zu werden braucht. Für 
Jn' und Jn” hat man die Ausdrücke 1) zu setzen. 


Für n=3 erhält man aus den Formeln 1) und 8): 


1yı (23 —%2) + Yya(zı —&3) + Yy (23 — ı)} Az 
= 3Y (23 —%3) (23 +23 +21) 
+ 3% (21 — 23) (21 + 23 + 25) 
+ 3493 (22 — 2) (22 +2 +23); 


tz (y3 — Y2) + zelyı -Y3) + 23 (ya —Yı)! Ya 
= 320, (93 — Ya) (Ys3 + Y2 + Yı) 
+ 323 (Yyı —Y3) (yı + Y3 + Ya) 
+ 323 (ya — Yı)(ya + yı + y3); 
folglich: 


°%=3(0 +72 +23); Yr, =i(yt+y%+t%); 


so dass also die allgemeinen Formeln 5) selbst noch für das 
Dreieck gelten. . 

Die Form, welche ich den allgemeinen Formeln 8) gegeben 
habe, unterscheidet sich von der Form, welche man wohl sonst 
den Formeln für den Schwerpunkt eines beliebigen Vielecks gege- 
ben hat *); ich halte aber die von mir oben gewählte Form für 
die bequemste zum Behufe der Rechnung. Jedoch habe ich nicht 
hauptsächlich deshalb diese Entwickelungen ‚hier mitgetheilt, 
sondern hauptsächlich der von mir gegebenen Beweise wegen, 
weil dieselben nach meiner Meinung meistens nicht mit erforder- 
licher Strenge und Evidenz geführt werden. 


Er Die Nenner Ja”, Jn’ von An, Yn werden nach ]) auf folgende 
Art gebildet: 


4 Yı (£n— 5) und X, (Yn— Ye) 
+ Y2 (2, — 23) + 22 (yı —%Ys) 
+ 93 (22 — 24) + %3 (ya — Ya) 
+ Ya(23 — %5) + 24(93 —%) 
u. Ss. w. u. S. w. | 
+ Yn—2(2n-3 — In-ı) + n-2 (Yn-3— Yn-ı) 
+ Ya-1(2n—-2 — Xn) + 2n-1 (Yn—2 — Yn) 
r Yn (In-1— 2%) + In (Yn-1 — Yı)» 


*) M.s. z.B. Mathematische Tabellen, Formeln us. w. 
von H. Hertzer. Berlin. 1864. S. 293, Nr. 16*. 


20%, 


rt Fe En ee MAIER 
A 
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und die entsprechenden Zähler erhält man, wenn man die ein- 
zelnen Glieder der vorstehenden Nenner nach der Reihe mit 


nt 25 +21; und Yn+ Ya + Yı > 
+2 +22; Yı + Y3 + Ya; 
2 t%X4t+ 25; YatYyatys; 
7 8775 7 YtYs + Ya» 

u. 8. Ww. u. Ss. w. 
In-3 + In-ı + Zn-2, Yn-3 + Yn-ı + Yn-2; 
n—2 + %n + Zn-ı; Yn-2 + Yn + Yn—15; 
In—ı4+% + %n Yn-ı + Yı + Yu 


multiplicirt; die auf diese Art erhal Brüche aber zuletzt 
noch durch 3 dividirt. 

Bei der Berechnung von Ar, und natürlich eben so bei der 
Berechnung von Y,„, verlährt man am Besten nach folgendem 
Rechnungs-Schema: 


In; Fı, To Has +, In-g5;5 TIn—2, In—1 
Ta Ta5> %a5> T;; 0.0.9 In—1l, Ins; 7 
7 9 Ta» 43; Tas voor... In—2; TIn—l; In ; R 


woraus man durch Subtraction und Addition, unter Beifügung der 
Reihe der y sogleich die folgenden Reihen ableitet: 


In Tg, 7 13; 2,7% .or095 Un—2" In; TIn—1 7 
Znt2Xgat2ı, Lıt23t2g Let rat 73. 0n-2 42a tn, Lan—ıt% + En 
Yı> %Ya> Ya + > Ya, Yn; 


woraus man dann durch Multiplication der gleichstelligen Glieder 
der ersten und dritten Reihe und aller drei Reihen leicht Nen- 
ner und Zähler der gesuchten Brüche ableitet, worauf man noch 
durch 3 dividiren muss, um X„ selbst zu erhalten. 

Anmerkung. Dass die hier ursprünglich nur für rechtwinklige Coor- 
dinaten bewiesenen Formeln auch ganz allgemein für jedes beliebige schief- 
winklige Coordinatensystem gelten, ist mittelst der bekannten einfachen Formeln 
der Coordinatenverwandlung- in der Ebene leicht nachzuweisen, was dem Leser 
überlassen bleiben mag. 


Als Nachtrag zu diesem Aufsatze theile ich in der folgenden 
Abhandlung noch einige einfache Constructionen des Schwerpunkts 
des Vierecks mit, die ich von einem meiner liebsten Zuhörer, 
Herrn Endemann aus der Lausitz, erhalten habe. 


——— 
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AÄXXEI. 
Einige Constructionen des Schwerpunkts des Vierecks. 


Von 


Herrn Endemann, 


Studirendem der Mathematik in Greifswald. 


Aufgabe. 
Den Schwerpunkt eines Vierecks zu construiren. 


Erste Construction, 


Man ziehe die beiden Diagonalen des Vierecks, halbire die- 
selben, verbinde diese Halbirungspunkte. durch eine gerade Linie 
und theile diese Verbindungslinie in drei gleiche Theile. Durch 
jeden der beiden Theilpunkte ziehe man eine Parallele zu der 
ihm nicht zunächst liegenden Diagonale des Vierecks; der Durch- 
schnittspunkt dieser beiden Linien ist der Schwer- 
punkt des Vierecks. 


Beweis. Es seien O, und O, (Taf. V. Fig.7.) die Halbi- 
rungspunkte der Diagonalen DB und AC, und die Linie O, 0, 
sei durch a und 5 in drei gleiche Theile getheilt. 


Es verhält sich: 


0,5: 0,65 = 1:2. 
Da nun Sd parallel zu DB gezogen ist, so wird sich auch 
0,8, :S,B in 
0,5,:5D 


verhalten, d.h. $S, und S, sind die Schwerpunkte der Dreiecke 
ABC und ADC, in welche das Viereck ABCD durch die Dia- 
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gonale AC zerlegt ist. Die Linie 5,8 geht also durch die Schwer- 
punkte der beiden Dreiecke; auf ihr muss folglich der Schwer- 
punkt des ganzen Vierecks liegen. Aehnlich lässt sich zeigen, 
dass der Schwerpunkt des Vierecks auch auf der Linie a$ lie- 
gen muss; er kann also nur im Durchschnitt der beiden Linien 
aS und 58, d.h. im Punkte S liegen. 


Zweite Construction. 


Man kann die vorhergehende Construction auch in folgender 
Weise abändern: 


Man halbire in Taf. V. Fig.8. wieder die Diagonalen AC und 
BD in O, und O,, und nenne den Durchschnittspunkt beider 
Diagonalen ©. Dann theile man OO, und OO, in drei gleiche 
Theile und ziehe durch die dem O, und ©, anliegenden Tbeil- 
punkte Parallelen zu den Diagonalen, so ist der Durchschnitts- 
punkt dieser Parallelen der Schwerpunkt des ganzen 
Vierecks. 


Der Beweis ist aus dem Vorigen von selbst ersichtlich. 


Dritte Construction. 


Durch O, und ©, (Taf. V. Fig. 9.) ziehe man Parallelen. zu 
den Diagonalen AC und BD, welche sich in O, schneiden, so 
haben wir das Parallelogramm OO, 0;0,. Man ziehe in diesem 
Parallelogramm die Diagonale OO,, theile sie in drei gleiche 
Theile, so ist der Theilpunkt, welcher dem Punkte 0, 
am nächsten liegt, der Schwerpunkt des Vierecks. 
Beweis ebenfalls klar. Es verhält sich ja 0c:00,= 0S:00, 
—= 2:3, d.h. 8 liegt auf dem zweiten Theilpunkte der Linie OO;. 


Vierte Construction. 


Man sieht leicht ein, dass der Schwerpunkt des gan- 
zen Vierecks mit dem Schwerpunkte des Dreiecks 
0,030; (Taf. V.Fig.10.) zusammenfällt. Dies lässt sich auch 
analytisch leicht nachweisen. 


Seien die Coordinaten von 
A B 2.20: © . 
zy z'y' a"y" auy“ Ä Y4 


so sind die Coordinaten 
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von O,: 4z'+x") und 4y'’+y"); 
» O2: 2+2") „ 3y+% 


und 


von O5: Za+z2'+2"+2")—X und Ky+y'+y"4+y")—F 
Bekanntlich sind nun die Coordinaten des SEUNSEROREE eines 
Dreiecks, dessen Spitzen die Coordinaten z’y’, &”y", x”’y"" haben, 
folgende: 
42’ +2" +2”) und 4(y' +y"+y"). 


Es sind also die Coordinaten des Schwerpunktes unseres Drei- 
ecks O0, 0,0; folgende: 


Ic +2 +2"+2"—X) und y+y +y"+y"— N), 


welches nach der vorhergehenden Abhandlung auch zugleich die 
Coordinaten des Schwerpunktes des Vierecks sind. 


XXXILI 


Lösung einer Aufgabe der Varistions - Rechnung. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k.k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


Man soll jene Linie von gegebener Länge bestimmen, welche 
durch A und 2 (Taf.V.Fig.4.) geht, und woselbst die Fläche, 
- welche begrenzt ist durch diese Linie, durch die beiden Ordina- 
ten der Punkte A und B und durch die Abscissenaxe, ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 


Es ist also, wenn man die Fläche ABab mit F, die Länge 
AB mit s und die Abscissen der beiden Punkte A und B mit 
X, und x, bezeichnet: 


SEN Tee Se RR ER NE as! Sig: 
ae Ka IE TEN > 
X re NZ SER 
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rss ton 


x 
ae Ar an : Vi+y?de, 
B71 
und nun soll y so als Function von x bestimmt werden, auf 
dass F ein Maximum oder Minimum wird, während zugleich s 
constant bleibt. 


Auflösung. Nach den bekannten Regeln der Variations- 
Rechnung hat man jenen Werth von y zu suchen, für welchen 
das Integral 


BIRRLIESUETT, uf (y+ıYlry2)da 


ein Maximum oder Minimum wird, hiebei unter A eine constante 
Zahl verstanden. Wäre 


Ta 
U = Vdz, 
ıı 


woselbst Y eine Function von &, %, y', Y”,.... ist, so hätte man 
y aus folgender De zu ermitteln: 


dV_ dyav dr 
dy = dy' Ha 77° ]---= 


Für den vorliegenden Fall ist: 


[EEE a er, —=y+ANV1 +y%®, 
folglich 
dV 
——_], 
dy 
HESETFERER 
AV EE 
h dy' Vi+y® 
und somit die aufzulösende Differential-Gleichung : 
helle Fi N viR iu 
m A 1+ al=0 


Integrirt man selbe, so erhält man: 
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unter & eine willkürliche Constante verstanden. Hieraus folgt: 
C— u 

N Se 

und integrirt man diese Gleichung abermals, so erhält man: 
BEN as ya—-NR—(@—o)?+ß, 

woselbst ß wieder eine willkürliche Constante vorstellt. Diese 

Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

SAN FREE TEN N (2 — 0)? + (y—P)? = 1, 

und ist bekanntlich die Gleichung des Kreises. 


Die Linie AB muss somit eine Kreislinie sein, «, ß und A 
werden durch die Bedingungen bestimmt, dass die genannte Linie 
durch A und B gehen und eine bestimmte Länge haben soll. 


Es bleibt uns noch übrig, genauer zu ermitteln, ob und unter 
welchen Umständen diese Lösung wirklich zu einem. Maximum 
oder Minimum führt. Setzen wir demnach in (l) und (2) statt y 


f) 
+6y; ferner statt y’ u d.h. gehen wir von der Linie 
yr0y YRiks, 


AB zu einer anderen Linie über, welche äusserst wenig von der 
AB verschieden ist, dieselbe Länge hat und auch durch die Punkte 
A und B geht, so muss, wenn man das Resultat der Substitution 
in (l) und (2) mit F+OF und s+6ös bezeichnet, 


u Tg a: f döy 
F+öF= (y+dy)dae, s+ds= 1+[y +7, dx 
%ı 2 


sein. Die erste dieser Gleichungen geht über in: 


ee 2 r= "dyde; 
071 
entwickelt man sodann die zweite Gleichung in eine Reihe, so 
erhält man, wenn man der Kürze halber Sr mit dy’ bezeichnet, 
| N ı y'’öy'dz 2 (dy')2dz 
st+os= Yı Bart |" 24 Hf a gan ein 
T, Hr %ı Vi4y” nr 7, (4+y'2)V 14+y"2 


Da nun Ay NiI+y?dx ist und ös vermöge der Voraus- 


setzung Kleich Null sein soll, so folgt aus der letzten Gleichung: 


» 


ee ae Se ni 2 > a7 a 
Br SR De Wr Av vll ZZ 
ne nr 

SEES 
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r y'öy' da y 2 (dy')?dz 
vi+y® d+y2VY1+y' 


Man hat demnach, wenn man diese Gleichung mit A multiplicirt 
und zu (11) addirt: 


12) 0= 
Tı 


(13) 
aa . = (dy'de 
öF -[* [y +7 ze LE YAN 14 y'2 A4yaYıyyat Ei 


Das erste dieser Integrale ist, wie leicht zu sehen, gleich Null. 


Denn es ist vermöge der Gleichung (7): =r-—oe, folg- 


Ay 
Vl4y® 


lich ist der erste Theil von öF von folgender Gestalt: 


Tı ld 
f [dy + (2 — ©) Te ld«. 


7 
Behandelt man den zweiten Theil dieses Ausdruckes mittelst”der 
Methode des theilweisen Integrirens, so hat man: 


Hr: (00) Dr az=[e—e)öy]” -/ ;: öyda. 
2 = 


Tı 
Nun ist (@—e)dy Null, sowohl für <=x,, als auch für = z,, 
weil A und DB auch Punkte der geänderten Linie sind, somit 
verschwindet dy sowohl für <=2,, als auch für z=x,, folglich 


hat man: 
eh __Wyede _, 
2 d+y9YT+y? 


Nun folgt aus (10): 


ı u 
are 1 
folglich ist: FIT (y—B)? My dc + .... 


Dieser Ausdruck bleibt stets positiv, wenn y—Pß innerhalb der 
Integrations- Grenzen stets positiv bleibt, und bleibt stets negativ, _ 
wenn y— ß innerhalb der Integrations- Grenzen stets negativ bleibt. 

Sucht man diess geometrisch zu deuten, so findet man, dass, 
soll ein Maximum sein, der Mittelpunkt des Kreises tiefer als alle 
Punkte des Kreisbogens AB liegen müsse, und soll ein Minimum 
sein, so muss der Mittelpunkt des Kreises höher liegen als alle 
Punkte des Kreisbogens AB. 

Es ist ersichtlich, dass ein Maximum oder Minimum auch 
dann sein kann, wenn einer oder beide Punkte A, B mit dem 
Mittelpunkte gleiche Höhe haben. 


m u un 
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XXXHIIE. 


Anwendung der Sekanten zur Auffindung der Sinus, 
Tangenten und Bogen kleiner Winke! aus Tafeln von 
fünf Stellen. 


Von 


Herrn Grafen L. v. Pfeil 
auf Hausdorf bei Neurode in Schlesien. 


&. 1. 


Betrachtet man die trigonometrischen Logarithmen einer fünf- 
stelligen Tafel (z. B. de la Lande’s Tafeln, herausgegeben 
von Köhler, Leipzig bei Karl Tauchnitz), wie diese Loga- 
rithmen von Minute zu Minute verzeichnet sind, so findet man, 
dass bei kleinen Winkeln die Differenzen sehr gross werden und 
ein Auffinden der Logarithmen für Bruchtheile der Minuten aus 
diesen Differenzen ungenau machen. So würde z. B. bei einem 
halben Grade aus den Tafeln gefunden werden: 


log sin 30’ = 7,94084 
Diff. für 30" = 712 
ä log sin 30’ 30” = 7,94796 


während richtiger log sin 30’ 30” = 7,94802 ist. 


Je kleiner der Winkel, um so grösser würde der erhaltene 
Fehler sein. Erst bei 1044’ beträgt der Fehler, welcher durch 
Anwendung der Minutendifferenz entsteht, Weniger als eine halbe 
Einheit der fünften Ziffer, denn es ist: 


logtang 1945’ = 8,4850505 
logtang1044’ = 8,4808920 
Dift.—= - 41585 
Halbe Diff. = 20792,5 
logtang 1044’ + halbe Diff. = 8,4829712,5 
loetang 1044’ 30” = 8,4829762 
Fehler 49,5 *) 


*) Genauer”49,6. 
Theil XLII. 21 
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Ist die Zahl der Sekunden nahe an der vollen Minute, so wird 
der durch Anwendung der Differenzen zu begehende Fehler klei- 
ner. So fällt dieser Fehler für 10” und 50” schon bei 10920’ unter 
eine halbe Einheit der fünften Ziffer. 


$. 2. 


Bei sehr kleinen Winkeln sind die Sinus, Tangenten und 
Bogen einander gleich. Bei grösseren Winkeln liegen die Bogen 
zwischen den Sinus und Tangenten, und zwar findet bei Win- 
keln, welche wenige Grade nichtübersteigen, folgendes Gesetz statt: 


Die logarithmische Differenz des Bogens und 
Sinus ist halb so gross als die logarithmische 
Differenz der Tangente und des Bogens, und 
ein Drittheil so gross, als die logarithmische 
Differenz der Tangente und des Sinus; welche 
Letztere gleich ist der logarithmischen deca- 
dischen Ergänzung des Cosinus, also gleich dem 
Logarithmus der Sekanite. 


In Formeln ausgedrückt lautet das Gesetz: a 


logarcex—logsinz = 3. (logtang x — logarc x) 


1 
DR 
1 
3° 


(logtangx — logsinz) 
, —logeosz 

B 3 

_ logsecz , 


— 3 Ja 


*) Diese wichtigen Formeln finden sich wahrscheinlich zuerst in 
Maskelynes Einleitung zu Taylor’slogarithmischen Tafeln, n 
des letzteren Treasury ofthe Mathematics, und werden daher die 
Maskelyn’schen Regeln genamnt. (J.H.T. Müller in seinem Hand- 
buch der Trigonometrie, Halle 1852, S. 170. des Anhangs.) Vergl. 
auch dessen vierstellige Logarithmen S.XT.u.f., wo diese For- 
meln, unter dem Namen der Maskelyn’schen Regelnan geführt werden. 

Jene Bezeichnung ist auch in Frankreich bekannt. In den Nouvel- 
les Annales de Mathematiques Bd. 17. S. 19. des Anhangs (Bul- 
letin de bibliographie etc.) heisst es bei Gelegenheit einer Recen- 
sion der sechsstelligen Tafeln von Bremiker: _ 

.... Pour les arcs plus grands (grösser als 5 Minuten) jusqu’a un 
degr& environ, on corrige ‘cette valeur (den Logarithmus des Bogens, 
ausgedrückt in Theilen des Radius) au moyen de la formule de Maske- 
lyne: 


ne Se TEE Eu 


5 A 


3 
‘ En LT 
sine—=IV cost, tagt — — : 
NV cos®?z 
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Es lässt sich mit Hülfe dieses Gesetzes, sobald der Winkel 
eine gewisse Grösse nicht übersteigt, der Logarithmus des Bogens 
jederzeit aus dem Logarithmus des Sinus oder der Tangente, und 
aus dem Logarithmus des Cosinus finden, indem man dessen 
decadische Ergänzung nimmt und ein Drittbeil davon zum Loga- 
rithmus des Sinus addirt, oder aber zwei Drittheile davon vom 
Logarithmus der Tangente abzieht. So ist: 


logsin206’ = 8,5639994 
—108°08 _ 0,0000973,6 
logarc206’ —= 8,5640967. 
Desgleichen : 
logtang 206’ = 8,5642912 
un = 1452 
logarc 206’ = 8,5640967. 
Ebenso direct gefunden: 


logarce1” = 4,6855749 


1087560” — 3,8785218 
logarc 206’ — 8,5640067. 


—2. 


In demselben Journal T. 15. auf S. 108. werden die Logarithmic 


tables to seven places of decimes by Robert Shortrede. 


2 


Edinburg 1849. besprochen, und zwar heisst es unter Andern: 

Pour le premier degre, ou les differences varient sensiblement d’une 
seconde ä la suivante, l’auteur se sert d’un coefficient pour corriger les 
secondes: differences, ou bien encore de ces deux formules de Maske- 
lyne: ' 

logsinz = log sin 1’ +logz”—!logseez, 
logtangz = logtang 1” + log” + 2logsecz, 
T etant un tr&s petit are. 

In den deutschen Tafeln, in denen die Formeln vorkommen, z.B. 
in den Tafeln von Stampfer, vierte Aufl., 1852, so wie in den Au- 
gustschen,. werden sie ohne Namen angegeben. 

Ich verdanke die vorstehenden Notizen der Güte des Herrn Profes- 
sor Dr. Gent in Liegnitz. Bemerkt sei bei dieser Gelegenheit, dass 
die Benutzung der gedachten Formeln für mehrstellige Logarithmen 
wohl weniger von Bedeutung ist, als für fünf- und vierstellige. Auch 
scheint die von mir vorgeschlagene Art der Anwendung etwas abwei- 
chend, da ich die Elemente logsin1” (=logtang 1”) und logz” gar 
nicht benntze, wie dieses aus der folgenden Darstellung hervorgehen wird. 

Die Maskelyn’schen Regeln reichen übrigens um sehr vieles 
weiter als in den obigen Citaten angenommen wird. (Vergl. $. 6.) 


21* 
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$. 3. 
Die Richtigkeit des vorstehenden Gesetzes erhellt aus fol- 
senden Gründen. 


Setzt man (m. s. nachstehende Figur): 


in einem Kreise den Halbmesser AC= a, die Abseisse CM=», 


die Ordinate BM=y, den Winkel ACB=x und den Bogen 


„ AB=:, so erhält man aus der Gleichung für den Kreis y= N a2 v2, 
wenn man dieselbe differenzirt: 

oy = — vov (a? — v2)-4 
und 

dy2 = 0200? (a? — y?)-1. 


Substituirt man den Werth für dy? in die allgemeine Gleichung 


für die Rectification krummer Linien mit senkrechten Ordinaten: 


0y? , 
02 Fe ov(l + 5,2)°> 
so erhält man: 
oz = adv (a? — v2)-}, 
und wenn man den Werth (a?—v?2)-3 in einer Reihe entwickelt 
und den Ausdruck integrirt, so ergiebt sich: 


a1 a 1.305 1.3.507 
-vrtogatgagatddoret“ 


Diese Entwickelung findet sich in den bezüglichen Lehrbüchern. 


Setzt man in der vorstehenden Reihe den Halbmesser a=]1 und. 


BE 


v=CM=BE=Z1: BC= sinz.a=sinz, endlich z=arex, so ist: 


A ee: 
N 
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mar sin®z | 3sindz 3.5 sin?z 
2.3 LE DET, 
Hieraus folgt: 


arcz sin?z . 3sin®z _ 3.5sindx 


Saint. 193 1975 L. 2.4.6.7 


Es sei der Winkel x so klein, dass neben der zweiten Potenz 
von sinz mit ihrem Üoeffizienten die vierte und die folgenden 
Potenzen mit ihren Coeffizienten für die Rechnung keine Bedeu- 
tung mehr haben. Alsdann wird: 


ärez _ sin?x 
sinz 2.3 
und 
arcz ee 3sin®z , sindz sin? 
(2) = 137 Kı FRLIEE BO A a TE 


weil die folgenden Glieder verschwinden. 
Ebenso wird der Werth 


U I LE 
sinz cost N] _sin?:z 
Be 1 u i 
= sin? sintz Seinbg _ ]_ ende’ 
SITE ER NEE en) 
weil die übrigen Glieder der Reihe verschwinden, und auch 
tangz ex 1 Er sin®z  sin®r _ sin®x Kr sin ?x 
sinz m sin?2z VERS et 
og 


aus demselben Grunde. 


Da nun 
arer\’ sin? tanex sin ?x 
( : ) ==] +57 und auch Een nn 
sinz 2 sinr 2 


ist, so folgt auch: 


arcz tangzx 1 
= — I = — zgsect 
sin x sin® cost 


und endlich: 


3.(logarex — logsinz) = logtang x — logsin x 
= —logeosz =logsecz, 


DK Et 
a 
MR { 
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“ 


woraus wieder folgt: 


I 


1(logtang z—Jlogsinz) 
3.—logcos 


logarcex — logsin « 


3logsecz 
3 (logtangz —logarcz), 


(| 


oder anch: 


logtang — logarcx = ?(logtangx — logsin 2). 


Folgende Herleitung hat Herr Professor Dr. Galle in Breslau 
die Güte gehabt, mir mitzutheilen. Es sind von mir nur die Bezeich- 
nungen mit der vorstehenden Darstellung übereinstimmend gemacht. 


In den grösseren Handbüchern der Trigonometrie oder der 
niederen Analysis finden sich für die trigonometrischen Functio- 
nen folgende Reihen: 


sinz =arcexz — Farcedr + SH arc9r + ...., 
cosz =1-— 4arc?r + JH arctr — 


...., 


tangx = arcx + 3arce?r + FZarcedc +. 


Sind hier die Bogen arcz (in Theilen des Radius ausgedrückt) 
klein, so kann man die höheren Potenzen von arc* ab vernach- 
lässigen, und hat daher: 

arcr —sinz = }aredr, 
tangx —arex = Fare?r, 
tangx —sinz = are®z, 
und somit das Verhältniss wie 1:2:3. 


Ferner folgt, wenn man von diesen Gleichungen die ersteren 
beiden mit arcz dividirt: 


sinz tane x 
ge —!arc?r und ii. l=1tarc?r 
arcz arcz 
oder 
sinz tangz 


—1-—!are?r und A —] +4arc?2r. 


arcz 
Bei Vernachlässigung der vierten Potenzen von arcz wird aber: 
1— !arc?x = (l— 3arc?r)3 = costz, 
1 +4arc?r = (l— Farce?) = cos%z, 
und somit: 
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siınz tane x 
=costr und mE 
arcz arcz 


= cos-32; 


oder endlich: 
sine = arezcostx = arersec-tr, 


tangx = arexcos-3r = arexsechkt, 


und logarıthmisch: 
logsinz = logarcex —zlogsecrz, 
logtang x = logarex + 3logsecz, 
oder aber: 
logarex — logsinz = $logsec «, 
logtang.x — logarcx = Zlogsec.«, 
logtangx — logsin x = 3logsecz, 


mithin das logarithmische Verhältniss ebenfalls wie 1:2:93. 


Die Logarithmen der trigoenometrischen Functionen lassen 
sich durch folgende unendliche Reihen ausdrücken: 


loesinz = logsare x — — are? — —— arett — .... 
5 #05 6 150 
M $ M 
loecosz = — „arc?z — zarcetr —...., 
O 3 12 


M M 
logtangz = logarex + 7 arctr + are Ir-E3. 


wo M den Modul des betreffenden logarithmischen Systems be- 
zeichnet. Man hat also hierbei, unter Vernachlässigung von arc®z: 


logarex — logsinz = 5 arc?x; 
logtangx — logarex = 3 arc?r, 4 
Miu 
logtangz — loegsnz = 5 archz, 


und somit für kleine Winkel wieder das Verhältniss wie 1:2:3. 


+ 


g.4. 


Das in $. 3. entwickelte Gesetz gilt nicht nur für die dort vor- 
ausgesetzte Grösse des Winkels, sondern es reicht noch etwas 
weiter, so weit nehmlich, als der Unterschied der dritten Glieder 
der bezüglichen Reihen für die Rechnung keine Bedeutung hat. 
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Es würde indess zwecklos sein, dieses auf theoretischem Wege 
zu untersuchen. 


Um jedoch die Grenze zu ermitteln, in denen das Gesetz 
Geltung hat, vergleiche man eine trigonometrische Tafel zu sie- 
ben Stellen, bezüglich zu zehn Stellen. 


Man findet daraus, dass die Anwendung des in $. 3. entwickel- 
ten Gesetzes bei einem Winkel, welcher kleiner ist als 1040, einen 
Fehler im Logarithmus von weniger als einer Einheit der fünften 
Decimalstelle giebt. Je kleiner der Winkel ist, um so kleiner 
wird der Fehler. - Unter 81° wird der Fehler schon kleiner als 
eine halbe Einheit der fünften Stelle. Unter 530 wird derselbe 
kleiner als eine Einheit der sechsten, unter 430 kleiner als eine 
halbe Einheit der sechsten Stelle; unter 310 wird der Fehler 
kleiner als eine Einheit der siebenten, unter 230 kleiner als eine 
halbe Einheit der siebenten Stelle. Gegen 30’ verschwindet der 
Fehler schon in der zehnten Stelle. In. Beziehung auf vierstel- 
lige Tafeln sei noch bemerkt, dass unter 180 der Fehler weniger 
beträgt als eine Einheit der vierten, und unter 1520 weniger als 
eine halbe Einheit der vierten Stelle. 


Die folgende Tabelle giebt die genauere Zusammenstellung. 


| logsecz 
Es ist logsinz + = 37 grösser als logare«. 


Bei einem } Einheiten der Bei einem #Einheiten der 
Winkel fünften Stelle Winkel fünften Stelle 


Ynsuasch BO 


2 | 44 | 10 00,0050 8 | 50| 9 00,5500 
3lı5| 0 00,0100 9l 1] 46 00,6000 
N SE as RE 91 12 | 40 00,6500 
4|'51 | 31 00,0500 9122| 58 00,7000 
5| 46 | 34 00,1000 9132| 43 00,7500 
6| 23 | 28 00,1500 9141| 59 00,8000 
6|52| o 00,2000 9 | 50 | 50 00,8500 
7| 15| 351  00,2500 9/59 | 184 00,9000 | 
7| 35| 49 00,3000 10| 713 00,9500 
7\53| 41 00,3500 1015| 12 01,0000 
8| 9| 43 00,4000 10 | 22 | 43 01,0500 
8| 24 | ı8 00,4500 21 Se Be Pe 
8137| 43 00,5000 15.1 1713 05,0000 
8 | 50 | 2 00,5500 ı8s| 7 | 59 10,0000 


a et Pe Bern MS N ante s 
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Weil sich die Ziffer für logsin«+ ET ppgarcz sehr lang- 


sam ändert, so musste die Rechnung mit zehn Decimalstellen 
geführt werden. Ich gebe als Probe: 


log sin 10° 15’ 12” = 9,2504219403 
” 3logsec = 0,0023305 031 
logsin +4logsec = 9,2527524 434 
log arc 36912” — 9,252 7424440 
Diff. = 0,000 0099994 

logsin 10015’ 13” = 9,2504335 800 
3logsec = 0,0023306 301 

logsin +$logsec = 9,2527642 101 
logarc 36913" = 9,2527542092 
Diff. = 0,0000100009. 


8. 5. 


Das mehrerwähnte Gesetz lässt sich anwenden, um inner- 
halb gewisser Grenzen die Logarithmen der Sinus oder Tangenten 
in Logarithmen der Bogen zu verwandeln, und umgekehrt diese 
in jene; insbesondere aber um durch eine solche Verwandlung 
die Logarithmen der Sinus und Tangenten kleiner Winkel und 
diese Winkel selbst zu finden, indem man den Bogen des mit 
zehn oder mit einer ganzen Potenz von zehn multiplieirten Win- 
kels sucht und den Logarithmus in der Kennziffer entsprechend 
ändert. 


Wäre z. B. gesucht logarc1’4”",3=logsin =logtang, so kann 


man setzen: 

sinn I) 
logsin 1048' = 8,4970784 
—logcos _logsec 

E 3 PN 

| 1080,01 =—2 

logarc1’48” —= 6,4971499 

= logn —4. 


— 715 


Wäre ein andermal gegeben logsinz = 4,6855749, so könnte 
‚der zugehörige Winkel auf folgende Weise gefunden werden: 


&- Pr re. +, a PA > Be- P\ 
eu 
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logarc 100002 = logarc x +4 — 8,6855749. 
Es fällt dieser Logarithmus zwischen = 


logsin2046'40" und logtang 2046’ 40”. 


Also 
> = 90 AR ANT 
log eos 2046’ 40 fe logsec =. 21709 
ß) B) 
also log sin 100002 = 8,6854047 
0.46’ 40” 
oder bequemer De — +3494 


logtang 10000 = 8,6859153. 


Aus logsin10000x und logtang10000x findet man überein- 
stimmend 10000z = 2046’ 40” = 10000” und also = 1”,0. 


$. 6. 


Um für fünfstellige Tafeln die Rechnung zu erleichtern 
und auch genauer zu machen, ist die beifolgende Tabelle, Tafel 1. 
berechnet. Dieselbe giebt von 000’ bis 10° in der mit ne über- 
schriebenen Spalte, in Einheiten der fünften und sechsten Deci- 
malstelle, die Drittheile der logarithmischen decadischen Ergän- 
zung der Cosinus oder, was dasselbe ist, die Drittheile der 
Logarithmen der Sekanten *). } 


Bis zu 4051’30” stimmt für die Rechnung dieses Drittheil mit 
der logarithmischen Differenz des Bogens und Sinus überein, 


. . . [} . sec . 
nehmlich so weit ist die Ziffer 7 von logarex — logsinz um 


weniger verschieden, als eine halbe Einheit der sechsten Deci- 
malstelle. Ueber 4051’30” hinaus kann jene Differenz für die 
Rechnung in Betracht kommen, und man muss unter Umständen 
in der sechsten Stelle eine Correctur vornehmen, wenn man den 
Logarithnus eines Bogens durch Anwendung der Tabelle für 
= bis in die fünfte Ziffer richtig erhalten will. Es ist für 
diese Correctur Tafel Il. berechnet, deren Anwendung später 
gezeigt werden soll. 


*) Die letztere Bezeichnung, welche fortan vorzugsweise gebraucht 
werden soll, scheint passender, als die negative Bezeichnung einer po- 
sitiven Grösse. 


De Wa a 
ie Bi 


der Sinus, Tangenten und Bogen kleiner Winkel. 315 


ne Tafel IL, 
angewendet werden, um den Logarithmus des Sinus‘ 
oder der Tangente in den Logarithmus des Bogens, 
oder umgekehrt, durch Addition oder Subtraction, 
meist einer einzigen Ziffer, zu verwandeln; und so bie- 
tet die Tabelle zugleich ein bequemes Mittel dar, um 
die Logarithmen der Sinus und Tangenten kleiner Win- 
kel und diese Winkel selbst mit einer Genauigkeit zu 
bestimmen, welche fünfstelligen Tafeln entspricht. 


Es kann hiernach die Tabelle für 


Wäre in den Logarithmentafeln neben den Winkeln eine be- 


logs 
sondere Spalte für B— abgedruckt, so würde man das Resul- 


tat der Rechnung meistens durch ein einziges Nachschlagen finden. - 


8.7. 


Ist der Logarithmus des Sinus oder der Tangente gegeben 
und der des Bogens gesucht, so geht man in der bezüglichen 
Spalte fort, bis man darin den J,ogarithmus selbst findet oder bis 
der gegebene Logarithmus zwischen zwei auf einander folgende trifft. 


An dieser Stelle addirt man, wenn der Logarithmus des Sinus 

sec 

3 3 

oder aber, wenn der Tangentenlogarithmus gegeben war, so sub- 
sec 


trahirt man die doppelte Ziffer von 


Die Minuten bedürfen bei dieser Rechnung keiner wesent- 


gegeben war, zu diesem die entsprechende Ziffer der Spalte 


. .. . . ® ® [2 SEC . 
lichen Berücksichtigung, weil die Ziffee —- sich nur langsam 


3 


ändert. 


Wäre, wie bereits erwähnt wurde, bis 10° in den Tafeln eine 
Spalte für : beigedruckt, so würde man _ unmittelbar neben 
sin und tang finden. Da dieses jedoch zur Zeit nicht der Fall 
ist, so muss man den Winkel selbst in Betracht ziehen und jene 
Ziffer aus einer besonderen Tabelle, Tafel I., entnehmen. 


Beispiel 1). Gegeben logsin x = 8,21831, gesucht logarcz. 
Man findet bei logsin —=8,21831 ohngefähr 57’, dabei in Tafel 1. 


für > die Ziffer 2,0. Man setze also: 
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logsinz = 8,21831 


sec 
See 


logarcx = 8,21839. 
Beispiel 2). Ebendaselbst gegeben: 


logtang x = 8,21837 


set 1 
—2. an — 4,0 | 
logarcz = 8,21833. | 


sec i 5 : 2 
ist = gleich oder kleiner als 0,5, so ist der Bogen gleich 
dem Sinus zu setzen, so in 


Beispiel 3). Gegeben logsinz = 7,87309. Man findet bei 


26' die Ziffer = =04, also setze man: 


logsin z = 7,87309 


Sec 


Ertoer 0,4 | 
logarc.c = 7,87309. I 
Dagegen y 
Beispiel 4). logtangx = 7,87310 | 
a 
—2. a 0,8 


logarcex = 7,87309 
wie in Beispiel 5). 


& 8. 


Soll zu dem gegebenen Logarithmus des Bogens der Loga- 
rithmus des Sinus oder der Tangente gefunden werden, so geht 
man mit dem Bogenlogarithmus in der Sinusspalte fort, bis 
derselbe einen Sinuslogarithmus übertrifft. 


Will man nun logsinz finden, so zieht man von dem Bogen- 
logarithmus den ohngefähren Werth, den = an dieser Stelle 


hat, in Gedanken ab, und prüft, ob die Differenz mit einem der 
Sinuslogarithmen übereinkommt oder zwischen zwei auf einander 
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folgende fällt. An dieser so berichtigten Stelle wählt man 


Fr und zieht dessen Ziffer von dem Bogenlogarithmus ab *). 

Beispiel 5). Gegeben logarcz = 8,83108, gesucht log sin x. 
Man findet, dass logarcx zwischen logsin3053’ und logsin 3054’ 
liegt. An dieser Stelle ist = ohngefähr 33. Zieht man 933,4 
von logarcx ab, so erhält man logsin. x = 8,83075. 


Will man logtangx finden, so gehe man zunächst mit logarc = 
ebenfalls in der Sinusspalte fort, bis logarex zwischen zwei 
auf einander folgende Sinuslogarithmen fällt. An dieser Stelle 
addire man zu logarex den ohngefähren doppelten Werth von 


» 


set ® [ . . 
231 und sehe zu, ob die Summe auf einen oder zwischen zwei 


auf einander folgende Tangentenlogarithmen trifft. Das Zusam- 
mentrefien wird entweder gegenüber, oder eine bis drei Minuten 
zurück sein **). An der so gefundenen richtigen Stelle wähle man 


> und addire 2. zu logarc. 


Beispiel 6). Gegeben logarcex=8,65219, gesucht logtang «. 
Man findet, dass logarcx EN, logsin 2034’ und logsin 2035’ 
liegt. An dieser Stelle ist > — 14,6, also ke etwa —29. Fügt 
man in Gedanken 30 zu logarez, so fällt die Summe zwischen 
logtang2034’ und logtang2°35’. Man setze: 


logarc x = 8,65219 
Sec, 


2. 7; = + 29,2 


logtang x = 8,65248. 


») Es sei bemerkt, dass, je nach der Grösse des Winkels, der Bo- 
genlogarithmus den Sinuslogarithmus um weniger als eine Minutendif- 
ferenz bis zu drei M.D. überschreiten kann. Es ist nehmlich: 


unter 6052’ der Werth z <M.D., 


u 8139, RS — <2 M.D,, 


ER 0 <a MD, 
wie man leicht einsieht, wenn man die Werthe nach den Logarithmen- 
tafeln vergleicht. 
”) Vergl. die letzte Shnierkäne: 
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% 9. 


Das angezeigte Verfahren genügt nicht in allen Fällen, wo 
es auf eine vorzügliche Genauigkeit der fünften Decimalstelle an- 
kommt. Denn wie in $. 6. bereits gezeigt wurde, werden zwischen 
5° und 10° die Logarithmen der Bogen in der sechsten Stelle 


durch Anwendung von logsin + ein wenig zu gross gefunden *). 


Es muss darum in solchen Fällen der gefundene Logarithmus 
entsprechend aus Tafel Il. corrigirt werden. 


Beispiel 7). Gegeben logsinz = 9,23607, gesucht logarex. 
Es ist bei 9055’: 
logsin = 9,23607 


seC 


>= 217,9 
Aus Tafel II. Corr. = —0,9 
logarex = 9,23824. 


Es macht hierbei keinen Unterschied, ob logsinz oder logtangz 
gegeben war, so 


Beispiel 8). Gegeben: 
logtang x = 9,24261 


sec 
2. 7 = — 435,8 
Corr. = —0,9 


logarcx = 9,23824 


ebenso, wie in Beispiel 7). 


Die Vernachlässigung der Correctur würde den Logarithmus 
des Bogens um eine Einheit der fünften Ziffer zu gross gegeben 
haben. 


Wird aus dem Logarithmus des Bogens der des Sinus oder 
. ” [2 
der Tangente gefunden, so muss die Correctur addirt werden. >» 


Beispiel 9). Gegeben logare = 9,15481, gesucht logtang«. 


*) Die Bezeichnung 5° anstatt 4951’30”, wie $.6. angiebt, ist zu- 
lässig, weil die Correetur sich so langsam ändert, dass sie bei 4051’30” 
und bei 5° fast gleich ist. Sie beträgt nehmlich bei 4051’30” genau 


00,04999, bei 5° aber 00,05611 der fünften Decimale. 
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Es liegt 9,15481 zwischen logsin8°12’ und logsin8013’. Hier ist 
sec 


> ohngefähr gleich 150. Es liegt 9,15481+300 nahe bei 811’. 


Man setze also: 
logarex = 9,1548] 


sec # S 
2 7 = 296,4 
Corr. = +0,4 


logtangz = 9,15778. 


Der richtigere Logarithmus ist logtang8°11’ = 9,15777,48. Der 
Fehler beträgt also drei Einheiten der siebenten Stelle. 


Da Tafel II. die Correctur bis 10022’43” angiebt, so wird es 
dadurch möglich, den Bogenlogarithmus etwas weiter zu bestim- 
men als Tafel I. reicht. 


Beispiel 10). Gegeben (bei 10020’): 
logsin = 9,25376 


— log cos = 710; en — 336,7 
Corr. = — 1,0 
logarc 10°20’ = 9,25612. 


$. 10. 


Soll zu einem gegebenen Winkel der Logarithmus des Bogens 
gefunden werden, so verfährt man auf folgende Art. 


Fällt der Winkel nicht schon von selbst zwischen 1° und 10°, 
so multiplieirt (oder dividirt) man ihn so oft mit 10, bis er zwi- 
schen 1° und 10° fällt. 


Man sucht zu dem so vervielfachten Winkel den Logarith- 
mus des Sinus und addirt die entsprechende Ziffer = Die 
Summe giebt den Logarithmus des Bogens, den man in der Kenn- 
ziffer entsprechend verändert. x 

Br. 5 4055 

Beispiel Ill). Gesucht logarc27' 30” = logare Tg Man 

setze: 
logsin 4035’ — 8,90260 
sec 


a 46,4 


logarc 27’ 30” — 7,90306. 


Ta ee 
> PH, " pt De ar ae ar .‘ P 
i u > DE 


320  v. Pfeil: Anwendung der Sekanten zur Auffindung , 


g. 11. 


Soll zu einem gegebenen Bogenlogarithmus der dazu gehö- 
rige Winkel gesucht werden, so verändert man den Logarithmus 
in der Kennziffer, bis er zwischen 8,24 und 9,24 fällt *), wenn er 


nehmlich nieht schon vorher zwischen diese Grenzen fiel. Man 


erhält dadurch den Logarithmus des mit irgend einer ganzen Po- 
tenz von 10 multiplicirten (oder dividirten) Bogens. Aus diesem 
Bogenlogarithmus findet man, wie $. 8. gezeigt wurde, den Loga- 
rithmus der Tangente (um die Subtraction zu vermeiden). Den 
erhaltenen Winkel dividirt (bezüglich multiplieirt) man entspre- 
chend durch 10. 


Beispiel 12). Gegeben logare = 5,80615, gesucht x Es 
ist 8,80615 > logsin3040'. Bei 3040’ ist = —=29,6 und 2. = 
etwa 60. Fügt man 60 dem obigen Logarithmus hinzu, so er- 
kennt man sogleich, dass die entsprechende Tangente den Sinus 


gegenüber liegt. Man setze also: 


logarc 1000 = 8,80615 
sec 


2.7 = 59,2 
logtang 1000z = 8,80674 
30 40' 


ng? 
—logtang3P40’ und = 000 1325 


Beispiel 13). -Gegeben logarc =7,86247, gesucht x. Man 
setze: 


log arc 10.2 = 8,86247 


(zwischen 4010 und 4011’) 2.2 = 769 


log tang 10x = 8,86324 = log tang „ 10' 28”, 


re en 
also = pn =» 27,8. 


g. 32. 


Es wurde bereits in $.1. bemerkt, dass die Anwendung der 
Differenzen für Secunden bei Winkeln, welche kleiner sind als 


; *) Genauer 8,24136 und 9,23967, die Logarithmen der Sinus von 1° 
und 10°, 


De u die Wen) nd dam 
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130, Fehler ergeben könne, die eine halbe Einheit der fünften 
Decimalstelle übersteigen. Sind die Tafeln auch innerhalb der 
ersten beiden Grade nur von Minute zu Minute eingetheilt und 
will man diese Fehler vermeiden, so müssen alle Winkel, welche . 
an sich oder in ihrem Product mit 10 innerhalb jener Grenze, 
also zwischen 1° und 1944’ fallen, verdoppelt werden, wodurch 
der Fehler verschwindet. 

BAR 203 

Beispiel 14). Gesucht lsarcH’I= zip: Man setze: 

logsin203' = 8,55354 

sec 


Ha) — 9,3 


108.0,005 = 7,69897 
20g' BERFESIHIT 


a "„"OQ— 69 
logarc 500 > logarc36”,9 = 6,25260. 


Die Rechnung ohne Verdoppelung des Winkels wäre folgende 
gewesen: 
Beispiel 15). 
logsin 101’ — 8,24903 


Dil. 30” — 353,0 
sec 2 
Wi. 
I n 
logare nn — 6,25258, 


Das Resultat hätte sich mithin um zwei Einheiten der fünften 
Ziffer zu klein ergeben. 


Es sei hier bemerkt, dass die Correctur aus Tafel Il. bei Win- 
keln zwischen 5° und 10° Anwendung findet, während eine Ver- 
doppelung der Winkel nur zwischen 1° und 14° nöthig ist, so 
dass die verdoppelten Winkel zwischen 2° und 33° fallen. Es 
trägt vielleicht zur Bequemlichkeit der Rechnung bei, dass beide 
Correcturen in Einer Winkelbestimmung niemals zugleich vorkom- 
men können *). 


*) Die Verdoppelung des Winkels, um die Sekundendifferenz richtig 
zu bestimmen, ist eine kleine Unbequemlichkeit für die Rechnung. Sie 
würde zu vermeiden sein, wenn in deu fünfstelligen Tafeln bis zu 1° 60’ 
_ die Logarithmen von 10” zu 10” angegeben wären. Es beträgt nehm- 
lich schon zwischen 17’30” und 17'40” der Fehler bei einer Sekunden- 
bestimmung aus der logarithmischen Differenz von 10” weniger als eine 


Theil XLI. 22 
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$. 13. 

Die wichtigste Anwendung der Tabelle für = bietet sich dar 
bei Auffindung der Sinus- und Tangentenlogarithmen kleiner Win- 
kel und dieser Winkel selbst. Die Rechnung vollendet sich häufig 
durch Addition einer einzigen Zahl und (wäre eine Spalte für 


logsec s 
- - ‚neben den übrigen Functionen gedruckt) durch einmaliges _ 


Nachschlagen. In einzelnen Fällen sind noch eine, höchstens zwei 
kleine Ziffern als Correetur anzubringen; und selbst diese Cor- 
-rectur würde, gemäss der Anmerkung zu $.12., zu vermeiden sein. 


Wird zu einem kleinen Winkel der Sinus- oder Tangenten- 
logarithmus gesucht, so multiplicirtt man den Winkel nach Befin- 
den mit 10 und verlährt im Uebrigen, wie $. 10. gezeigt wurde, 
indem man vorläufig den Bogenlogarithmus des einfachen Winkels» 
sucht. Ist dieser Winkel kleiner als 10’, so giebt der Bogen- 
logarithmus zugleich den des Sinus und der Tangente, weil diese 
einander gleich sind. 


Beispiel 16). Gesucht logsin 13",243 = logarc = logtang. 


0) ' /2 
Es sind 1373 Man setze: 


halbe Einheit der fünften Decimalstelle des Hogarithnus. Zwischen 
4050’ 
10 

malstelle, zwischen 54’50” und 55’ nur eine halbe Einheit der sechsten 
Stelle. 

Wären mithin die Logarithmen bis zu 1°60’ von 10” zu 10” in der 
Tafel angegeben, so würde nicht nur die Verdoppelung des Winkels in 
allen Fällen wegbleiben können, sondern es wäre sogar zulässig, auch 


—29’ und 29’ 10” beträgt der Fehler nur_0,18 der fünften Deci- 


ec k Ä 
die Tafel für 2 nur bis zu 5° auszudehnen und die Correeturtafel Il. 


ganz wegzulassen, weil deren Anwendung erst über 5° "hinaus Bedeu- 
tung gewinnt. 

Auch das Auffinden der Sinus und Taangenten aus den Bogenloga- 
rithmen, so wie das Auffinden der Winkel aus den Logarithmen über- 
haupt, würde dadurch bequemer, weil die Logarithmen der Sinus, Tan- 
genten und Bogen in diesen Grenzen neben einander liegen. Vergl. $. 8, 
ünd insbesondere die Anmerkung dazu. 

Enthielte eine solche Tafel bis zu 5° noch unmittelbar neben den 
Winkeln eine Nebenspalte mit der Verwandinng. der Winkel in Sekunden, 
so würde dadurch die Multiplication und Division mit 10 wesentlich 
erleichtert und die Bequemlichkeit für das Nachschlagen erhöht. 
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n 


logsin 30 40' — 8,80585 


Dif. 43”= . 1412 
— 2 
ne 29,8 


logsin 13",243 — 8,80756. 
Ist für den einfachen Winkel in der Tabelle ein Werth für 
n- angezeigt, was bei Winkeln über 10' der Fall ist, so wird er 
"entsprechend in Rechnung ‘gebracht. " 


Beispiel 17). Gesucht logsin24’5” und logtang24'5”. Es 


| 400’ 50" 
s Beil. EN 
sind 24'5’ — 0 
log sin 4! — 8,84358 
Di. 50"— 150,8 
bei 40.0’ 50” .... 7 ER 35,6 
bei 4 .... Bin —(3 
log sin 24" 5” = 7,84544 
bei 24° ebenso 2. — — +06 


3 
logtang24’5” — 7,84545. 


Fällt der Winkel, nachdem er mit 10 multiplieirt worden, 
zwischen 1° und 15°, so wird er verdoppelt *). 


Beispiel 18). Gesucht logsin8'6",5= logtang8’6”,3. Es 


091/’3" 20426” 
ist 8.07.93: u. Man setze: 


NS 590; 
lög sin 2042’ — 8,67308 
De." = 86,7 
set 


nr a 16,1 
log. 0,05 = 8,69897 
lögsin8’6”,3 = 7,37248. 
Das Resultat der Rechnung wäre hier, auch ohne Verdop- 
pelung, sich gleich geblieben: 


*) Vergl. Anmerkung zu $. 12. 
22* 
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og sin 1021’ = 8,37217 


Diff. 3” — 26,6 
sec 
n83 = 4,0 


log sin 8'6",3 = 8,37248. 
Fällt der Winkel nach der Multiplication mit 10 zwischen 5° 
und 10°, so wird die Correcetur aus Tafel 11. anzuwenden sein. | 
Beispiel 19). - Gesucht logsm 47’ 13”,8 und: log tang 47’ 13",8. 


or9 Ian 
Es ist 47'13”,8 nr Man setze: 


logsin 7052’ — 9,13630 


Dif. 1”=- 217,6 

bei 7059,3.... = 17 

bei 47"... = —13 

Corr. aus Tafel II. = — (0,3 
log sin 47’ 13”,8 — 8,13793 

bei 47'....2. 2 = +26 


log tang 47’ 13”,8 = 8,13797. 


In der Praxis ist es in der Regel bequemer, anstatt der bei- 


® SeC “ : . ® 
den Ziffern 7 ur ihre Summe oder Differenz aufzuschreiben, 


da n- für den einfachen Winkel immer nur eine sehr kleine Zahl 


ist, welche bei Winkeln unter 10’ sogar ganz verschwindet, wie 
bereits erwähnt wurde. 


$. 14. 


Soll zu einem gegebenen kleinen Sinus- oder Tangentenloga- 
rithmus der Winkel gefunden werden, so betrachtet man densel- 


ben vorläufig als Bogenlogarithmus und verfährt im Uebrigen nach , 


ge. 


Beispiel 20). Gegeben logsin e=5,81268, gesuchtz. Man 
setze: 


ln Ge et a a 


| u SE RET are 
ar UI Dy N: 
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logare 1000: = 8,81268 


sec 


bei 3743! ....2. = 2.305 = 61 
logtang 10002 = 8,81329, 
- 3043’ 20” 
—— ı9N" Te ME ee Te 24 
also 1000 —=95043'20” und 2 = 100 7” 13 ‚4. 


Fällt- der in der Kennziffer vergrösserte oder der ursprüng- 
liche Logarithmus zwischen 8,24 und 8,48, wo also der Winkel 
‘ zwischen 1° und 13° liegt, so addirt man nach log2 = 0,30103 *). 


Beispiel 21). Gegeben logtang= = 17,32804. Man setze: 
logarc 10x = 8,32804 
log2 = 0,30103 


zwischen 2096' und 2097’ .... Sn a 


gr m 
logtang 20x = 8,62933, 
also 202 = 206%" und z—=17'19",0. 
In den beiden Beispielen 20) und 21) fehlte das Element > 


für den einfachen Winkel. Ob dieses Element anzuwenden sei, 
kann man sogleich erkennen, weil die logarıthmischen Tafeln die 
Funetionen von Minute zu Minute enthalten. So in 


26,3 


Beispiel 22). Gegeben logsin 2=7,92910, gesucht x. Man 
setze: 


logarc 10x = 8,92910 **) 


5 =2.52,3405= 105,1 
logtang 10x = 8,93015 ***), 
also 10x — 4052%'0” und x = 29'19”,0. 


Beispiel 23). Gegeben logtangz = 7,92912, gesucht . 
Man setze: 


bei 4052’ und 29 .... 2. 


*) Vergl. Anmerkung zu $. 12. 

*#) Die Bezeichnung logarcZz in Beispiel 22) und 23) ist nicht streng 
correct, weil das Element = fehlt; jene Bezeichnung soll nur die Be- 
handlungsweise von logsinz und logtangz als logarcız bedeuten. 

**°) Der genauere Logarithmus lautet logtang 452’ = 8,9301552, 
der Fehler beträgt also zwei Einheiten der siebenten Decimalstelle. 


Nu « m Fr a Pe « 
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logarc 10x =8,92912 N 
bei 405% und 9.2.9.5 -0= 186 | 
logtang 10x = 8,93016. 

Uebrigens wie in Beispiel 22). Vier 


Fällt der vervielfachte Winkel zwischen 5° und 10°, was man 
während der Rechnung erkennt, so wendet man die Correctur aus 
Tafel II. an, welche addirt wird. 


Beispiel 24). Gegeben log sinz —= 6,07775. Man setze: 
log arc 1000 = 9,07775 
sec 
> = 207,6 
Corr. = +0,2 
Iogstang 1000: = 9,07980, 


zwischen 6051’ und 605% .... 2. 


605110” _, 
also 2 = Ta ‚670. 


$. 15. 


Der Fehler, welcher durch die in dem vorstehenden Aufsatz 
entwickelte Rechnungsweise entstehen kann, ermittelt sich auf 
folgende Art. 


log sec 


Es kann 3 um 0,05 der fünften Stelle fehlerhaft sein. 


Dieser Fehler kann in Einer Winkelbestimmung zweimal vorkom- 
men, einmal beim einfachen und einmal beim vervielfachten Win- 
kel. Ferner kann die Correctur Tafel Il. um 0,05 fehlerhaft sein. 


Bei der Wahl der Ziffer En für den vervielfachten Winkel kann 


ebenfalls um 0,05 gefehlt sein. Fallen alle diese Fehler auf Eine 
Seite, so kann, je nachdem die verschiedenen Elemense vorkom- 
men, der Fehler steigen auf 2.0,05 oder 3.0,05, oder 4.0,05 der 
fünften Ziffer, also auf 0,1 bis 0,2. 


Erwägt man, dass der ursprüngliche Logarithmus in den 
Tafeln um 0,5 der fünften Ziffer unrichtig sein kann, so ist in 
Einer Winkelbestimmung ein Fehler von 0,5 +0,2=0,7 der fünf- 
ten Ziffer des Logarithmus möglich. 


Ein solcher Fehler würde in der Nähe von 10°, wo er die + 
grösste Bedeutung hat, der Differenz von 0,7.35=0",6 entspre- 
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chen, bei kleineren Winkeln einem verhältnissmässig geringeren 
Sekundenbruch. 


log sec 


Die Anwendung der Tabelle für ‚ wie sie Tafel I. dar- 


stellt, gewährt also eine Schärfe der Rechnung, wie sie von fünf- 
stelligen Tafeln erwartet werden kann. 


$. 16. 


Da der Logarithmus der Cotangente gleich der decadischen 
Ergänzung des Tiangentenlogarithmus ist, so lässt sich auch die 
Cotangente sehr kleiner Winkel mit derselben Genauigkeit be- 
stimmen, wie die Tangente. 


Beispiel 25). Gesucht cotg 1’23”,496. Es sind 1’ 23”,496 
8349",6 20 19'9“,6 


men 700° = =7700:°:* Man setze: 
logsin 2019’ = 8,60662 
Diff. 9,6 = 49,8 
set 
7 = 11,8 


logtang 1’ 23,496 = 6,60724 
logcotg = 3,39276 
also cotg1’ 23,496 = 2470,4. 
Zu sieben Stellen findet man: 
logarc 1” = 4,6855749 
log 83,496 —= 1,9216657 
logtang 1’ 23,496 —= 6,6072406. 
Auch der Cosinus sehr kleiner Winkel lässt sich durch eine 
leichte Rechnung bestimmen. Es ist nehmlich cose=W 1-— sin?z, 


Rs - sin? 
und da z& nur sehr klein ist, so ist cose=1— 5) 


Beispiel 26). Es wird gesucht cos24’5“. Nach Beispiel 17) 
ist logsin 24°5° = 7,84544. Man setze: 
2log sin 24°5” = 5,69088 
1080,5 = 9,69897 


ın?2 
lo& (7 *) — 5,38985— 10, 
sin? | 


also Ze En 0 ‚000024539. 
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Es ist also cos245” = 1—0,000024539 — 0,999975461. 

Um die Schärfe der Rechnung zu zeigen, sei zum Vergleich hier: 

00.51” 

Bei®piel 27). Gesucht cos 24'5“,1. Es ist 245", Fa 2 . 


Man setze: 


log sin 400° = 8,84358 ; | 
Dil. 517 = 153,8 | 
30-03 383 ” | 
log sin 24°5°,1 —= 7,84547 4 | 
2logsin = 5,69094 

l080,5 — Ole 69897 


log ( 2), — 5,38991_ 10 


also en — 0,000024542 und cos24°5“,1 = 0,999975458. 


xXXXIV. 


d 
dx? 
_ wo m eine ganze negative Zahl ist. 


Integration der 


me für den Fall, F 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


An aersralntlichem Professor der höheren Mathematik am k.k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


In meinen Studien über Integration linearer Differential-Glei- 
chungen habe ich gefunden, dass in dem Falle, wo m eine ganze 
positive Zahl ist, obige Differential- Gleichung im innigsten Zu- 
sammenhange mit der Differential- Gleichung 


® 
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2" + (A m)y' — uy=0 


nn 


stehe, woselbst um =] ist. 


Dieser Satz, den ich für positive Werthe von m bewiesen 
habe, lässt sich auch für negative Werthe von m beweisen. Setzt 
man nämlich: 

m=—n, 
so erhält man: 


d-Zn d-n Ur 


Zzn{(pn 
ar —y oder Ae-m=%"Y oder endlich at) 


dam —yY» 


und diese Gleichung steht im innigsten Zusammenhange mit der 
Gleichung ; 


zy" + (n+Dy' — uy=0, 


woselbst 
un —] 
ist. So hat man z. B. für n=2 die Gleichung: 
d*(2?y) 
dzs 9: 


oder in entwickelter Form: 

a. Ma + Sry” + 12, Er Yy — 0, 
und diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise: 
22 y +S2y' + 12,4" — y — z(2y” + 3y' — uy)" 

+ 3(2y” + 3y' — uy)' + u(zy” + 3y' — uy) = 0, 
und wird daher erfüllt für jene Werthe von y, welche die Gleichung 
ay" + 3y' — uy — 0 

identifieiren. 


So ist ferner für n=3: 


d°(z?y) _ 
dad 9° 


oder in entwickelter Form: 
23y9 + 1822,65) + 902y"” + 120y” — y = 0. 
Diese Gleichung lässt sich so schreiben: 
Br yo +1822 49 +90xy' + 120y" — y= 2? (ay" + 4y! — uy)““ 


4 10x(2y"+4y’— uy)" +(20+ 42) (zy”+4y'—uy)” +Auley" +4y'—uy)' 
+ u2(2y” +4y' — uy) =, 


= 
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und wird erfüllt für jene Werthe von y, welche die Gleichung 


ay" + 4y' Be uy—=0 


identificiren, u. 8. w. 


KAXXV. 
Integration der Differential- Gleichung 
(a+bx2 + ca?) (b+2cz)y" + Ala+br+cz?)y' + B(b+2ca)y =. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlicheım Professor der höheren Mathematik am k. k. poiy- 
technischen Institute zu Wien. 


Ich setze, um obige Gleichung zu integriren: 
a+bz+c®=m+tE, 
und erhalte, da 
d d 
SEEN 


d? 
= =yr=b+ 2a + 2cH de 


ist, 


(m + 8) ((b- A EL Tat 2c(b +2cx) 54 ir A(m+38) (d +22) % de 
+ B(b +2c2)y=0. 


Dividirt man diese Gleichung durch d5+2cz und sr sie 
sodann, so erhält man: 


-; Pe 7 EN ea 2 u Be 
N Se 
a Fr ur - . ng f i 
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(m + &) (b+ 200) Tat (m + &) (2e + 2% E + By=0, 


und setzt man hierin statt (b+2cx)? seinen Werth dclm+5)+6°— —4ac, 
so hat man: 


y 2 ? 
(m + Ö [dem + 9 +°-Aar] 3 +@e+ A) m+ 952 + By=0. 


welche Gleichung leicht zu integriren ist. 


XXVE 


a 


Integration der Differential- Gleichung 
(b+2cz2)y" + Ala+bx+c2d)y' + B(b-+2c2)(a+b52 + cd) y—L0. 
Von 


Herrn Simon Spitzer, 


ensszronlentlichem Professor der höheren Mathematik am k. k. poly- 
technischen Institute zu Wien. 


Ich setze, um diese Gleichung zu integriren, ebenfalls: 
a+bze+rce®?=m+t5, 


und erhalte sodann: 
& +202)° 3 342066 a de IL Alm+b) (b+2c2) I Fr: 


+ B(b +2ca) (m+8)y=V0. 


Dividirt man diese Gleichung durch 5 + 2cz, setzt zugleich statt 
(b-+2cx)? seinen Werth de(m+$) +b?— 4ac, und ordnet schliess- 
lich, so erhält man die Gleichung: 


Belm+H)+b2— Aac] ga +24 Am+ 8] 22 +B(m+H)y=0, 


welche äusserst leicht zu integriren ist. 


Te 
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XXXVEIr. 


Integration der Gleichung 
(1) (b+2e2)y" + Ala+bx+c22)y' + B(b + 2cx)y = 0, 
. in welcher a, b, c, A und B beliebige constante Zah- 
len bedeuten. 
Von 
Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k.k. B01y5 
technischen Institute zu Wien. 


Um die Gleichung (1) zu integriren, setze ich: 


AR RE a+bz+ca—=m+tBE, 


unter & eine neue Variable und unter m eine constante Zahl ver- 
standen. Nun ist: | 


d d d? d? d 
(8) 1 6+ 200), = 64 2a)? ga + 2er 


folglich hat man, diese Werthe in (l) einführend und zugleich H 
durch 5 + 2cz TORE : 


(4) (b+202)23 m I 4 [?ce+Al(a+bx+ ca2)] dE + By=0. 
Nun ist: 
(b +2c2)? = dc(la +57 +cx2) +b?—4ac, 


folglich hat man, die Gleichung (2) berücksichtigend: 
d? 
6) Temt9+6-4ac]7E +[2c+Am49]E 4+By=0, 


ad diese Gleichung vereinfacht sich, wenn man m so wählt, auf 
dass Acm + 52? —4ac=0 wird; dann hat man: 


1073 + 120 +4 = +)1% Y By=0, 


was leicht zu integriren ist. - 9 


— 5 


EEE HE un Spa I EA N Det ae 
a BEER" Er. \ 
En. ER 
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XXXVEIII. 


Berechnung der jährlichen Prämie bei Aussteuer- 
kapitalien, mit Rückvergütung der Prämie im Falle 
des Todes. 


Von 


Herrn Professor Dr. Dienger 


an der polytechnischen Schule in Carlsruhe. 


Für die hiesige Versorgungsanstalt habe ich für diese und 
andere Aufgaben die Formeln aufzustellen und die Berechnung 
der Tabellen zu leiten gehabt. Da dabei eine Reihe verwickelter 
Fälle vorgekommen sind, die zum Theil — meines Wissens — 
noch nicht öffentlich erledigt wurden, oder doch noch nicht in 
der hier behandelten Form, so will ich einen oder den andern 
den Lesern des Archivs vorlegen, wobei ich zugleich auch jeweils 
die Berechnung der Deckungskapitalien angeben werde. 
Die hier zuerst betrachtete Aufgabe ist übrigens in einer andern 
Zeitschrift auch schon in Angriff genommen worden; trotzdem 
werde ich sie nochmals behandeln dürfen, da- meine Endformeln 
‚eine ganz andere Gestalt haben. 


B. 


Bezeichnungen. .i und j (ganze Zahlen) bezeichnen das 
Alter zweier versicherten Personen, und zwar i das des Einle- 
gers (Versorgers), j das der Person, zu deren Gunsten eingelegt 
wird (Versorgten); N; ist die in der Sterblichkeitstabelle neben 
i stehende Zahl; eben so ist die Bedeutung von N;; p ist der 
Zinsfuss, d.h. wenn die Versicherungs: Gesellschaft die Verzin- 


10049, 


sung zu 9% annimmt, so istp = 100 ’ 


N;. 


k: ist der Werth des Bruches Aut kj = 


ı 
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28; ist = Ss + Siyı + Sig2+.... bis zu Ende der Sterblichkeits- 
tafel; also z.B. ZN; = N: + N +.., Zy=k+ kp Fass 
+... Z(N:2%) = Ni&k; + N pZ&kpı 4 Nie &hjret...., wo 
Bleder Zip = kpıtkiret.., Zhge=hkijretkjrst.- 

also allgemein Zn = 2); — (hy + kjpı +... 4 kitn-ı). 


BE. 


Die hier zu behandelnde Aufgabe ist nun folgende: An einen 
Versorgten, dessen Alter jetzt j ist, soll ein Kapital X ausbezahlt 
werden, wenn er das Alter jth erreicht. Dieses Recht soll da- 
durch erkauft werden, dass ein Versorger, dessen Alter jetzt i 
ist, alljährlich eine Summe P bezahlt und zwar zum ersten Male 
sofort und dann, so lange beide Personen zusammen leben, läng- 
stens aber jedenfalls nur bis zu dem Jahre, das der Kapital- 
auszahlung vorangeht. Stirkt der Versorgte vor dieser Zeit, so 
werden die eingezahlten „Prämien“ ohne Zins dem Versorger 
(oder dessen Rechtsnachlolger) zurückbezahlt. 


Wir setzen hiebei alle Ein- und Auszahlungen auf den 3]. 
Dezember des betreflenden Jahres an, und i, j sind die Alters- 
jahre, welche die beiden Versicherten eben in dem betreffenden 
Kalenderjahre erreicht haben. 


1) Einzahlungen. Angenommen es treten N;N; versi- 
cherte Paare unter den eben angegebenen Bedingungen in die 
Versicherungs-Gesellschaft ein, so leben von denselben am Schlusse 
des Isten Jahres (das Eintrittsjahr als Otes angesehen) noch 
Nirı Nj;4ı Paare ungetrennt; am Schlusse des 2ten Jahres noch 
N:42 Njje, u.s.w. Die letzten Einzahlungen geschehen am 
Schlusse des A—Ilten Jahres, wo noch Niyr-ı Nj4r-ı Paare 
(von den eingetretenen) ungetrennt leben. Hieraus ergiebt sich 
sofort für den baaren Werth aller Einzahlungen: 


() 


P 
ph-i' 
2) Auszahlungen. Diese sind doppelter Art: Auszahlung 
des versicherten Kapitals (Aussteuer) und Kückzahlung der ein- 
gelegten Prämien. 


pP P | 
N:N;P+ N: HN; 41 » +Ni+2 Ni + ....+Ni42-1N;43-1 


Von den eingetretenen N;N; Paaren sind N; N;+n in der Lage, 
das Aussteuerkapital zu erhalten, da diese Auszahlung bloss vom 
Leben des Versorgten abhängt, und von N; N; jetzt eingetretenen 


1 
3 
[ 
% 
4 
x 
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Versorgten noch N: N;4»n am Schlusse des Aten - Jahres leben. 
Der baare Werth aller Aussteuern ist also: 


- 


NEN a Eee eh RD) 


Was die Rückzahlungen betrifft, so hängen sie auch nur vom 
Tode des Versorgten ab, und zwar werden im rten Jahre (31.De- 
zember) die An lozahlien Prämien zurückbezahlt an diejenigen 
Paare, von denen der Versorgte im Laufe dieses Jahres gestor- 
ben ist, ‚gleichviel, ‘ob der Versorger noch lebt oder nicht. Doch 
muss darauf geachtet werden, dass die Prämien -Einzahlung eben 
auch schon früher aufgehört hat, wenır der Versorger hereiis todt 
war, Untersuchen wir nun die Rückzahlungen am Schlusse des 
rten Jahres. 


Von den beim Eintritt hinterlegten Prämien werden zurück- 
bezahlt diejenigen, die von Paaren herrühren, deren Versorgter 
im Laufe des rten Jahres starb. Der Anzahl nach sind dies 
N: (Njtr—ı — N;4r). Von den am Schlusse des ersten Jahres ein- 
gelegten Prämien werden zurückbezahlt diejenigen, welche von Paa- 
ren herrühren, deren Versorger am Schlusse dieses ersten Jahres 
noch lebte, und deren Versorster im Laufe des rten Jahres starb. 
Der Zahl nach sind es Nipı (Nj4r—ı — Njt4r). 

Ebenso wegen der im 2ten Jahre bezahlten Prämien: 

Ni42(N;41r-1ı— N;4r); u. s. w. 
Endlich wegen der am Schlusse des rten Jahres bezahlten: 
Nitr-1(N;4r-1— N; 4r). 


Demnach ist die Gesammtsumme aller am Schlusse des rten. 
Jahres zurückzuzahlenden Prämien: 


z P(Nj4r-1— Nj4n)(N:+ Nipı+.... + Nipr-ı) 
= P(N;4+-1— Nj4)2N:— ZNi4r). 


‚Der baare Werth dieser Summe ist: 


P 
gr Nitr-i — N; 4) (ZN: — ZN; yr). 
Da 


Nipm_Nunp_pk, Ni _Nup_, 
pp pptÄäTp ; RENTE RE TE j+rP’; 


so ist dies auch: 
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= —p (kitr—ı — Pkj4r) (ZN: — ZNirr). 


Die Zahl r = die Werthe 1, 2..., }, so dass die Same aller 
baaren Werthe der Rückzahlungen: 


Dr p IK; —pkjr1) (ZN—ZN:41) + (pı—pkir2)(ZN:— ZNi4o) +... 
+ (4-1 —Ppkij4n) (ZN: — ZN:4n)]. 
Die eingeklammerte Grösse ist: 
(hy — pkj yı)Ni + (ij —phy42) (N; + N: +1) ge 
.... + (Ajpn-ı — pkjrn) (Ni+ Nap +....+ Ni4s-ı) 
= N: [5;— pkjpatkjpı — pkjret kjr2— Ppkj43 +. +kjtn-ı—pkjrn] 
+ Nip[%p —pkjt2 + FRE +3 +. Ba 


+ Niyn-ı [kyyn-ı _ ag e” 
Aber 


kjtn — pkjtn+ı + kitntı — Pkjtnt2+... + kjyn-ı — Pphiyn 
= phjtn — Pkjtn + kin — pkjtnrı + kitnt—. .-- 


—Ppkj+n-ı + Kirn — Ppkj+n 


= Plkjtn — kjrn) — (PN (kin + kitnpıt....+Aj4n-ı) 
= Plkjtn— kj4n) — (P— DZkjyn— Zkjtn). 


Also ist jene eingeklammerte Grösse: 


Nil pl; — kit) —(p— (Z%;— &%;4n)] 
+ Ni p[p(Arı— kr) — (p — Dh; — 2%k;rn)] 
+ Ni+2[ p(kijr2—kjrn) — (P— )2%42— Zkjyn)]+.- 
„+ Nun-ı[p(kan-ı — km) —(p— Ehyyncı au &h44n)] 
=p[.N: i +N 41444. + Ni4n-14543-1—%j4n(N:4 Nipit. +Nin-ı)] 
—(p — BT + N:rı 23%; zı + 
..+ Nipn-18%j4n-1 — Ehzyn(N :+ Nirıt... Niyn-ı)] 
—p[ EN) - — Z(Ni4nkj+n) — kj+n(ZN: — ZNi4n)] 
— (pP — H[E(N:Ek;) — Z(Nipn&kjtn) — Eh ZN:— ZNi4H)]. 
Also ist der baare Werth aller Rückzahlungen: 
(3) 
—1 
&( Nils) — 2 N 44 [S(N:&%,)—&(Ni4n&%k;4n)] 
Ppi 
—1 
— (ZN: — ZNiyn) (kjpn — 53 Skjtı) 


B 
4 
g 
i 
H 
j 
R 
4 
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Da (1) gleich der Summe von (2) und (3) sein muss, so ist: 


Penn, 4 De Nan De Bm 


K —1 
=NiNjn at Ppi[ ZNihs-ZNyakitn (ZN: 2%; -- 2Ni4n&kjyn) 


) 


IB 
— (ZN; — EN:yn) (hin Zkj4n)]. 


Dividirt man beiderseitig durch » und beachtet, dass 
— Ni4nkjfn, so hat man: 
P[LEN:k;) — Z(Niynkjtn)]) = NikjtnK 
—1 
Z(Nikz) — Z(Nspnkjyn) ee (N: Zkj)— E(Ni4n 24 n)] 


ep se 
 —(ZN:—2Ni4n) kr Zkj4n)! 


Daraus folgt: 


(4) 
_. 2N:i— 2Nipn 1 pt Zihppn, 
a N; p kirn 
pP—I Z(N:&k;))— =(Ni+n&kj4n) 
p N;Ajtn 


wir 


welche Formel die Aufgabe löst und auch zur Berechnung sehr 
bequem ist. 


Zul. 


Das Deckungskapital eines Vertrags ist diejenige Sumnie, 
welche die Lebensversicherungsgesellschaft baar zu Handen 
haben muss, um allen aus dem Vertrage künftig fliessenden Ver- 
pflichtungen genügen zu können. Dasselbe ist somit gleich dem 
haaren Werthe aller künftigen. Auszahlungen, vermindert um den 
haaren Werth aller künftigen Einzahlungen. 


Um dasselbe für unseren Fall, und zwar für das Alter u des 
Versorgers und v des Versorgten (wo also u—i=v—;j) d. h. für 
‚den 31. Dezember des betreffenden Kalenderjahres, zu berechnen, 
müssen wir zwei Fälle unterscheiden: 


Yheil XLII 23 


338 Dienger: Berechn. der jährl. Prämie bei Aussteuerkapitalien, 


1) Versorger und Versorgter leben noch. 


Wir setzen voraus, dass Ein- und Auszahlungen, welche am 
fraglichen 31. Dezember zu geschehen haben, bereits vollzogen 
sind, nehmen also darauf keine Rücksicht. - 


Baarer Werth aller künftigen Einzahlungen: 


P pP P 
Nur N417, + Nu+2N»+2 ran, Ni+n-ıN;4n-1 es 


Baarer Werth der Aussteuerkapitalien für die am 
betreffenden 31. Dezember noch ungetrennt lebenden NN, Paare: 


K 
NN 
Was die Zurückzahlung der Prämien betriflt, so geschieht sie 
für die NN, Paare nach | 


: v—j+1mal zahlte, 


einem Jahre an N.(N»— Ny+1), R 
zwei Jahren - Nu(N»+1— Ny+2), 32 \v-jl - - 
- Nurı(N»H1—N,+2), = = 1 en 
drei Jahren - Nu(N»+2— Nv43), = m v-j+l - 2 
- Nurzı(Nv42—N+3), ir = 1 ® u 
- Nur2(Nv42— Ns43),! 2 er 
u. S. w. 


Demnach ist der baare Werth aller Rückzahlungen: 


pP — Nor) | NulNosa— Nero), | Null aSıNg 
E pP Pi+h-» 


= N»—.N; N,»11— N, 
+ ee N.+ zo. NN 


1 
N;4r-ı— N; 
..+ ea #2 (N4Nup+.. nn 
pP. 
=.(9—j) 3 PPN uk» —pkvrı + kp — pkv42+ ....+ kiyn-ı — pkjtn] 


P 
A Pl ps ZN. Nur) + (kivrı-pkora)( ZNu-2Nu42)+.. 


+ (Air — Ppkj4n) (ZNu— ZN:4n)] 


RR 10 
=(v—;j) pP’ Nul po — kit) — (p— DZ» — Zkjyn)] 


+ Ppr\&(N uk») — 


Zky)— Z(Ni45&k;4n)] 


—1 3 
— (ZNu— ZNiyn)(Ajtn— u) hs 
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wie aus Il. sich sofort ergibt. Da der baare Werth aller Ein- 


zahlungen =Ppr[ Z(Nurıkr 1) — &(Niynkjtn)]|, so ist, wenn D das 
Deckungskapital für einen Vertrag: 


K 
N.N,D zen NuN;tn SFR 
—] 
+@j) PN up’li» ee (iv — Zkjtn)] 
—] 
+ Pp”\ 2(Nuk») — &(Nirnkj+n) er [Z(Nu&k)— &(Ni4n&kjtn)] 


— (ZN. — N iyn)(kjn— 


—1 
Zkjtn)‘ 
— Pp’ | 2(Nayıkon)— &(Nirnkjtn)]. 
Da Z(Nukv) — Z(Nurıkvpı) = Nuk», so ergibt sich hieraus: 


(8) 
PR Bi K + nn (Zkr— Zkjtn)] 
ZN. 3N:tn 1 
ln ne GERT ar 
_ pp 1 ZNu2k,) — =(Nipn&hjtn) 
p Nuk, 


2) Der Versorger ist todt, der Versorgte lebt noch. 


Der Versorger starb im Jahre, da der Versorgte j+r Jahre 
alt wurde. 


Von den eingetretenen Paaren sind in dieser Lage 
(Nitr-ı—Ni4r)Nv. Von Prämienzahlungen ist jetzt keine Rede 
mehr; die Aussteuerauszahlung geschieht an (Nit r—1— Ni 4r)N;+n 
Paare. Was die Rückvergütung betrifft, so ist die Prämienzahlung 
rmal geschehen und wird rückvergütet nach 


einem Jahre an (Ni 4r—-1ı— Ni4r)(N»— Ny»}1) Paare von den hier 


zwei Jahren - (Ni 4r-1— Ni4r) (Ny+1ı — Ny42) - 23m Betracht 
drei  - - (Ni4r-1— Ni4r) (N»42 — Nv43) - kommenden. 
us. w. 


Daraus ergibt sich, wenn D das Deckungskapital: 


K 
(Ni4r-1— Ni4r)N.D = (Ni4r—ı rs Ni Nina 
N,—N, N, —N, N; _ — N; h 
+rP(Nip-ı-Nunl + Eat a + ee a l: 


23* 
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(6) 4? RER Ay Bj — E— SPEER Ein). 


Hier ist übrigens v=1, 2,...., u—i. 


Zur ganzen Rechnung ist zu bemerken, dass es sich überall 
nur um die sogenannten Nettoprämien handelt, die z. B. bei der 
badischen Versorgungsanstalt 95%, der Bruttoprämien betragen. 


Mittelst der Formel (4) habe ich die in den Statuten abge- 
druckten Tabellen berechnen lassen; es gehört selbstverständ- 
lich die Anfertigung einiger Hilfstafeln dazu, die aber auch noch 
in den meisten anderen Fällen zu verwenden sind. 


AV. 4 


Die gestellte Aufgabe ist hiermit vollständig erledigt. Doch 
ist es immer von Wichtigkeit, die gefundenen Formeln zu kon- 
troliren. Für die Deckungskapitalien geschieht dies durch den 
Grundsatz, dass die eingegangenen Prämien, nach Abzug der ge- 
machten Auszahlungen, bis zu dem betreffenden Zeitpunkte zu 
dem Betrage des Deckungskapitals angewachsen sein müssen. 


Betrachten wir wieder die N;N; eingetretenen Paare, so werden 
ihre Einlagen bis zum Schlusse des Jahres, da der Versorger u 
Jahre alt war, (mit Einschluss der letzten Prämie) angewachsen 
sein auf 


P(NN;p + N HN; pp +... 4+NuN,) 
= Ppr[Z(N:k) — E(Nuyakop)], 


Die Auszahlungen (Rückerstattungen) würden, als Kapitalien be- 
trachtet (nach ID), angewachsen sein auf : 


PN; — N;h) (ZN — ZNip)p-1 
+ (N; — Nj42) (ZN: — ZN:ip)pP 7? +... 
sr (N,-ı — N,) (ZN; — ZN.)] 
„x Pl A (ZN — ZN) + php) ZN: —ZN:4o)+.. 


.+(v-1—Ppkr) (ZN: — ZN,u)] 


—= Pprt&(N:ik;)—&(Nuko) —— —leyn, Zk;) — Z(Nu2&%k,)] 


— (ZEN — EN) (by — a N 


Also ist der fragliche gesammte Betrag: 


A Tee tar 


Er “ 


Fir © eV ae u nn 7) Er A an. 4 
Br PR REN. ER Rt Ru Fe, a 
Be RR SR NTENTTRD „PUR: Ya ; r 
P EEE BE TE 4 ’ A 
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(N) 
Pp’ \ Z(N:ik;) — Z(kvıNu41) — [E(N:k;) — Z(Nuko)] 


ML | —1 
+ NER) EN Eh) HEN EN) Eh) 


—= Pp”’\Nukv+ P- [EN 2%) — &Nu2k)] | 
HEN EN) (BT Eh) 


Was nun den Gesammtbetrag der Deckungskapitalien betrifit, 
so sind NuN, Verträge vorhanden, für welche das Deckungs- 
kapital nach (5) zu rechnen ist, und (Nitr-1ı— Nitr)N,, für die 
(6) gilt, wo aber v=1, 2,...., vi zu setzen ist. 


Daraus folgt, dass dieser Gesammtbetrag ist: 


k —;)P —1 
NuN ER + w Zr —[ı— hy (Er— Zhjtn)] 


ZN„—ZEN; —l] 
Del Se Zhyın)] 


SUACEEE: 
1 p N uk 8 
< ur 
+(N; NH) KıE % [#»— Ajtn — Eu TEEN &%kj+n)] 
1 | E: 
+(N:pı— Ni42)V, $ er Skj4n)] 


a Eee Eur ee ar u zT Hr a. di re rare ee ar enter 


hy a Er 
N N RA [hr hp Eh Eh 
1 =) 


i | ZNu—2N; Fi 
+ N,N,P[l1-— NETT Es ZSkj4n)] 
ukv p 


—NuN, pp! Z(N„&%k,) — &Z(Ni+ n&kj+n) 

P- ukv 
Führt man den Werth von K aus (4) ein und beachtet, dass 
N,= p’k,, so hat man: 
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p—1lZkjtn 


—] 
p Bus Be we 2 


Ppr kn EN; — ZN 4n)d— 
— 2(Ni4n&kj4n)]) + (ZN: — ZN.) — a PTHE BZ 
+ Nukv»— (ZNu— ZNiyn)(kjyn RZ Zkj4n) 
— BZ [&(Nu3%,) — &(N:+5&%k;4n)] 

= Pp” Nuke un [EM Eh) — Z(Nu&k,)] 


+ EM EN) [vB Zr], 


welches genau der Ausdruck (7) ist. Damit ist auch die Richtig 
keit unserer Formeln erwiesen. 
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KAXIX. 


Ueber die „ten Näherungswerthe der periodischen 


Kettenbrüche 
1 und 1 
1 1 
sr. Ba 1 
A SER 


Von 


Herrn Director und Professor Dr. Strehlke 


in Danzig. 


Der nte Näherungswerth des Kettenbruches 1 ist nach 
Clausen*): 


ae 


GHV H G+NiH) -( am Er NH) | 
= en) ( +4)" — ya N 


Vor längerer Zeit habe ich für diesen Werth den folgenden. 
Ausdruck gefunden: 


ar—5 


(n— 2 4) 


ar1l+(n —2)an-3 + 123 


„IR 9R0) „RD nn... 
ar + (n— 1)an-2 + can 
(nm —AMn—5) „_, , Ra -dn—5)n--6)n—7) „_ 
ee 19.3.4 RES RU 


*) Crelle’s Journal 3. Bd. S. 88. 
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Der nte MNäherungswerth des periodischen Kettenbruchs i 
4 


1 1] 
1 | I 
“+ 1 j | 
b+ SER TE 4 
ee | 
ist, wenn n eine gerade Zahl: | 
ın—2 N n—4 n—2 2:3 —4A n—6 n—4\ 1 
a? 4+ln—2)a 2.6? „eed 5 Kr j| 
DE — 4)(n— 5)(n —6) Fa — 
Ai URURSTER ECLIPSE .b + es» h 
REEL 822 22 (2 2) a 
ab? +(n—1N)a? .5? ee 8, 


4, PRZIM<Nm-5) 7 


wechseln im Zähler und Nenner dieser Ausdrücke die Vorzeichen 
vom 2ten Gliede an. Für den nten Näherungswerth des Bruches 
1 findet man leicht den Ausdruck: - 


a a? “ a a? P 
& + VE-) m GN E-) 

a a2 n+1 a [a2 n+1 
& + E-ı) -(5-N T-!) 


Nimmt man a=2cos#, so wird der nte Näherungswerth: 


1.2.3 a?2.5?2 +... 
Für die Brüche 1 und } 

a : a . | 
ox 1 be 1 R 
"Ta— “ 1 i 
RER | 
i 
i 


(cos0+sind.N —I)R — (cos9—singV —T)r 
(cos + sind. V —I)r+! — (cos@ — sing.N — Tr H 
EL cosn® + sinnd.N —1 — cosnd + sinnd. v_—1 
cos (n+1)9+ sin (n+1)0.V —I — cos (a+1)0 +sin(n+1)8.V —I- 
sinnd 


sin (n + 1)6 ' 


, Er 
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AL. 


Construction derjenigen linearen Differential-Gleichung, 
der genügt wird durch 


So N NE BE UV Raar 


unter A, m und n constante Zahlen verstanden. 


Von 


Herrn Simon Spitzer, 
ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k. k. poly- 
technischen Institute in Wien. 


Aus (1) folgt durch Differenziren: 


es mEz,, 
De re rt AN BE: 
= Y n+z D 


und diese Gleichung lässt sich so schreiben : 


EI RER 


Durch Quadriren und darauf folgende Multiplication derselben 
mit n+2z erhält man: 


EYE TAN . a + 2)y? = (m +2) y?. 
Differenzirt man diese Gleichung, so erhält man: 
(5) 2U(n+z)yy"+y2 = 24?:(m+2)yy' + 12y2, 


und eliminirt man aus dieser Gleichung und der vorhergehenden 
y?, so erhält man: 


6). . mt) t)y" + y—Rmta)y=0, 


und diess ist die gewünschte Gleichung. 


Da in derselben A bloss im Quadrat erscheint, so gelangt man 
auch durch Voraussetzen von 


346 Spitzer: Note über die Integral, dreier Differential-Gleichungen, R 


Be mt? ,, 
y=e af rg 


zu derselben Diflferentialgleichung; demnach ist das vollständige 


Integral der Gleichung (6): 
Ye m+ x RS [mtr , 
(Da, ee Vater + Gge a ante" 


oder in anderer Form geschrieben: 
y= Get N mtalatz) (N mt z+N n +a)tMm-m 
+ OeAN tt. N m tat N ante) Hmm. 
Die Gleichung (6), sowie deren in (7) stehendes Integral, finden 


sich für den speciellen Fall A=Y—1 im 2ten Bande des Petz- 
val’schen Werkes: „Integration linearer Differential- 


Gleichungen“ S. 107. 


? 


XULE 


Noteüber die Integration der drei Differentialgleichungen: 
y"=z(Ax?y" + Bxy' + Cy), 
y' =a2?(Az2?y" + Bxzy'+Cy); 
| y =a°(Ax?y" + Bay + Cy); 

in welchen A, B und © constante Zahlen bezeichnen. 


Von 
Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k.k. poly- 
technischen Institute in Wien. | 


Diese drei Gleichungen lassen sich, wie leicht einzusehen, 
folgendermaassen schreiben: 


1 
22 A— zZ») y"+ Bay +0y=0, 
Aa2y" + 2(B— S)y' +Cy=0, 
Ax2y" + Bay! + (C— )y=0; 


und nun sieht man, dass sämmtliche drei Gleichungen specielle 
Fälle der Gleichung 
2° (a9 + 5bz2") y" +2(a, + 612%) y' + (ao +2) y— 0 


sind. 
u 
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XLER. 


Uebungsaufgaben für Schüler. 


Von Herrn Professor und Director Dr, Strehlke in Danzig. 


1. Man soll den Winkel i finden, unter dem ein Körper gegen 
den Horizont geworfen werden muss,. damit der von diesem und 
dem parabolischen Bogen begrenzte Flächenraum ein Maximum 
werde. 


Auflösung. Die @bestimmende Gleichung ist 3 cos??— sini?—0, 
folglich <= 60°. 


2. Den Winkel i des Wurfs zu bestimmen, wenn der para- 
holische Weg oder die Länge der Parabel ein Maximum sein soll. 


Auflösung. Man findet: 
i = 56027' 57”. 


In dem diesjährigen Programm der Ober-Realschule auf dem 
Bauernmarkte in Wien hat Herr Professor Unferdinger fol- 
sende Gleichungen mit einer Unbekannten, deren Lösung sich 
auf quadratische zurückführen lässt, mitgetheilt: 


A+2=%)(l+ 22) 

FORRE 2 N. 

(1+322+.2% (1-2 +22? = c?2?(l+ 22°. 
(z—- D?(2? +1) = 222. 

a(c— 1)? (22+1? + br?= cx?. 

4 — 62° —32 +10. 

22° + 234922? +92 +18 =V. 


ET 
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XLEEE. 


M:i.s.: cse’loklsecm 


Gelegentliche Bemerkungen über mathematischen Unterricht 
und mathematische Methode. 


(Ich wünschte, dass mir von Lehrern der Mathematik Bemerkungen 
von ähnlicher Tendenz wie .die folgende eingesandt werden möchten, 
damit ich daraus eine eigene Rubrik unter obiger Ueberschrift anlegen 
könnte, was gewiss dem mathematischen Unterrichte förderlich sein 
würde, Daher bitte ich um Einsendung solcher Bemerkungen. G.) 


Der bekannte, im Ganzen sehr leicht und durch einfache 
Rechnung zu beweisende Satz, dass, wenn eine ganze rationale 
algebraische Function f(x) für einen bestimmten Werth a ihrer 
veränderlichen Grösse z, also für 2a, verschwindet, jederzeit f(«) 
durch z—.a ohne Rest theilbar ist*), scheint mir, wie aus Lehr- 
büchern und anderweitig erhellet, bei'm algebraischen Elementar- 
Unterrichte hin und wieder vernachlässigt und selten in denselben 
aufgenommen zu werden, gewiss mit grossem Unrechte. Dies 
wurde mir vor einiger Zeit wieder klar, als es sich, ohne An- 
wendung der Differentialrechnung, um die DOSHEUEEeE 
des Werths handelie, welchen die Grösse 


272 - 52 —12 2x2 +5 
z2—5. "322 — 172 +% 


für z=4 erhält, indem dieselbe für diesen Werth die Form % an- 
nimmt, weil für z=4 die Grössen r 


22? —5r—12 und 32?—-172 +20 
beide verschwinden. Die Lösung dieses grossen Problems — wie 


schon gesagt, ohne Anwendung der Differentialrech- 


*) Man findet den Beweis z. B. in meinem so eben in vierter Auf- 
lage erschienenen „Lehrbuche der allgemeinen Arithmetik 
für die oberen Klassen höherer Lehranstalten. Branden- 
burg. 1864. $. 239. S. 196,“ “ 
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nung, die nicht gestattet sein sollte und in diesem Falle noch 
nicht in Anspruch genommen werden konnte — wurde von 
dem Anfänger auf dem Felde des mathematischen Studiums, 
dem die Aufgabe, um ihn etwas zu sondiren, von mir vorgelegt 
worden war, in der erwähnten Weise nur mit grossem Umschweife 
und auf sehr holprigem Wege gegeben. Wäre aber der obige 
einfache algebraische Satz dem gelehrten Cossisten*) oder Al- 
gebristen *), der eine so beschwerliche und so weit her- 
geholte Lösung der vorgelegten Aufgabe gab, bekannt gewesen — 
und er konnte in der That leicht zu dieser Kenntniss, mit grossem 
Vortheil für andere Fälle, gelangen —; so würde er sogleich er- 
kannt haben, dass, weil, wie schon oben bemerkt worden ist, 
der Werth ® der obigen Grösse für z=4 daher kommt, dass die 
Grössen 
22?—52 —12 und 32?— 172 +20 


für 2=4 beide verschwinden, und dass er also, weil, nach dem 
in Rede stehenden Satze, eben deshalb diese Grössen beide 
durch 2£—4 ohne Rest theiltbar sind, diese Grössen nur durch 
x —4 zu dividiren brauche, um das Gesuchte sogleich zu finden. 
Daher würde, ohne alle Ab- und Umschweife, in der elementar- 
sten Weise, seine sehr einfache Rechnung also gestanden haben: 


*) Bekanntlich hiess bei den deutschen Arithmetikern, namentlich 
des sechszehnten Jahrhunderts, die Algebra lange Zeit die Coss oder 
die Regel Coss; denn die Italiener, welche die’ Algebra in Europa 
einführten, hatten sie Regola oder Arte de la cosa genannt, weil 
bei ihnen die Wurzel der Gleichung, also die unbekannte Grösse, Cosa, 
d.h. die Sache, das Ding oder das Etwas (8. Dizionario portatile 
italianostedesco delF. Valentini. Lipsia. 1862. p. 103.) hiess. 

*#*) Algebrista heisst im Spanischen ein Mann, der Beinbrüche 
heilt und verrenkte Glieder einrenkt, also eine Art von Feldscheerer - 
oder Barbierer. Als Don Quixote den Spiegelritter vom Pferde stiess, 
blieben des Gefalienen Rippen nicht in Ordnung, und er musste sich an 
einem Orte aufhalten, wo ein solcher Doctor sie wieder zurecht brachte: 
„....llegaron a un pueblo, donde fu& ventüura hallär a un Algebrista 
con quien se curo el Sanson desgraciädo....‘‘. Deshalb sagt auch Go - 
lius in „Muhammedis fil. Ketiri, Ferganensis, qui vulgo 
Alfraganus diceitur, elementa Astronomica, Arnbice et La- 
tine, cum notis. Amstelod. 1669.‘ auf der liten Seite der Anmer- 
kungen: ‚‚Hinc et vulgatum illud nomen Algebra Analysin Mathema- 
ticam notat, utpote cujus praecipuum munus sit comparationis termi- 
nos reducere ad optatam aequationis formam, et speciatim 
eorumdem partes ad integros redigere.‘‘ (A. G. Kästner: 
Analysis endlicher Grössen. Dritte Aufl. Vorrede S. XI. 
und S. XIII) 
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x — 422° — 52 — 1222 +3 z — 4322 — 172 + 2032 — 5 
2x2 — 87 32 — 12r ; 
32 —12 —52:+%0 
3c<—12 — 52 +20 
0 0 
folglich: , ? 
x? —5x— 12 x2?+5 ae +3) (2? +5) 


22-5 322-172 +%0 (225) (32 —5)’ 
und daher für <=4 der Werth: | 
(2. 4+3)(4° +5) _ 21.21 BR, 
(42—5)(3.4—5) 17 En 


Der Zweck dieser methodischen Bemerkung ist kein anderer, 
als dem mehr erwähnten Satze auch für den Elementar-Unter- 
richt zu seinem sehr wohl begründeten Rechte zu verhelfen und 
zu recht sorgfältiger Berücksichtigung bei demselben, die ihm 
bisher noch bei Weitem nicht allgemein genug zu 
Theil geworden zu sein scheint, dringend zu empfehlen. 


Noch ein Paar Beispiele: 
Welches ist der Werth des Bruchs 


23— x? —8z + 12 
—42?+2+6 
ur 22% 


Weil Zähler und Nenner für z<=?2 beide verschwinden, so 
seht x —2 in beiden auf. Also: 


z—-22? — a 8241212942 6 z- Ya: — 42? + 24622 —2r —3 


x3 —2r? x3—2x? 
x? — 2x2? 
a? 9 —222+4x 
— 6x — IL 
—6r+12 —52 +6 
Er) nA) Ba 
Folglich: 


„?— a? —82 +12 _ (22V)? +2 -6) 7 +6 
#3 —42? +2 +6 (2—-2)(a?—227—3) 2? —2r—3° 
Daher ist für 2=?2 der Werth: 


0 
22, 
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Dass der in Rede stehende Satz öfters mehr als einmal in 
Anwendung zu bringen sein kann, versteht sich von selbst, und 
bedarf einer weiteren Auseinandersetzung hier nicht, wird aber 
durch das folgende Beispiel erläutert. 


Welches ist der Werth des Bruchs 
X ae 1 ILEELT 2), 
25 +22*—723— 1122422 +5 
Mma=—1% 
Weil Zähler und Nenner für 2—=-—1 verschwinden, so ist z-H1 
ein Factor von beiden und man hat also folgende Rechnung zu 


machen: 
z+12*4 12° + 922 +2 — 22? +62? +32 — 2 
E} 


tr 
62° 
62° +622 
322 
322 + 3% 
—)r—2 
— 297 —2 
0 
z + 12°+22*—72°— 1122422 +5|2%4+ 23 —82?— 32 +5 
5 + 2% 
ı* 
224 23 
823 
— 82? — 87? 
— 932? 
— 932? — 3 
dc -+5 
Dr +5 
0 


Also hat man statt des gegebenen Bruchs den folgenden zu setzen: 
2?+62?+9327— 2 
24423 —8272 — 32 +5’ 
wo nun aber Zähler und Nenner wieder für &—=—1 beide ver- 
schwinden, und daher nochmals mit &-+1 zu dividiren ist: 


z + 12° +622+ 37 — 2]2? 452 —? 
2°? + x? 
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z+1]2%+ a) Bar — 3x + He 4 

x + 2° \ 
—$8r?2 

— 82282 

dx 

Pz 
(9) e 


Also hat man jetzt den Bruch: 


2? +52 —2 
—8c+5’ 


in welchem man z=—=1 zu setzen hat, wodurch man erhält: 


a 
ZIF8pB5 7TBD 


als Werth des gegebenen Bruchs für =—1. 


Ich bitte den Zweck solcher durchaus nur methodischer Be- 
 merkungen wie vorstehende nicht zu verkennen, bitte aber noch- 
mals, mir durch derartige Einsendungen bei der Erreichung meiner 
wohlgemeinten Absichten behülflich zu sein. G. 


Aus dem Correspondenz-Blatt für die Gelehrten- 
und Realschulen, herausgegeben von Rector Dr. Frisch 
und den Professoren H. Kratz und C. Holzer. Eilfter 
Jahrgang. No. 8. August 1864. erlaube ich mir den folgen- 
den Aufsatz des Herrn Professor Reuschle in Stuttgart ab- 
drucken zu lassen, da es für mich nur angenehm sein kann, das 
Prioritätsrecht eines so verdienten und mir so befreundeten Man- 
nes, wie des Herrn Rector Nagel in Ulm, gewahrt zu sehen. 
Die in diesem Aufsatze erwähnte Schrift desselben ist mir nicht 
bekannt geworden. Das Verdienst des Herrn Harnischmacher, 
dessen Darstellung gewiss eine Eigenthümliche ist, wird übrigens 
nach meinen Ansichten über solche Dinge dadurch nicht wesent- 
lich geschmälert, dass er nicht der erste Erfinder des schönen 
Satzes ist, der ja nun auch, wie er sehr verdient, bekannter 
werden und allgemeine Benutzung bei’m Unterrichte finden wird, 
was ja bei solchen Sätzen immer eine Hauptsache ist, 


Im August 1864. G. 


Geometrische Notiz zur Wahrung einer Priorität. 


Im neuesten Heft von Grunert’s Archiv (1. Heft des 42sten 
Bandes) fand ich kürzlich einen Satz, welcher mich theils wegen 


4 


je 2 22 Eh un zn ae mark 
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seiner Schönheit, theils wegen der angeblichen Neuheit förmlich 
aufregte, enthalten in der kleinen Abhandlung ‚‚Ueber einen merk- 
würdigen Punkt des Dreiecks‘ von Harnisehmacher zu Bri- 
lon, nämlich: die nach den äusseren Berührungspunkten der 
Seiten eines Dreiecks*) gezogenen Scheiteltransversalen schnei- 
den sich in einem Punkt 7, welcher mit dem Schwerpunkt $ und 
dem Mittelpunkt O des inneren Berührkreises in gerader Linie 
TSO liest, dergestalt dass 7’S=2S30. Der innere Berührkreis 
schneidet vom Scheitelstück einer jeden solchen Transversale ein 
Stück ab, welches dem Fussstück derselben Transversale gleich 
ist (Scheitelstück und Fussstück vom Punkt 7’ an gerechnet) und 
die ganze Transversale verhält sich zu ihrem Fussstück, wie der 
Halbmesser des zur selbigen Seite gehörigen äusseren Berühr- 
kreises zu dem Halbmesser des inneren Berührkreises. Da end- 
lich bekanntermaassen auch die drei Punkte, der Höhenpunkt H, 
der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises X und der Schwer- 
punkt $, in einer Geraden 4 SK liegen, so dass ebenfalls 45 =2KS, 
so bilden die vier Punkte 4, O, K, T ein Trapez, dessen Dia- 
sonalendurchschnitt S ist **), und dessen Parallelseiten 47 und 
KO sind, wobei HT=2KO, dessen Schenkel K7 endlich dem 
Ueberschuss des Halbmessers des umschriebenen Kreises über 
den Durchmesser des einbeschriebenen gleich ist, während be- 
kanntlich XO, d.h. der Abstand der Mittelpunkte des um- und 
des einbeschriebenen Kreises, die mittlere Proportionale zwischen 
dem Halbmesser des umschriebenen Kreises und jenem Üeber- 
schuss (also zugleich der XT') ist. 


Der Punkt 7 ist aber nicht neu, er ist schon von Nagel in Ulm 
in seinen trefllichen „Untersuchungen über die wichtigsten 
zum Dreieck gehörigen Kreise“ (Leipzig 1836) mit jenen 
merkwürdigen Eigenschaften (ausgenommen nur, dass KT= R-—2r) 
aufgestellt worden. Und überdies hat Nagel noch eine dritte 
und vierte Punktentrias aufgestellt, mit welchen es sich ebenso 
verhält wie mit 7SK und TSO. Auch der Punkt F, in welchem 
sich die nach den inneren Berührungspunkten der Dreiecksseiten 


*) D.h. nach den auf den Seiten selbst (nicht auf ihren Veriänge- 
rungen) liegenden Punkten, in welchen dieselben von den drei äusseren 
Berührkreisen berührt werden. 

**) Ueberdies liegt, was übrigens Harnischmacher nicht berührt, 
aber schon in der Aufgabensammlung von Holleben und Gerwien, so 
wie von Nagel, erwähnt ist, auf der Diagonale 7SK in deren Mitte der 
Mittelpunkt M des die drei Seiten des Dreiecks halbirenden Kreises, so 
dass H, M, 8, K vier harmonische Punkte sind. — Auch ist im ratio- 
nalen Dreieck, dessen Seiten 13, 14, 15, die Strecke TO=1. 


Theil XLII, 24 
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gezogenen Linien schneiden, und der Punkt P, in welchem sich 
die drei Transversalen schneiden, die von den Mittelpunkten der 
drei äusseren Berührkreise an die Mitten der zugehörigen Drei- 
eckseiten gehen, liegen mit dem Schwerpunkt in einer Geraden 
FSP, so dass F$S=2SP ist. Und ferner der Punkt &, in wel- 
chem sich die drei Scheiteltransversalen schneiden, wovon zwei 
von zwei Winkelspitzen nach den äussern Berührungspunkten auf 
den Verlängerungen der den dritten Winkel einschliessenden Drei- 
eckseiten gehen, die dritte aber von der dritten Winkelspitze nach 
dem inneren Berührungspunkt der Gegenseite, und der Mittelpunkt 
U des zur letztgenannten Seite gehörigen äusseren Berührkreises, 
liegen mit dem Schwerpunkt in einer Geraden @SU, so dass 
9S=2US. Diese vierte Trias ist selbst wieder dreifach, da drei 
Combinationen möglich sind, also sind es einzeln gezählt sechs 
solcher Triaden, und der Schwerpunkt ist so gleichsam der ge- 
meinschaftliche Angelpunkt mehrerer (zunächst sechs) Hebel, deren 
Arme ein gemeinschaftliches Verhältniss haben. Auch hatte ich 
selbst in meinem Herbstprogramm vom Jahr 1853 in der Abhand- 
lung „Ueber die Punkte, Transversalen und Kreise des 
Dreiecks“ 8.29. geschrieben: ‚‚dass durch den Schwerpunkt noch 
mehrere Verbindungen von je zwei Linien gehen *), welche.alle in ‚$ 
im Verhältniss 1:2 getheilt werden, ist der schönste Satz, wel- 
chen ich in Nagel’s Untersuchungen über die Kreise des Drei- 
ecks fand‘, eine von mir vergessene Stelle in meinen eigenen 
Schriften, die mich zur Wahrnehmung der Nichtneuheit des obi- 
gen Satzes führte. Dem Vergessen aber habe ich den erneuer- 
ten Genuss beim Empfang des Grunert’schen Heftes zu danken. 
Mögen auch die Herren Grunert und Harnischmacher selbst 
von der dem Herrn Nagel gebührenden Priorität Notiz nehmen! 


Stuttgart, 29. Juli 1864. Reuschle. 


Satz vom ebenen Dreieck. 


-‚Von dem Herausgeber. 


Aus den in meiner Abhandlung: Ueber die Entfernun- 


gen der merkwürdigen Punkte des ebenen Dreiecks 


von einander. Thl. XXXVI. Nr. XVIll. entwickelten Formeln ° 
lässt sich ein interessanter Satz mit grosser Leichtigkeit herleiten, 


der dort unbemerkt geblieben ist. 


*) Nämlich ausser der altbekannten HSK. 
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Bezeichnet man, wie in jener Abhandlung (S. 329 und S. 330), 
in Bezug auf das dort angenommene rechtwinklige Coordinaten- 
system die Mittelpunkte der vier Berührungskreise des Dreiecks 
ABC durch | 

(xy); (TaYa); (25); (Teye); 
so ist nach den Formeln in $.3. 8), 12), 13), 14): 
x = 4Rcost4Asin!Bsin!C, 
y= 4Rsin$4sin3BsinzC; 
2a ARcos}AcosiBcostC, 
Ya—= ARsin3Acos3BcosiC; 
3» =—ARsın}AsintBcostC, 
p= 4ARcosz4sinyzBcos}C; 
%= 4ARsinyAcosz3BsinyC, 
Y =—4ARcos3AcoszBsin!C; 
also, wie man leicht übersieht: 
2424230 4+2e =4Ricos}Acos4! B— C)— sin Asina B— C)}, 
Yy4 Yat yo+ Ye = 4RtsinzAcosy(B— C) +cos3A4siny B—C)}; 
folglich : 
+2 +23 +2. = 4Rcos4{A+B—C), 
Yy+Yaty+ye = AR sin (A+B—C). 
Nun ist aber: 
A+B+C=18%0°, 
also: 
A+B-C=180°—-2C, 44A+B—C)=W—-C; 
folglich: 
2 H+2a+x%ı +2. = 4RsinC, 
Y-4Ya +%+ Ye ne ARcos GC; 
oder: 
RsnC=42 +2. 42:40); 
RcosC=4(y+Yya+y + yo) 


Nach der genannten Abhandlung $. 3.2) sind die Coordinaten 
des Mittelpunkts des um das Dreieck ABC beschriebenen Kreises 
RsinC und RcosC, und nach den Lehren der Statik sind bekanntlich 


‚ a“ ri Feuer I. “ a ED m 
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1a tz ta +2), 3(Yy+Yat+Yy+ Ye) 
die Coordinaten des Schwerpunkts der Mittelpunkte der vier Be- 
rührungskreise des Dreiecks ABC, wenn man sich dieselben mit 
gleichen Gewichten beschwert denkt, also: 


Lehrsulz. 


Der Mittelpunkt des um ein ebenes Dreieck be- 
schriebenen Kreises ist der Schwerpunkt der Mittel- 
punkte seiner vier Berührungskreise, wenn man sich 
dieselben mit gleichen Gewichten beschwert denkt. 


Ich habe diesen mir früher unbekannten Satz zuerst-kennen 
gelernt aus einer vieles Schöne enthaltenden Abhandlung des 
Herrn Professor Beltrami in Pisa: Intorno alle coniche 
dinove punti e ad aleune quistioni che ne dipendono. 
Nota del Prof. Eugenio Beltrami. (Estratta dalla Se- 
rie II. Vol. IE. delle Mem. dell’ Accad. delle Scienze 
dell’ Istituto di Bologna. Bologna 1863. 4°., wo er pag. 17. 
auf folgende Art ausgesprochen ist: „Il centro del circolo 
circoscritto ad un triangolo & il centro di gravitä dei 
quattro centri dei eircoli irscritti nel medesimo tri- 
angolo.‘“ Ob er sich schon anderwärts findet, untersuche ich 
jetzt nicht, weil darauf hier weiter nichts ankommt. Ich habe 
den Satz hier mitgetheilt, um eine neue Anwendung der von mir 
in der genannten Abhandlung entwickelten, überhaupt an bemer- 
kenswerthen Folgerungen reichen, Formeln zu geben, und weil 
ich glaube, dass derselbe — elementar-geometrisch bewiesen — 
zu Uebungen benutzt werden kann, werde ich auch andere Be- 
weise, wenn man sie mir mitzutheilen die Güte haben will, gern 
im Archive abdrucken lassen. Will man, wie es bei elementar- 
geometrischen Uebungen geboten sein dürfte, den Ausdruck 
„Schwerpunkt“ vermeiden, so kann man dafür „Punkt der 
mittleren Entfernungen“ setzen, wie solche Punkte, wenn 
man sie als der reinen Geometrie angehörend betrachtete, früher 
nach Carnot genannt wurden. Auch benutze ich gern von Neuem 
diese Gelegenheit, die deutschen Mathematiker auf die Schriften 
der neueren italienischen Mathematiker aufmerksam zu machen, 
die vieles Schöne, auch für den Unterricht, enthalten. 


Nachtrag zu dem Aufsatze Nr. XXVI. in diesem Hefte. 
Von. dem Herausgeber. 


In dem Aufsatze: Kugel der mittleren Krümmung des 


Kan 
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Ellipsoids (Nr. XXVlI. S. 256. in diesem Hefte) habe ich nicht 
besonders erörtert, in welchem der beiden von dem Punkte (zyz) 
des Ellipsoids ausgehenden Theile der Normale der Mittelpunkt 
(XYZ) der Kugel der mittleren Krümmung liegt, und will dies, 
in Folge einer an mich gerichteten Frage, da mir zufällig am 
Schluss dieses Heftes noch einiger Raum zu Gebote steht, jetzt 
nachholen, so leicht die Sache auch an sich ist, indem ich alle 
a. a. O. gebrauchten Bezeichnungen ohne weitere Erläuterung bei- 
behalte. 


Bezeichnen wir die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
der von dem Punkte (xyz) des Ellipsoids nach dem Mittelpunkte 
(XYZ) der Kugel der mittleren Krümmung hin gehende Theil der 
Normale mit den positiven Theilen der Coordinatenaxen einschliesst, 
durch A, u, v; so ist in völliger Allgemeinheit: 


X=z+Rcosi, Y=y+Rcosu, Z=z+Rcosv. 
Nach Nr. 4) und Nr.5) a.a. ©. ist aber: 


R=aet(5) +(%) +(5) $ 


also nach Vorstehendem: 


X—2=Roosı= abe} (z 5) + (£ 4) + (5 3). | cosA, 
Y—y= Rcoosu= abc!(3) +(&) ns (3) Los, 
Z—z _ Rcosv= abe, 5) +(2) + (35) $eosv; 


folglich nach Nr. 3) a. a. ©.: 


aet() +4) +5) oa (HA) 
T OLOROSEESVOROHON 
abe ) +(2) +6 Zar EN (5) HB) +(%) )+@ N 


woraus sogleich: 


cosA=— =. WE i 
cosu=— AU ANIENG) +( (# 4 OE 
BEN nase, 


en a 
a . , 1 


» 
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folgt. Bezeichnen nun aber «a, ß, y die 180° nicht übersteigen- 
den Winkel; welche der von dem Punkte (zyz) aus nach dem 
äusseren Raume des Ellipsoids hin gehende Theil der Nor- 
male mit den positiven Theilen der Coordinatenaxen einschliesst; 
so ist, wie ich in Thl. XXXVL. S. 83., worauf hier zu verweisen 
erlaubt sein mag, bewiesen habe: | 


cos = 5: VEIT 3) +(&) +(&) 
u OHOHOE 
STOHOHOL 


cosy = 


» 


c 
Also ist nach dem Obigen: 
cosA=— cost, cosu=—cosf, Ccosvy —=— Cosy; 
folglich: 
= 180%— co, u=180%—-P, v= 180% — y; 


woraus sich unmittelbar ergiebt, dass der Mittelpunkt (XYZ) 
der Kugel der mittleren Krümmung jederzeit in dem 
von dem Punkte (zyz) aus nach dem inneren Raume 
des Ellipsoids hin gehenden Theile der Normale liegt. 


Den Versuch allgemeiner Untersuchungen über die Lage des 
Mittelpunkts der Kugel der mittleren Krümmung in der Normale, 
für Flächen überhaupt, behalte ich mir vor. 


(seometrischer Ort der Mittelpunkte aller durch denselben 
Punkt gehenden Sehnen der Flächen zweiten Grades. 


Von Herrn Dr. am Ende in Langensalza. 


Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiten Grades ist 
bekanntlich: 


Aa24+ By? + C2?+2Dyz+2E22+2F2y+26G2 +24y+2Jz+ K=0. 


Es sei ferner ein Punkt gegeben, dessen Coordinaten f, g, A 
heissen mögen. Die Gleichungen der durch diesen Punkt gehen- 
den Sehnen der gegebenen Fläche haben alsdann die Form: 


y—9=L(e-f), —-h=M(<—f). 


Wenn nun x, v, w die Coordinaten der Punkte bezeichnen, in £ Y 
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welchen diese Sehne die allgemeine Fläche zweiten Grades 

schneidet, so hat man oflenbar zur Bestimmung der Coordinaten 

u, v, w die folgenden drei Gleichungen: | 

Au2+ Bv? + Cw? +2Dvw +2Euw+2Fuv +2Gu+2Hv+2Ju+ K=0, 
v—g=L(w—f), w—-h=Mü—f). 

Setzt man die aus den beiden letzten Gleichungen resultirenden 


Werthe von vo und w in der ersten Gleichung ein, und setzt man 
der Kürze wegen: 


Af+Eh+Fo+G=a, Bg+Dh+Ff+H=b, 
Ch+ Do+Ef+J=c; 
ferner: 
A+ BL?+CM?+2DLM+2EM+2FL=Q 
und 
Af?+ Bg?+ Ch? +2Dgh-+2Efh +2Ffg+2Gf+2Hg+2Jh+K=P:; 
so erhält man nach einigen leichten Reductionen: 


al a-Nn=-5 


Setzt man weiter: 
N Be P 
PeweN (er ree SE 


NE, dog nette rw, 


so ist: 


Bezeichnen nun ÄX, F, Z die Coordinaten der Mittelpunkte der 
“ Sehnen, so erhält man: 


rt, re, 
h— Z= at öLteM m; 


woraus folgt: 
DI Mr 


Um die Gleichung des Ortes zu erhalten, setzen wir diese 
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Werthe in der ersten der vorstehenden drei Gleichungen ein, und 
es ergiebt sich als Gleichung des Ortes die folgende: . 


g—-Y, h-Z 
ER ENEr m. 
AT h—Z le =2) 


Hr 1-2 : 
sh) "+o(t22 
oder: \ 
A(f- X)?+ B(g— F)? + C(h—- 2? +2D(g— F)(h—-Z) 
+2E(f-X) (kh—Z) +2F(f-A)(g- Y)=alf-X)+b(g-Y)telh-2). 
Wenn man nun den Anfangspunkt der Coordinaten so verlegt, 
dass f-X=X,, 9- Y=f}, und h—Z=Z, wird, so resul- 


tirt endlich als Gleichung des geometrischen Ortes der Mittel- 
punkte der Sehnen die Gleichung: 


AX?+ BY? + CZ? +2DY,Z, +2ENZ, +2FX, Pı, 
= aä, +bY, +cZ.. 


Da die sechs Coefficienten A, B, C, D, E, F, welche allein 
das Kriterium für die Flächen zweiten Grades abgeben, hier be- 
ziehungsweise dieselben sind, als in der gegebenen Fläche, so 
folgt hieraus der Satz: 

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller durch 
denselben Punkt gehenden Sehnen einer Fläche zwei- 
ten Grades ist stets wieder eine Fläche zweiten Gra- 
des von derselben Art. 


Man sieht zugleich, dass dieser Satz dem in Archiv Theil 
XLIl. Heft I. S. 98 über die Linien zweiten Grades mitgetheilten 
Satze ganz analog ist. 


M. vergl. noch Theil XLII. Heft I. S. 118. G. 


Berichtigungen 


zu der Abhandlung des Herrn Professor Durege Nr. I, in 
diesem Theile. 


S. 3. Z. 18. v. o. statt sowie lies worin. 

De EB WIRT a „ setze. 

IB Va, u 

EEE 0% 109 5 104. 

» 2. , 13. v0. „ w=w'tte les vewW=44e 
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XLIV. 


Das reguläre Siebzehneck im Kreise oder die Theilung 
der Kreisperipherie in siebzehn gleiche Theile. 


Von 


dem Herausgeber. 


Die Beschreibung des regulären Siebzehnecks in den Kreis 
oder die Theilung der Kreisperipherie in siebzehn gleiche Theile 
hat noch sehr wenig Eingang in die mathematischen Lehrbücher 
und in den. geometrischen Elementar-Unterricht gefunden, was 
unter allen Umständen sehr zu bedauern ist, da diese Theilung 
jedenfalls zu den merkwürdigsten und wichtigsten Erfindungen 
der neueren Zeit auf dem Gebiete der Geometrie und Mathematik 
überhaupt gehört. Dass einen grossen Theil der Schuld hiervon 
der namentlich für Anfänger immer einigermassen ‚schwierige 
Gegenstand selbst trägt, liegt vor Augen. Die in Thl. VI. Nr. VIH. 
nach Herrn Amiot von mir gegebene Darstellung, für so elegant 
ich dieselbe auch halte, würde sich schon ihrer analytischen Form 
wegen nicht zur Aufnahme in die geometrischen Elemente eignen. 
In einem in vielen Beziehungen sehr der Beachtung zu empfeh- 
lenden Buche: „La Fremoire’s Sammlung von Lehrsätzen 
und Aufgaben der Elementar-Geometrie (Planimetrie 
und Stereometrie). Aus dem Französischen übersetzt 
von E.F. Kauffmann. Nach dem Tode des Uebersetzers 
durchgesehen und herausgegeben von Dr.C.G.Reuschle, 
Professor am Gymnasiumin Stuttgart. Mit ca. 400 Ab- 
bildungen. 2. Auflage. Stuttgart 1862. 8. S.151—S.155. 
findet sich aber eine Behandlung des fraglichen Gegenstandes, 
die ich für verhältnissmässig so einfach und leicht, und zugleich 
für so rein-geometrisch halte, dass sie sich nach meiner Meinung 
sehr wohl zur Aufnahme in die geometrischen Elemente eignet. 
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Dieselbe wird a.a. O. ohne jede weitere Nachweisung Ampere 
zugeschrieben. Aus dem angeführten Grunde halte ich es für 
zweckmässig und der Tendenz des Archivs nicht entgegen, dieser 
nach meiner Meinung sehr schönen Darstellung, wenn sie sich 
auch in einem leicht zugänglichen Buche findet, dadurch die sehr 
zu wünschende weitere Verbreitung zu geben, dass ich ihr, mit 
einigen Zuthaten von meiner Seite, die folgenden wenigen Blätter 
dieser Zeitschrift widme. 


8. 2. 


In Taf. VI. Fig.1. sind aus dem Endpunkte A des Durch- 
messers AB eines Kreises, dessen Halbmesser wir durch r und 
dessen Peripherie wir durch p bezeichnen wollen, zwei Sehnen 
AC und AD in demselben Halbkreise gezogen. Tragen wir nun, 
die Sehne AC beibehaltend, die andere Sehne AD von B aus in 
denselben Halbkreis ein, so dass BE (Taf. VI. Fig.2. und Taf. Vl. 
Fig.3.) oder BC (Taf. VI. Fig. 4.) gleich der Sehne AD (Taf. VI. 
Fig.1.) wird; so können drei verschiedene Fälle eintreten, welche 
in Taf. VI. Fig.2., Fig.3., Fig.4. dargestellt sind. 


In dem in Taf. VI. Fig.2. dargestellten Falle, wo, wie schon 
erinnert, BE= AD, und 


Arc AC+ Arc AD <p 3 


ist, fälle man von C auf AB das Perpendikel CF und ziehe alle 
aus der Figur von selbst ersichtlichen Linien. Dann ist nach 
bekannten geometrischen Sätzen, die wir hier nicht einzeln nam- 
haft zu machen brauchen: 


AE.BC= AC.BE+AB.CE 
—= AC.AD+?2r. CE; 


AB.EF = AF.BE+ AE.BF, 
2r.EF= AC.AD+ 4E.BC; 


also: 
AC.AD= AE.BC—%.CE, 
AC.AD=®9r.EF— AE. BC: 
folglich durch Addition: 


Days. 2, AC.AD=r.(EF— CE). 


Br 


die Theilung der Kr 

Arc&F = AreBF+ ArceBE 
—= p-Are AF+Arc BE 
—=p—ArcAC+ArcAD, 

AreCE=p-—Arc AC—ArceBE 
= p—Are AC—ArcAD; 


(ArcEF=p—ArceAC+ArcAD, 
| ?ArceCE = p— Arc AC—Arc AD; 


zu welchen beiden Bogen EF und CE als Sehnen gehören. 


In dem in Taf. Vl. Fig. 5. dargestellten Falle, wo, wie schon 


R erinnert, wiederum BE= AD, und 


ArcAC+ArcAD>p 


ist, fälle man auch jetzt von C auf AB das Perpendikel CF und 
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ziehe die aus der Figur von |selbst ersichtlichen Linien. 


ist nach bekannten Sätzen: 


AC.BE= AE.BCU+AB.CE, 
AC.AD= AE.BC+?2r.CE; 
AB.EF = AF.BE+AE.BF, 
2r.EF=AC.AD+AE.BC; 
also: 
AC.AD = AE.BC+?r.CE, 
AC.AD = ?2r.EF— AE.BC; 


folglich dureh Addition: 
En AC.AD=1r.(EF+ CE). 


ArckEF = AreBF+Arce BE 
= p—ArcAF+ArcBE 
= p-ArcAC+ArcAD, 


Are CE = Arc AC+ ArcBE—p 
—=ArcAC+ArcAD—p; 


4 en = p—ArcAC+ArcAD, 
Bere ArcCE=ArcAC+ArcAD—p; 


zu welchen beiden Bogen EF und CE als Sehnen gehören. 


25* 
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In dem in Taf. VI. Fig. 4. dargestellten Falle, wo, wie schon 
erinnert, BC= AD, und 


Are AC+ArcAD=p 


ist, fälle man wieder von C auf AB das Perpendikel CF. Dann 
hat man als zweifachen Ausdruck des doppelten Flächeninhalts 
des rechtwinkligen Dreiecks ABC: 


AC.BC= AB.3CF = 3AB.CF, 


also: 


3). ... 40.4D=r.CF=r.Chord(2Are AC) 
= r.Chord (?2Arc AD). 


%. 3. 


In der Weise, wie aus Taf. VI. Fig. 5. von selbst ersichtlich 
ist, denken wir uns nun den Kreis in siebzehn gleiche Theile ge- 
theilt, und in dem einen der beiden Halbkreise die sämmtlichen 
von OÖ und A, ausgehenden Sehnen gezogen. Als Maasseinheit 
für alle Bogen nehmen wir den siebzehnten Theil der Peripherie, 
setzen demzufolge: 


A ENEE p=3; 
und betrachten nun zuvörderst im Allgemeinen das Product 
OAm. OAn; 


indem wir, was ohne der Allgemeinheit zu schaden, zulässig ist, 
annehmen, dass m <n sei. 


Hiebei können die drei folgenden Fälle eintreten: 
m+n>8, m+n<8, m+n=®8. 
Wenn m+n»>8 ist, so ist: 


m+nS 9, 


also: 


17— (m+n) < 17-9, 17-(m+n) <8 
folglich jedenfalls: 
| 17 — (m +n)< 8. 
Wenn m+n<B8 ist, so ist: 


17—(m+n)>17—8, 17—(m+n)>9; 


«- . an“ a a en TE 7 A u ee a a a 2\, INNE ee 
use a a Be BE N DE DES PETE Se 2 ET 
2 a ll are TTRER Una EIER AN Ar : MN u ER 

« P - \ 
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{ folglich jedenfalls: 
| 17 (m-En) >38}, 
Wenn m+n=8 ist, so ist: 
17 —(m+n) =17—8, 7—(m+n)=9; 
folglich jedenfalls: 
17—(mtn) > 84, 
Wenn also: 
m+n>8, m+n <8 
ist, so ist respective: 
17 —(m+n)<8%, 17—(m+n) >84. 


In der oben angegebenen Maasseinheit ausgedrückt ist oflen- 
bar allgemein: - 


Arc OAm + Arc OAn = (84 — m) + (&!—n) = 17—(m+.n), 


und nach dem Vorhergehenden ist also, wenn 


m+tn>S, m tn < 8 
ist, respective: 
Arc OAm+ Arc OAn <8, Arc OAm+ Arc OAn> 8} 
oder respective: 
ArcOAm +ArcOA„<p, Arc OAm + ArcOAn>P- 
Sei nun: 
I. m+n>S, 
und folglich nach dem Vorhergehenden: 
| Are OAn+Arc OAn<p. 
Offenbar ist, immer wit Bezug auf die obige Maasseinheit: 
p—ArcOAm+Arc OA. = 84 — (83 — m) + (84 —n) = 81 —(n—m), 
p— AreO Am— Arc OAn =83 — (84 — m) — (84—n) =81—117—(m-+n)}; 
also, wie sogleich in die Augen fällt: 
p— Arc OAu + Arc 0A, = Arc O Anm». 
p— ArcOAm— Arc OAn= Arc OA (ntm);5 


366 Grumert: Das reguläre Siebzehneck im Kreise oder 


folglich nach I) und 2): 
N... 04m. OA r.}0Aam— OAn- (em) 
Sei ferner: 
ll. m+n< 8, i 
und folglich nach dem Vorhergehenden: | 
ArcOAm+ Arc OA. > p. 
Offenbar ist, Bi Bezug auf die obige Maasseinheit: | 
p—ArcOAim + Arc OA. = 3 — (5 — m) + (8—n) = 84 —(n— m), 
Arc OAm+ArcO A —p= (84 — m) +(84— nn) — 3=83 —(n+m); 
also, wie sogleich in die Augen fällt: | | 
p—ArcOAm+ Arc OA. = Arc OA m, 
Arc OAm+Arc OA—p = Arc OAn4+m; 
folglich nach 3) und 4): 
RE OAm.OAn=r.OAn-m+ OAntmt. 


8.4. 


Mittelst der Formel 5) erhält man nun sehr leicht aus Taf. VI. 

Fig.5. die folgende Reihe von Gleichungen: 

04A,-A,Aı = r: AyAs; 

04,.4,As =r.A,Aa: 

043.4,As: 17.4545: 

04-44, = Tr: 4,45: 

04,.4A; =r.AvAr; 

04,:-Ao4 = r-AnA5: 

04,;.4Ar =r.Ao4s ; 

04,.4As = r. Aydı )3 
also durch Multiplication auf beiden Seiten, wenn man zugleich 
aufhebt, was sich aufheben lässt: | 


9) 0A, . O4, . O4; . O4,. OA, . O4, . 04; . OA; — rs, 


= 
den! Far if Si u > 


*) Man hat beide in 5) für das dortige Product angegebene Aus- 
drücke in Anwendung zu bringen. 
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Auf dieselbe Weise ist: 

04, . Aydı 7, A,4s; 

O4. A,Ay = 1T, AyAa; 

O4,.4,44 zT. Aods y 

04. AAs = r.AoÄı ; 


also durch Multiplication, wenn man zugleich aufhebt, was sich 
aufheben lässt: 


OA, . OA, . O4,. O4, = rt; 


und wenn man nun hiermit in 9) dividirt, so erhält man die bei- 
den folgenden Gleichungen: 


10) 0A,:04,. 04,.04, = rt, 
OA; . OA,. OA,;: O4; == r%; 
welche man auch auf folgende Art schreiben kann: 
| (0A, . O04,)x (OA,. O4,) -— r®, 
X(04;.04,)x(04,.04,) = rt. 
Nach 7) und 8) ist aber: 
04,.04, = 1.(04; + 04,), 
04A,.04, =r.(04A;— OA,) 


11). 


und: 
04,.04, = r.(04, + 043), 
O4;:: O4; = r.(O4, et OA,)”); 


also nach 11), wenn man der Kürze wegen: 


2 N=04, — 04;; 


12) . | 
P= 04,+04;, Q=0A, —- 04, 


*) Mittelst meiner Formeln 7) und‘ 8) werden alle Verwandlungen 
vorstehender Art, wie sie im Folgenden noch sehr oft vorkommen wer- 
den, stets mit der grössten Leichtigkeit und Bestimmtheit ausgeführt, 
was der Dentlichkeit wegen hier an den obigen Producten noch beson- 
ders erläutert werden mag. 


In 04,.04, ist 1+4=5<[8, also nach 8): 
04,.04,=r.}04A4+ 04m! =r.(04, + 04,). 
In 04,.04, ist 2+8=10S8, also nach 7): 


04, .04, = r.048-2— 0417-842)! =r.(04; — 04,). 


N a A ee Le N 
« ei, “ & E =: E 
ee Rn re F% 


setzt: 
ES EEE AR MN = 72,7 RO 7% 
Hiernach sind also die beiden Producte MN und P/Q bekannt. 


$. 5. 
Nach 12) und 13) ist: 


(O4; + O04A,) 04, — OA,) — r2, 
(OA, + 04,)(0A, — 0A,) = 13; 


also, wenn man die Multiplicationen auf der linken Seite ausführt: 


= 04.04, +04,:04— 043. 04;,— 04,.04,, 
2? — 04,:04% + 04.04; — 04,: 04; — 04,.04;; 


folglich nach 7) und 8): 


r= 04—04 
+ 04-04, 
— 04,404, 
—04+04, - , 
= (04; +04A,)— (04, —- OAy)} 
*-1(04-+ 04,)—- (0A, — 04,)! 
= (M— N)—(P-®), 


und: 
x r= 04+04; 
+04A,—- 04, 
—04,— 04, 
— 04,+04, 


. (04; + 04,)- (04, — 04,)} 
—1(04+04)— (04, —04,)! 
= (M— N)—(P—Q). 


In 04,.04, ist 3+5 —=8, also nach 8): 
04;.04, =r.1045-3404543} = r.(04, + 04,). 
In 0A, .04A, ist 6+7 = 138, also nach 7): 
04,:.04, =T.} 016 — OAr7—-(7+6)} = T.(0A, —0A,). 


Auf diese Weise gelangt man in allen Fällen schnell und sicher 
zum Ziel. 


ie 
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Aus beiden Rechnungen ergiebt sich demnach? die Gleichung: 
ER a (M—N)—(P—-Q) =r, 


so dass also die Differenz auf der linken Seite des Gleichheits- 
zeichens eine bekannte Grösse ist. 


® 


Nach 12) ist: 


M-N= 04, +04— 04, +04,, 
P—Q u 04, + O4 -— 04, + O4;; 


also, wenn man multiplicirt: 


(M—N)(P— @) 
= 045.04; + 04,- 04, — 04,. 04,4 04,.04;, 
+ 04,.04; + 04,.043— 04,.04;+ 04,.04; 
— 04A,:.04; — 04,:04, + 04,.04, — O0A,:04; 
+ 045:04,+ 04.04, — 04,:.04, + 04,: OA; 
folglich nach 7) und 8): 


eu 0A, +04, 
+04, +04; 
— 04,—04, 
+04, —04, 
Fo 04: 
+04, — 04, 
—04+04; 
+0A,—-04, 
— 04-04, 
—04,— 04, 
+04,+ 04; 
— 0A, — 04; 
+04, +04, 
+0A,— 04; 
—0%+1 04 
+04, — 04, 


= 4(04+04,)— (04 — 04,))} 
%. — 41(04,+ 04) — (04, ETF 04,)}; 


\ 


! 
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also offenbar: 
(M — N)\(P—@) =4r (M— N) —(P—-®)); 
und daher nach 14): 
SEE RER (M — N)(P—@) = 4r, 


so dass also das Product auf der linken Seite des ‚Gleichheits- 
zeichens eine bekannte Grösse ist. / 


N2 6%, 
Nach 7) ist endlich: 
04,.04,; =r.(0A— OA,), 
also nach 12): 
04,:.04, =1rQ, 
und daher hiernach und nach 12): 
16). ...04—-04=N, 04.04 = 17%. 


& 8. 


Der in den vorhergehenden Paragraphen gefundenen Glei- 
chungen bedient man sich nun zur AulERNEE unserer. Aufgabe 
auf folgende Art: 


I. Mittelst der Gleichungen 14) und 15), nämlich mittelst 
der Gleichungen: 


(M—N)—-(P-Q)=r, (M—N)(P—-Q) = 4, 


bestimmt man die nach den Formeln 12) offenbar positiven Grös- 
sen W— N und P—Q, wodurch sich 


M—-N=f; P-90=g 
ergeben möge. 


Il. Mittelst der ersten dieser beiden Gleichungen und der 
ersten der beiden Gleichungen 13), nämlich mittelst der Gleichungen: 


M—-N=f, MN=r, 


bestimmt man die nach den Formeln 12) offenbar positiven Grös- 
sen M und N. | 


III. Mittelst der zweiten der beiden Endgleichungen in 1. 
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und der zweiten der beiden Gleichungen 13), nämlich mittelst den 
beiden Gleichungen: 


P-Q=9, PQ=1R, 


bestimmt man die nach den Formeln 12) offenbar positiven Grös- 
sen P und Q@. 


IV, Mittelst der beiden Gleichungen 16), nämlich mittelst 
der Gleichungen: . 


OA;,— 04; BEMN., OA,:04; = ro, 


findet man OA, und OA,. Trägt man diese beiden Linien als 
Sehnen in den Kreis von O — einem beliebigen Punkte der 
Peripherie — aus in den Kreis ein, so ist die Differenz der 
beiden entsprechenden Bogen der siebzehnte Theil der Peripherie, 
und dessen Sehne die Seite des in den Kreis zu beschreibenden 
regulären Siebzehnecks, welche gesucht wurde. 


g 9. 


Hieraus sieht man, dass die Construction des regulären Sieb- 
zehnecks lediglich zurückkommt auf eine mehrfache und successive 
Anwendung der folgenden einfachen geometrischen 


Aufg abe. 


Wenna,bd,c beliebige gerade Linien von bestimm- 
ter Länge bezeichnen: unter der Voraussetzung, dass 
x grösser als y sei, die Linien z und y so zu bestim- 
men, dass den beiden Gleichungen 


za—y=a, iy=bc 
genügt wird. 


Auflösung. 
Wenn 5 =c ist und die beiden Gleichungen daher 


z—y=aua, xy = b2 


sind, so beschreibe man, wie Taf. VI. Fig. 6. zeigt, über AB=a 
als Durchmesser aus C als Mittelpunkt einen Kreis, errichte auf 
den Durchmesser AB in B ein Perpendikel BD—= b, und ziehe 
durch C und D eine Gerade, welche den Kreis in den Punkten 
E und F schneidet, so ist 


DE=xz, DF=y. 


a 
FR 
A We 2 

Es 
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Denn nach bekannten Sätzen ist: 
DE—-DF=-EF=AB=a, DE.DF= BD? = b2; 


also: 
zy=a, zy=b?; 
wie verlangt wurde. 


Wenn nicht 5=c und etwa b>e ist, so beschreibe man, 
wie Taf. VI. Fig. 7: zeigt, über AP=b als Durchmesser einen 
Halbkreis, schneide auf AB von Baus BC =cab, errichte in 
C auf AB ein Perpendikel CD bis zu dem Halbkreise, und ziehe 
BD. Auf BD trage man BE =a, welches grösser oder kleiner 
als DD sein kann, ab, beschreibe über ZE als Durchmesser aus 
F als Mittelpunkt einen Kreis, errichte in B auf BE ein Per- 
pendikel BG —=BD, und lege durch F und @ eine Gerade, 
welche den über BE als Durchmesser beschriebenen Kreis in 7 
und J schneidet ; dann ist 


GH=a TI: 


Denn es ist: 
GH-GJ =HJ=BE=«a, 
GH.GJ) = BG? = BD?= AB.BC=be; 
also: 
zz y=aynıızy = be; 
wie verlangt wurde. 


Nichts weiter als eine wiederholte Anwendung dieser einfa- 
chen geometrischen Aufgabe erfordert, wie schon,.erinnert, nach 
$.8. die Beschreibung des regulären Siebzehnecks in den Kreis, 
was sich auch leicht zu einer Gesammtconstruction dieser regu- 
lären Figur zusammensetzen lässt. Darüber mich weiter zu ver- 
breiten, halte ich aber hier für unnöthig und unnütz, würde jedoch 
dessenungeachtet solche möglichst elegante Constructionen, wenn 
man sie mir mitzutheilen die Güte haben wollte*), gern in das 
Archiv aufnehmen. 


$. 10. 


Aus der Seite des Siebzehnecks erhält man sogleich die Seite N 
des Vierunddreissigecks, kann dieselbe aber auch unmittelbar auf 
folgende Art finden. 


*) Eine Construction dieser. Art s. m. Thl. VI. S.54. ff. Taf.I, Fig. 4. 
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"Man erhält N und / auf dieselbe Art wie in $.8., und kennt 
also zunächst die Summe 


i 0, +04, =P. 
Nach 7) ist aber 
04.04, =r.(04,—04A,)=rN, 
so dass man also die beiden Gleichungen 
0%, +04 =P, 04,.04 =rN 


hat, mittelst welcher OA, und OA; gefunden werden können, in- 
dem man bemerkt, dass 0A,, welches, wie sich aus Taf. VI. 
Fig.5. sogleich ergiebt, die Seite des Vierunddreissigecks ist, 
immer die kleinere der beiden Grössen OA, und O4, ist. 


Sucht man zwischen den beiden bekannten Geraden r und N 
auf bekannte Weise die mittlere Proportionallinie, und bezeichnet 
dieselbe durch S, so werden die beiden obigen Gleichungen: 


04A,+ 04; = P, 043: O4; = Ss. 


Zieht man also in Taf. VI. Fig. 8. die Linie AB=P, be- 
schreibt über derselben als Durchmesser einen Halbkreis, macht 
AC= AO, also BC= O4,, und errichtet in C auf AB ein Per- 
pendikel CD bis zum Halbkreise, so ist 


CD?= AC.BC= 0%.04 = 8, 


also CD= S, woraus sich auch unmittelbar ergiebt, dass immer 


S<4P ist. 


Ueberhaupt kommt die Bestimmung von O4, und O4, auf 
die Bestimmung zweier Linien ©, y aus zwei Gleichungen von 
der Form 


arhy mia, nay == 62 


zurück. Zu dem Ende ziehe man in Taf. VI. Fig. 9. die Linie 
AB =a, beschreibe über derselben als Durchmesser einen Halb- 
kreis, errichte etwa in B auf AB ein Perpendikel BE—b, und 
ziehe durch E mit AB eine Parallele, welche den Halbkreis in 
D und D' schneidet. Fällt man dann von D auf AB das Per- 
pendikel CD, so ist 


‚AC+BC=4B=a, A4C0.BC= CD?= BE b2 


und AC und BC liefern also die Werthe der beiden unbekannten 
Grössen, von denen BC die kleinere ist, deren man bei der Be- 


« 
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stimmung der Seite des Vierunddreissigecks nach dem Obigen be- 
darf. Dass im Allgemeinen die Bestimmung der Linien z, y 
mittelst des Obigen nur möglich ist, wenn von der durch E mit 
AB gezogenen Parallele der Halbkreis wirklich getroffen wird, 


d.h. wenn 5 <a ist, versteht sich von selbst. 


La Fremoire hat sich a.a. ©. S.179 auch mit der numeri- 
schen Berechnung der Seite des regulären Vierunddreissigecks 
beschäftigt; er giebt dafür den folgenden Ausdruck, wenn r den 
Halbmesser des Kreises bezeichnet: 


Se v17 
"2 _99(743v174V VO-UV IT ANAND) 


oder, noch weiter vereinfacht: 
ı7—149v17+ 9 34-2917 —2Y (17 +3v17 — V 170 +38v17)). 


Eine sehr vollständige Berechnung des regulären Siebzehn- 
ecks hat Paucker angestellt in seinem sehr vieles Gute ent- 
haltenden Buche: Die ebene Geometrie der geraden 
Linie und des Kreises, oder die Elemente. Erstes 
Buch. Königsberg. 1825. S.263— 8.269.“ Er findet für 
die Seite des regulären Siebzehnecks den folgenden Ausdruck: 


179 134-3417 HIV 17-4V 17 43V17 N VOFBBVN). 


Dass ich für die vollständige Richtigkeit aller dieser numeri- 
schen Ausdrücke nicht stehen kann, versteht sich von selbst, da 
ich sie nicht auch selbst entwickelt habe. 


Anmerkung. 


Bekanntlich hat Gauss den folgenden allgemeinen Satz be- 
wiesen: 


Wennn eine Primzahl und n—1= 2«3ß5Y.... ist, so 
lässt sich die Theilung des Kreises in n gleiche Theile 
zurückführen auf die Lösung von «a Gleichungen des 
zweiten Grades, ß Gleichungen des dritten Grades, 
y Gleichungen des fünften Grades u. s. w. 


Für ß=0,y=0, us.w. ist n—l=2%, n=2“+1, und 
es lässt sich also sagen, dass, wenn 22 +1 eine Primzahl ist, 
die Theilung des Kreises in 2*+1 gleiche Theile immer ausge- 
führt werden kann durch die blosse Auflösung quadratischer 
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Gleichungen, also bloss durch die Hülfsmittel der elementaren 
Geometrie, bloss mittelst der geraden Linie und des Kreises oder 
mittelst des Lineals und des Zirkels. Die Zahl 17 ist eine Prim- 
zahl und es ist 17 =16+1 = 2*+1. Auch die Zahl 257 ist eine 
Primzahl und 257 =256+1=23+1. Natürlich gehören diese 
Bemerkungen über eine der tiefsinnigsten Theorieen gar nicht 
wesentlich hierher und zur Sache, da dieser Aufsatz durchaus 
und nur eine elementare Tendenz hat. Ich kann nur wünschen, 
dass das Obige Aufnahme in die Lehrbücher der ebenen Geome- 
trie finde, wozu es mir allerdings geeignet zu sein scheint, indem 
eine noch einfachere und noch mehr elementare Darstellung des 
betreffenden wichtigen und so sehr interessanten Gegenstandes 
auch wohl schwerlich möglich sein dürfte. Sollten, ohne die 
Strenge und Bestimmtheit der Darstellung zu beeinträchtigen, 
noch Vereinfachungen gefunden werden, so wird jedenfalls deren 
Mittheilung im Archive, um die ich recht sehr bitte, sehr zu wün- 
schen und mit besonderem Danke aufzunehmen sein. 


XLV. 


Integration der Differential-Gleichung 
Ad) mtzIR +2)y" + (m—n)y' — MM (m+2)2y = 0, 
in welcher m, n und A constante Zahlen sind. 


Von 
Herrn Simon Spitzer, 


ausserordentlichem Professor der höheren Mathematik am k, k. poly- 


technischen Institute zu Wien. 


Diese Gleichung ist ihrer Form nach äusserst ähnlich der- 
jenigen Differentialgleichung, zu der wir gelangt sind, indem wir 
ein partielles Integral in der Form 


afwy mtr 
(2) I Au: .o. 


ET De | wer u | Eu a A DE a 
r \ \ EIN Era a 
& at, IE 4 „ e 
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voraussetzten; das Integral der Gleichung (1) aber ist der Form 
nach wesentlich verschieden von der Form (2). 
Setzt man 
(3)  (n+2):" = A(m+ 2)z, 
so lässt sich diese Gleichung leicht integriren. 
Durch Differenziren der Gleichung (3) erhält man: 
(4) (n+x)2" +2" = A2(m+ 2)2‘ + 42%. 
Eliminirt man aus (8) und (4) das z, so erhält man: 
(m+2)(n + x)2" + (m — n)2" — A2(m+ z)%' = 0, 
und setzt man hierin 


!=y, 


so erhält man: 
(m + x)(n+x)y" +(m— n)y' — im + 2)?y —=V. (1) 
Ist demnach das Integral der Gleichung (3) r 
: = C1Y(2) + CoYl@); 
so ist das Integral der vorgelegten Gleichung: 
y= GyKe)t Clay) *). 


*) Der Aufsatz, auf welchen oben im Eingange dieses Aufsarzes 
Bezug genommen, findet sich im dritten Hefte dieses Theils Nr. XL. 
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xXELVE. 


Die merkwürdigen Geraden der dreiseitigen körper- 
® . 2 > D) ® 
lichen Ecke und ihre Entfernungen von einander. 


Von 


dem Herausgeber, 


g.1. 


Die merkwürdigen Geraden der dreiseitigen körperlichen Ecke 
sind als merkwürdige Punkte des sphärischen Dreiecks schon öfters 
behandelt worden, und diese Punkte sind allgemein bekannt. Man 

hat sich aber, so viel zu meiner Kenntniss gekommen ist, bisher 
nur auf die ersten und einfachsten Grundzüge dieser Theorie be- 
schränkt, und allgemeine Lagenbestimmungen der merkwürdigen 
Geraden der dreiseitigen körperlichen Ecke, so wie Formeln für 
die, natürlich als Winkel oder angulär aufzufassenden, 
Entfernungen derselben von einander, sind meines Wissens noch 
nicht gegeben worden, wenigstens noch nicht in der gehörigen All- 
gemeinheit und erforderlichen Vollständigkeit. Der vorliegende 
Aufsatz soll daher diesem Gegenstande gewidmet sein. 


$. 2. 


Wir denken uns eine dreiseitige körperliche Ecke, welche von 
den, von dem Punkte O ausgehenden Geraden Q@A, OB, OC 
gebildet wird. Die von den Ebenen AOB, AOC; BOC, BO4; 
COA, COB gebildeten, an den Geraden OA, OB, OC nach 
dem inneren Raume der Ecke hin liegenden Winkel bezeichnen 
wir respective durch A, B, C; und die denselben gegenüberlie- 
genden Seiten BOC, COA, AOB der Ecke respective durch 

. a,b, c; ganz eben so wie die Winkel und Seiten des der Ecke 
“entsprechenden sphärischen Dreiecks. « 


Theil XLII, 26 


ni lg a % 
” ar : Az Be; 


378 Grunert: Die merkwürdigen Geraden der aröisehigen 


Allen unseren folgenden Betrachtungen legen wir ein recht- 
winkliges Coordinatensystem der xyz zu Grunde, dessen Anfang 
der Punkt O ist; die Gerade OA sei der positive Theil der Axe 
der z, die Ebene AOB sei die Ebene der xy, und in derselben 
werde der positive Theil der Axe der y so angenommen, dass 
er mit der Geraden OB auf derselben Seite der Axe der x liegt; 
den positiven Theil der Axe der z nehme man aber so an, dass 
er mit der Geraden OC auf derselben Seite der Ebene der xy 
liegt. Bezeichnen wir unter diesen Voraussetzungen die 180° 
nicht übersteigenden Winkel, welche die Geraden 


. 04, OB, 0C 
mit den positiven Theilen der Axen der z, y, x einschliessen, durch: 
&o, 5 a5 Pos Pı> Pa; 90 N Y2 3 


so ist oflenbar: 


%o= 0, ca = 909, &, = 90°; 
Bb=cC At M-d, A=W% 
y=b, Yı —Iı> Y2 — a3 


wo nun noch die Winkel y, und 7, einer näheren Bestimmung 
bedürfen, die wir jetzt geben wollen. 


In der @eraden OC nehme man einen beliebigen Punkt M an, 
dessen Entfernung von dem Anfange der Coordinaten © wir durch 
r, und dessen Coordinaten in dem angenommenen Coordinaten- 
systeme wir durch r, 9, 3 bezeichnen wollen; dann ist bekannt- 
lich in völliger Allgemeinheit: 


F=TC0Sy, Y=rcosp, 3=TCosY. 


Denken wir uns nun von dem Punkte M auf die Axe der z ein 
Perpendikel p gefällt, so erhellet auf der Stelle, dass in völliger 
Allgemeinheit 

p=[trsind 


ist. Wenn wir uns aber ferner von dem Punkte M auf die Ebene 
der 2] ein Prpendikel gefällt denken, so erhellet eben so leicht, 
dass in völliger Allgemeinheit: 


y=pcosAd, 3=psinA 
ist. Also ist nach dem Vorhergehenden: 


y=rsindbcos4d, 53=trsindsin A; 
und folglich: 2 


® 
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rcosyı =rsinbcosd4, rcosy =rsindbsin A; 


also: 


cosy, =sinbcos A, cosygy = sinbsin A. 
Wir haben daher jetzt die folgenden Formeln: 
cos«=1, cosy=0, 08.0; 
1) !cosßy=cose, cosß, =sinc, cosß,—0; 
‚cosyp=cosdb, cosy =sinbcos A, cosy—=sindbsin A; 


welche die Hauptgrundlage unserer ferneren Untersuchungen bilden. 


3. 2 


Zunächst wollen wir nun Auflösungen zweier Aufgaben über 
die Ebene in solcher Form geben, wie wir dieselben im Folgen- 
den gebrauchen werden. 


Il. Wenn 
x Yy z 
COS@, LOSBn  ,COSYo 


x Yy z 
cos cosß, cosy 


die Gleichungen zweier durch, den Anfang der Coordinaten gehen- 
den Geraden sind, und die Gleichung der durch diese beiden 
Geraden bestimmten Ebene verlangt wird, so sei 


Az +By+ C:=0 
diese Gleichung. Dann ist nach den Bedingungen der Aufgabe: 
Acos&, + Bcosß, + Ccosy, =, 
Acosa; + Bcosß, + Ccosy, = 0; 
und man kann folglich: 
A= cos ß,cosy, — C0SYgC08 Pf}; 


B= c0sy, 608 &) — COS a, C0SY1 ; 


C = cosa,cosß, —CcosPßycos a; 


setzen, so dass also: 


(cos ß, cosyı — 608 y,cos Pı)x 
+ (e08y9 C08a, — 608 0, C08Y,)y = 0 
+ (C08 0, cosß, — cosß, Cosa) 2 


26* 
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die Gleichung der durch die beiden gegebenen Geraden bestimm- 
ten Ebene ist. 


1I. Durch eine gegebene Gerade, deren Gleichungen 


T ER Sa IL 2 


cos« cos cosy 
sind, soll eine, auf der durch die Gleichung 
Az + By+CG=0 


gegebenen Ebene senkrecht stehende Ebene gelegt werden. 


Die Gleichungen der Durchschnittslinie der gesuchten Ebene 
mit der gegebenen seien: 


cos0” Cos® cos” 


so ist: 
Ac0os$ + Bcosw» + Ccosd =. 
Die Gleichung der gesuchten Ebene ist nach I.: 


(cosßcos® — C08YyC0Ssw)zT 
+ (cosycos0 — cosacosd)y 7=V; 


+ (cosacos » — cosßcos6)z 


und da nun diese Ebene auf der gegebenen Ebene senkrecht 
stehen soll, so hat man nach den Lehren der analytischen Geo- 
metrie die Gleichung: 
A(cosßcos® — cosycoso) 
+ B(cosycos9 — cosacos®) Y—0 
+ C (cosacos » — cosß c0s80) 
oder: 
(Bcosy — Ccosß)cos® | 
+ (Ccose— Acosy) cos» =. 
+ (Acosß — Beose)cos® 
Also kann man, wenn -G einen gewissen Factor bezeichnet, 
wegen der beiden vorher zwischen cos®, cosw, cos® gefunde- 
nen Gleichungen : 
cos = G{B(Acosß — B cosa) — C(Ceosa— Acosy)}, 
cos0a= Gt C(Bcosy — Ccosß) — A(Acosß— Bcoso)}, 
cos8= Gt A(C cosa — Acosy)— B(Beosy— Ceosß)}; 
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3 oder: 
| cosd =GtiA(Acosa+ Bcosß+ Ccosy)— (4?+ B?+C?)cose«}, 
cosa=Gt!B(Acos«a + Bcosß+ Ccosy) — (A?+B?+C%cosß}, 
cosß=GL!C(Acosa+Bcosß+ Ccosy) — (A®?+B? + C2)cosy! 


setzen, woraus sich mittelst leichter Rechnung: 


1 
G= + en et 
N (A24+ B?4+ C2){ 42+ B? + C?— (Acosa+Becosß+ Ccosy)?} 
oder: 
G=4 = i a en 
igsı 2 SEE N 


> t(Acosß-Beose)?+(Bcosy-Ücosß)?+(Ccosa— Acosy)?} 
und folglich: 


ea Bee Fee kA FBF re NenBu 
S6=E 77 ErB2F CHA} B?+O>— (deosat BoosB+ leo}. 


B(Acos«a-+ Bcosß + Ccosy) — (A?+ B?+ C?) )cosß 


c0sW — =# 7OBrB2r OD ArHB2IO?— (Acosa+Bcosß+Ccosy)?} 

rer a oosd Eee UN FB®r easy, 
SOSO TE Carr B>F CH A>HB>HC?—(AcosatBeosBtCeosn)?i 
oder 


un A(Acosa + Bcosß + Ceosy)— (4? + B?+C2) cos« 
DaRse Zr TEEN 
><(Acosß-Beos«)?+(Bceosy-Ceosß)?+(Ceosa-Acosy)?} 
B(4Acos«e + Bcosß + Ccosy) — (4?+ B?+ C?2) cosß 
cosa + Sm er =? Ir 2 tom we rn 1 an Ferner St. BIETE CET Sa BL TEE 
v (4?+ B? + C2) 
 »><t(Adcosß-Becosa)?+(Beosy-Ccosß)?+(Ceosa-Acosy)?} 


> 


Pi, C(Acosa+ Beosß + Ccosy)— (42-+ B?-+ CO?) cosy 
Er TogEn: GEGEN 
<<! (Acosß—Beosa)?+(Bcosy— Ccosß)-+(Ccosa-Acosy)?} 


ergiebt. 


Sollen die Winkel 8, ©, © der Projection des durch die 
Winkel «, ß, y bestimmten Theils der gegebenen Geraden auf 
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der gegebenen Ebene entsprechen, so muss, wie sogleich erhel- 
let, die Grösse 


c080C0S6 + cosßcosw + cosycos® 


positiv sein. Diese Grösse ist aber nach dem Obigen: 


Fy ZrR+c C? — (Acos« + Bcosß + Ccosy)? 
Ta Bee 


oder: 


=: Veerafle B coso)? + (Beosy— Ccosß)?+(Ccosa— Aco a— Acosy)2, 
ER REN A324 B24 02 mer 


und man muss also unter der gemachten Voraussetzung in den 
obigen Formeln die unteren Zeichen nehmen, was auch für das 
Folgende gilt. 


Für die Gleichung der zu bestimmenden Ebene erhält man 
mittelst des Obigen leicht: 


(B cosy— Ccosß)z + (Ccosa— Acosy)y + (Acosß— Bcose)z—(. 


Bezeichnet man den Winkel, welchen die durch die Winkel 
@, ß, y und 6, o, © bestimmten Theile der durch die Gleichungen 


X Yy z x Yy z 


— — < - —_ u — 
— 


= un — 
cosa cosß cosy cos” cos C0S® 


charakterisirten Geraden mit einander einschliessen, durch P; so ist: 
cosP = cosacos® + cosßcosw + coSy cos®, 


also nach dem Obigen: 


Er A?+ B? +0? — (Acosa+ Bcosß + Ccosy)? 
PN 4°} Ber RER TEL ; 


(Acosß— Beosey +LEgoSy— CeosP) Si ERBE 
A? + B? + 0? 


ER TERN ATI Acosa+Becosß+ Ccosy\?’ 
en v 42 + B?+ 02 


=Tr 


und folglich: 


Acosa+ Beosß + Ceosy 


soP=-4t VE+BR+ © 


wo die Zeichen zu den vorhergehenden in keiner Beziehung stehen 
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| körperlichen Ecke und ihre Enlfernungen von einander. 383 
und das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, 
jenachdem die Grösse 

Acos@« + Becosß + Ccosy 
positiv oder negativ ist, indem wir hier alle Winkel nicht grösser 


als 180° nehmen. 


Ill. Wir suchen ferner noch die Gleichungen der Geraden, 
welche den, von zwei durch die Gleichungen: 


x Y z 


CoS@%, CoSßyo COSY 


r Yy z 
cosa; cosß, cosyı 


charakterisirten Geraden eingeschlossenen, 180° nicht überstei- 
genden Winkel halbirt, der den durch die Winkel «, Bos Yo und 
& > Bi, 7ı bestimmten Theilen dieser Geraden entspricht. 


Die Gleichungen der gesuchten Geraden seien 


und 


Az + By + GC: =0 
sei die Gleichung der durch die beiden gegebenen Geraden be- 
stimmten Ebene, wo also nach |.: 
A = cos ß,C08Y, — C0SYgCosPßı; 
B = cosy, 608 &; — C0S 0, COS > 
C = cosa,cosß, —cosßy COS C, 
ist. Weil in dieser Ebene die gesuchte Gerade liegen muss, so ist: 


Acos® + Beoso + Ccos® —=(. 


Von © aus schneide man auf den durch die Winkel os Bos Yo 
und &,, ßı, Yı bestimmten Thheilen der beiden gegebenen Gera- 
den zwei gleiche Strecken r ab, so sind 


7COS&g, FCOSßy, TCOSYu; TCOSsa;, rcosßj, rCcosyı 


die Coordinaten der Endpunkte dieser beiden gleichen Strecken, 
und die Gleichungen der durch diese beiden Punkte bestimmten 
Geraden sind: 

C—TCOStg ___Y—rcoSPfo __ _2TTCOSyo_ 


ne: - BR ’E ine ea ni 
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Weil auf dieser Geraden die zu bestimmende Gerade senkrecht 
stehen muss, so ist: 

(cosay—c080,)c0s0+(cosß,— cosß,)cos + (CosYyy-Cosy})c0os® —U, 


und zwischen c0os®, cosw, cos® haben wir also die beiden Glei- 
chungen: 


Acos$8+Bcoso+ Ccosd —=(, 
(c0s@y—Cosa,) cos + (cosß,—cosß,)cos + (cosy,—cosy}) cos —=0; 


aus denen sich, wenn @ einen gewissen Factor bezeichnet, die 
folgenden Ausdrücke ergeben: 


c0s0 = @! B(cosyy— 608 7,)— C(cosß,— cosß})}; 

cos»—= Gt} C(cusa, — cos %4)— A(cosyy— cosyı)};> 

cos =G!A(cosßy — cosß,)— B(eosy— cos)‘; 
also, wenn man die obigen Ausdrücke von A, B, C einführt: 


c0s0 =G(cosay+ cosa,)t1— (cosaycosa; +cosß,cosß, +eosy,cosy,)}; 
cosw—=G(cosß,+cosß,)il—(cosa,cosg, +cosß,cosß,+cosyycosyy)}; 
c0S8=G(cosy, + c05y,)}1—(cosa,cose, +cosßycosß,+cosyo cosyı)}. 


Quadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann zu einander, 
so erhält man nach einigen leichten Verwandlungen: 


1 = 2G?}1-+ (cosa,cosa, +cosß,cos ßı + c0Sy, cos 7,)} 
><11— (cos a, cos a, + cos ß,cosß, + cos Y0 c08Y,)}? 

= 26@?}1— (cosa,cosa, + cos ß, cos, 4 cosy,cos yı)\ 
>xt1— (cosa,cose, +cos ß,cosß} +cosyy cos Yı)?). 


Bezeichnen wir den, von den beiden durch die Winkel &o> Bo» Yo 
und &, Pı, yı bestimmten Theilen der beiden gegebenen geraden 
Linien eingeschlossenen, 1809 nicht übersteigenden Winkel durch 
SL, so ist bekanntlich: 


cos 2 = C08S0,c0s«; + cosß,cosß, + cos Yocosy;, 
also: 


1=2@G?(1 — cos 2) (1 — cos 22) 
= 46G?sin32?sin 22 = 16@? sin 424 c0s1N2, 


und folglich: 


[v 
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} 1 
er E fan 192 c0s42' 
Also ist nach dem Obigen: 


(cos, + cosa,) (l— cos 2) coSsay + cosa, 


et 4sin422cos} m 2 cost 

_., (eos ßo+cosP,ı)(l— cos 2) cos ß, + cosßı 
Baur 4sin4Q22cosiN + 260322, 
ie (cosyu + cos}}) (1—.cos 82) 2 red + cosyı, 


4sin422cos12 2c0os 42 


Die Gleichungen der gesuchten Geraden sind: 


fe Yy %, 
cosa@g+cosa;  cosß, +cosßı cosyytcosyı 
Auch ist: 
Ks Be 3(&o + 0%) c0s3(&, — a), 
KR cos4 
cos3(ß,+ Pf) eos3(fo — 
coso—-+t 3(ßo Pı)e (Po Bı) 
cos4S2 


sr tn) en), 
cos3 
und die Gleichungen der gesuchten Geraden sind: 


x Ye ER 
cos4(@y +0,)c0s4(a— ca) cos4(ßp+P;) cosHßo—Pı) 


[21 


— cos 3(yo + rı)cosz(yo — A) 


Sollen 6, ©, © dem Theile der zu bestimmenden Geraden 
entsprechen, welcher innerhalb des von den durch die Winkel 
&> Po; 70 und a, Pi, Yı bestimmten Theilen der beiden gege- 
benen Geraden eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Win- 
kels liegt; so müssen oflenbar 


c0S0,C0S0 + cos „cos w + COSY, COSW, 
c0S0, cos® + cosß, cosw + cos; C0S® 


positive Grössen sein. Der gemeinschaftliche Werth dieser Grös- 
sen ist aber nach dem Obigen: 


| r 1-+(cosa,cosa; +4 cosßycosß, + cosyocosyı _ „‚Lreos® 
m 2c0os42 tigt 


—4cos32, 


386  Grunert: Die merkwürdigen Geraden der dreiseitigen 2 


\ «i 1 
und da nur das obere Zeichen einen positiven Werth liefert, so 
ist klar, dass man unter der gemachten Voraussetzung: 


Ey coSa, + C0Sa, 
TB 


re cosß, + cosß, ° 
EFPTTTERIEE - 


coSsy, + cosyı, 


ARTE eh N Bean £. 
- 260812 95 
oder: 
cos4(« %) cost, — 0 
ae u a Al Car 
cos432 
Eh cos3(ßo + Pı) cos3(ßo—Pı) 
w— BETRETEN 3 
cos} 
una __ 08 3(Y0 + Yı) C0S3(yo —Yı) 
sau — nl 
cos3S2 
setzen muss. 
$. 4. 


Die Gleichungen der Geraden OA, OB, OC sind: 


eg NZ 
cosß, cosßı CoSPßg 
Z RAR 0 


—_ — En 
— 


C0OSYyy  COoSsfı COSYa 


Also sind nach $. 3.1. die Gleichungen der Ebenen der Winkel 
BOC, COA, AOB oder a, b, c respective: 


(cos, C08Syg— CoSyı c08sPo) x 
+ (cos ßz cosyy—c0SY,cosß,)y ? —0, 
+ (cos ß,c0osYy} — cosyo cos ß,)2 

(COS Y] COS, — COS Q, COSYy)X \ - 
+ (COS 75 C08%, — 6050, C0SY,)y ? —0, 


+ (cos Y9 C0S% — C0S 0, 005 Y,)2 


2 
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(cos a, cosßs— cosfj C0S%)x 
+ (cosa,c0s By — cosßgc0sa)y | =; 
+ (cos a,cosß} —Cos ßyC0S 0) 2 


‚also nach 1), wie man leicht findet: 


x 


'  sindsinesin A.x 
— sinbcoscsin A.y —=6, 
2)... © —(cosdsine—sinbcosccos A)z 
sin A.y— cos d.2—=0, 
20. 


._— 


&. 5. 


Wir betrachten zuerst die Gerade, welche von den drei Ge- 
raden OA, OB, OC gleich weit entfernt ist, und bezeichnen 
dieselbe durch OO,; die von ihr mit den positiven Theilen der 
Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden 
Winkel durch @,, ®o, ®0; ihre Entfernung von den Geraden 
OA, OB, OC durch R,. Dann haben wir die drei folgenden 
Gleichungen: 


c0Sa,C0Ss 4, + COS a, cos wg + COS ag Cc0SsW, = cos; 
cosß,cos4, + cos} cos wg + Ccosß,cosd,—cosR,; 
C0OSY,C0S4, + 60871 COS @, + C0OSYzc0osW,—=cosR,; 


aus denen sich leicht die drei folgenden Gleichungen ergeben: 
cos, (cos ß, COSyg — cos ßgcosYı) 
+ cos ß, (C0SY} C0Sdg— COSYgCoSa,) >C0Ssh, 
+ c0s79 (C08 a COS Pa — C0S a, cos f}) 
‘(cos &, cosßg — C0S%,CosP}) 


— $ +(cosß, c0osyg — cosßzcosy}) > cosRo; 


- + (C0SY] C0S&g — C0SYy COS) 


COS 0, (c0SPg c0Ssyy — cos, COS Y5) 
+ cosß, (C0SY2C0S@y—C0SY9u COSA,) COS @y 
+ cos, (cos 2 C08 Bo — cos a, cos ß,) 
(COS @gC08sßy — C0SayCoSP,) } 
— S + (cosfz cosy, — cosßy C0Sy7) 7 cos Ro; 


+ (C08 yg C0S &g — C08 Yo C08 05) 
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cos ag (cos Py c0SYy} — CoSß, CoSyy) 
+ cos Pa (COSYy COSA, — COSY, COSC,) COS, I 


+ 00872 (cosa,cosß, — Cosa, cosPß,) 


(cos &,c0sß, —Cos &, CosPßy) 
—=< + (cosß,cosy}, —cosPß, cosyo) F CosKo: 


+ (C0O8Y9 C0S&, — C0SY] COS@y) 


Nun überzeugt man sich aber leicht von der Richtigkeit der 
beiden folgenden allgemeinen Relationen: 


(cosa,cosß] — COS a, CosPßy,) (COS Py COSYı — COS Pj COS Yo) 
+ (cos co, cos fg — cos ag Cosß,) (Cosß, COSYyg —cosßycos}j) 
+ (cos og cos ß,— C0S@,CoS P,) (cos fg cos yg — COS, COS Yg) 

= . (cosaycosß,-+ cosa;cosß, + cosa,cosPß,) 

>< (cos ßg coSsYo + cos P} cos Yı + cos Pa cos yg) 

— (C0879 C0S@, 4 C0SY, Cosa, + C0SYz COSK5,) 

und 
(cos aycos P, — Cosa, cos ß,)? + (cos a, CoS fg — COS, cos Pß,)? 
+ (cos u, cos fg — C0S 9 C08 Pa)? 
—=1—(cosogcosßy + Cosa, cosfj + cos ag cos ßa)*. 


Quadrirt man also die drei obigen Gleichungen und addirt sie 
dann zu einander, so erhält man, wenn man nur überlegt, dass 


cosa = cosß,ycosyy + cosß, cosy, + cosßzCosys, 
cosdb = 608796080, + C0SY} Cosa, + COSYg COSay,, 
COSC = C0S0,C0Sßy + Cosa; cosß, + cosay cos PP, 


ist, leicht die folgende Gleichung: 
cos ag (cos, C0OSYa — cos ß,cosYj) E 
+ cosßy(cosyj C08%,— COSYy COS dj) 
\ + 0089 (C0S 0, c0sßg — C0Sa,cosß}) 
sina?+ sind? + sin. c? 


+2(cosbcosce — cosa) 


=> cos Ra 
+ 2(cose cosa — cosb) 9 
| +2(cosacosb — cosc) 
sin a? + sind? + sinc? ' 
— 2(cosa — cosd cosc) 
— cos Rog>; 


— 2(cosb — C0OSC Cosa) 
— %(cosc — cosacosb) 


u 
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oder nach einer allgemein bekannten Formel der sphärischen Tri- 
gonometrie: 


c0os@,(cosß} COSyg — cosßzcosyı) \ ? 
+ cos ß, (cos yı COS @g— C0SYgC0Sd}) 
+ c0syo (cos a C0SßPg,— COS, cosfj) : 


sin a?+sind? + sinc? 
= cos Roy-- 
—2sindbsincecosA — ?sinesinacosB — 2sinasindcosC 


Weil nun aber nach 1) und den Lehren der sphärischen Trigo- 
nometrie: 


c0S 0, (COS Pj COS Yyg — cos Py Ccosy}) 
+ cosß,(cos yj COS — C0SY,C0Sd,) 
+ cos Yo (cosa; C0SsPg,— cosa,cosß}) 


— sindsinesin A=sinesinasinB = sinasindbsinC 


—= N 1-—- cosa?— cosb2— cosc?+2cosacosbcose *) 


ist, so erhält man die Formel: 


9) 


1— cos a? — cosb?— cos c?+?2ecos acosbcose 
sin a?+sin 52-4 sin c? 


3 
— 2sindsinecosA—2sincsinacosB-2sina u 


cosk,—t 


wo für cosA, cosB, cosC auch leicht ihre Ausdrücke durch die 
Seiten a, 5b, c gesetzt werden könnten. 


Setzen wir der Kürze wegen: 
n 4) 
\ ee re 


%z Be | sin a? + sind2?+ sin c? | 


2sindsinccos A— Osincsi nacosB — ?sinasindbcosC 


so ist: 


*) Die allgemein bekannte Zerlegung dieser Grösse in Factoren und 
Einführung derselben in die Formeln überlassen wir in dieser Abhand- 
lung der Kürze wegen meistens dem Leser. 


een Te re 1 ME u 1 
ee Re. © 
a in nn Bo 
E Y ee x 

Pc? has Bu & ’ P 
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5) 
cos Rg,=4+ I, N 1 — cosa?— c0sb?— cosc? + 2cos acosb cosc 
—=+II,sindsincsin A 
—+ I,sincesinasin B 
—+ Ih sinasindsin C. 


Entwickelt man sin R,2 mittelst 3), so erhält man für den 
Zähler des entsprechenden Bruchs leicht: 


2 2(cosa — cosb.cosc) 
— 2(cosb—cCosSccosa) 
— 2 (cose— cosacosb) — 2cosacosbcosc 
1—(cosa+cosd +cosc) 


: —)I + (cosacosb + cosbcosc + cosccosa) 
— cosacosbcosc 


—%(1—cosa) (l—cosb) (l— cosc) 
— 16sin4a?sin 452sin c?, 
folglich: 
6). ..... sin, = 4Ih sin 3a sin 36 sinzc, 
und daher nach .d) und 6): 
7) 
ER -ı 4sin 3a sind sinde “r 
N 1-— cosa?— cos b?—.cos c? + ?2cosacosbcose 
4sin$asin4d singe 
sindsinesin A 


Asinlasin 45 sin3e 
sinesinasinDB 


4sinda sin&Öbsinde 
sinasindsin C 
sin 3a sin 3b sinde 
= cosibeostesind — # costecosjasinB — # cosTacosibsinC' 
cos3bcostcsin costc costasin cos3acosibsin C 


Nach bekannten Formeln der sphärischen Trigonometrie ist: 


—cos4(A+B+C) cos#— A+B+C 


sin 1 = [} Pr} gt 
2 sinBsinC 


3 
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: SA RERENER Vie 0) 
ee sin Ösin A 


Cosi = VS HZER 3-A+B+ C)cost(A— B+0), 


sin Asin B 
also: 
8) 
De BON 
Bun = + V- cosg(— A+ B+C)cos3(A— B+C)eos3(A+B—-C) 


 Bezeichnen wir die von der Geraden OO, mit den positiven 
Theilen der Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180° nicht über- 
steigenden Winkel, wie oben, durch 6,, @5; 80; so ist nach den 
oben zwischen cos 4,, c0s ®9, c0SG, und cosR, gefundenen Glei- 
chungen und den Gleichungen 1): 


sindsinesin Acos 6, =sindsinesin Acos Ro, 
sindsinesin Acos @,=sindsin A(ll—cosc)cosR, 
—2sindsin3c?sin AcosR,; 
sindsinesin Acos 8, =!sine (l—cosb) — sinbcos A(l— cosc)}cosk, 
— 2sin3dsinzc (sin3b cos3c— cos4Öbsinaccos A) cosR,; 


also: 


cos 0, = tangäccosR,; 


{ cos4, = cosR,; 
9) 


sintbcosic— cos4bsiniccos A 


= — T—— cosR 
zC 
2cos4bcosicsin A LE 


| cs, = 


Es ist auch: 
sine(l— cosb5) — sin b cos A(l --cose) 


Sl cosb)sinc?2 — (l—cosc) (cos a — cosbcos €) 


sine 
sin c®®— (1 — cosc) (cosa + cosb) 
Eu since Be 
' cos4(a + b)cos Ka 
= sın ci 1— TEE Ni 
also: 
j__.c08 4(a+b)cosi(a— b) 
6: nz ar Ir 
10). . . cs, = a Ro; 


sindsin A 
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folglich, weil nach 5): 
cos Ro 
sndsin Ad = + Iheine 
ist: 


D ee Sera 


cos3c? 
Auch ist: 
cos4(a-+b)cos4(a—b) cosa +cosb 
er u ee 
costc l1-+cose 
_ 1 e0sa—cosd + cose v 
far 2cos4c? 
also: 
12)  c0osd,=4 M,tang4c(l—cosa— cosb +cosc), 
oder: 


13) cosa, = + 2 I,tang dc (sin la? + sin4b? — sin $c?). 


Weil 
sint‘4A+ B)cos!C— cos{A+B)sin}C 


tangs(A+ BO) eos A B)eos4C + sins(A+ B)sinsC 


ist, so ist nach den Gauss’schen Gleichungen: 


cos3(a—b5) c0s3C?— cos3(a +b)sinyC? 
tcos4(a +5) + cost(a—b)}sin4C cosiC 
_ cos3(a—b) — icos3(a—b) + cos3(a+b)}sin4C? 
tcost(a+ 6) + costa—b)YsiniCcosiC 
_.c083(a — 5b) — 2cosza cos3bsin!C? 
—.0.n.:.cos4acosibsinC War 


tangyA+ B—-C) = 


Bekanntlich ist aber 
sin3C? = a EN et 
2sinasinb 
also: 
cos4(a—b)— 2cosdacos4bsin4l? 
_ 4singasinyb cos3(a—b) — cos(a—b) + cose 
Er Asinda sind: wer 
__ 4singa?singb? — cosacosb +cose 
Asinlasindb 


lt — cosa) (1— cosb) — cosacosdb + cosc 
4sindasin!b 


1— cosa—cosb+ cose 
4 sin la sin4d : 


ba u a Ba: rt Tea su N aa SET Tr A Te NR 
ROTE, of W w. ERKANNT: AT de a Keen # va y 
a Di \ Sie HEBEN h 


IR \ 
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und folglich: 
m _1—cosa—cosb + cosc 
1 er: sinasindsnC 
oder: 
1— cosa— 
tang4 A+ B—()= cosa—cosb +cosc 


N T-cosa?— cos b2— cosc?+2cosacosbcosc 
Daher ist nach 12) auch: 
14)... . eosö,=4 Intangsctang4(A+ B—C) 
>< V 1— cosa?— cosb?— cos c?+2cosacosbcose, 
oder nach 5): 
577 . cos Oo = tangdcetangg A+ B—C)cos R.- 


Die Formeln 12) und 13) kann man nach 5) auch auf folgende 
Art ausdrücken. 


16) 
AR tangde(l— cosa— cosb+cosc 
cC0SW, = are eyaar Tcosp F eos) cos Ro 
NV 1— cos a? — cos b?—cosc?+2cosacosbcosce 
und: | 
17) 
R: 2tang !c(sin4a?+ sin 45? — sin 4c?) 
cosG,= a - ——————  —— — c05Ro- 


Y 1— cos a?— cosb?—cosc?+2cosacosbcose 


Also hat man jetzt auch die folgenden Systeme von Formeln: 


18) 
c0os6,u = cosRo> 
cos ao, — tangäc cos R,; 
c0Ss0, = tangzctangd( A+ B— C)cos Bo; 
19) 
cos, = cosKko; 
coso, = tangiccosR,; 


2 tangle (1 —cosa—cosb +cosec) 
c080, == un cos Ro; 


| NY 1-- cos a?— c0osb2— cos c?+2cosacosbcose 


20) 


I 


cos6, = cosR,; 
cos@, = tangä$ccos Ro; 
2tang3$c (sin4a? + sin 4b2 — sin 4c?) 
NY 1-cosa2— cosb2— cosc? +2cos acosb cosc 
Theil XLL, 27 


05%, = cosRo; 
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wo für cos, immer die oben gefundenen Ausdrücke zu setzen 
sind. = 


Wenn wir die Neigungswinkel unserer Geraden OO, gegen 


a b c 
die Ebenen BOC, COA, AOB durch 8,, 0; Oo, bezeichnen, 
so ist nach den dritten Formeln in den Systemen 18), 19), 20) 
offenbar: 


18*) 
sin 5, — val.abs.tang4atang!— A+B+ C)cosRo; 
sin AR — val.abs.tang4dtang A— B+C)cosR,, | 
sin Ö, — val.abs.tang$etang A+B— C)cosko; 
19*) 


tangla(l+ cosa — cosb— cose) 


ad 
sin®, = val.abs - cosK,, 


N 1—cosa?—cosb2—cosc?+2cosacosbcose 


tang$5(1— cosa+cosb —cosc) 


b 
sino, = val.abs cos R,; 


N 1-cosa?-cosb?—cosc?+2cosacosbecosc 


I: tang4e(l—cosa—cosb + cosc) 
sin, = val. abs. - 


Te m Be re Ro 5 
Y 1—-cosa?— cosb?2—cosc?+2cosacosb cose 
20*) 


2tang 3a (— sinda? + sin 452 + sin 2) 


a | 
sin Od, = val. abs. m ee 
N 1—cosa?— cosb?—cosc?}2cosacosbcosce 


cosR., 


b 2tang $5 (sin 3a? — sin46? + sin}c?) 
a A ae x 3 D> 
sind, = val.abs ——— eos, 


N 1—cosa?—cosb?—cosc2+2cosacosbeose 
2tang 3c (sin 3a?+ sin 452 — sin 1c2) 


© 
sin d, = val.abs. —— 
N 1—cosa?—cosb2—cosc?+2cosa cosb Cosc 


cosR,. 


Die Gleichungen der Geraden, von welcher OO, ein Theil 
ist, sind: 


an J x 


me nn u 


"c0S0, COS, COS, 


Bezeichnen wir die von der Projection der Geraden OO, auf 
der Ebene der zy mit den positiven Theilen der Axen der z, y, z 
eingeschlossenen, 180° nichtübersteigenden Winkel durch 99, %os %o5 
so ist nach den in $. 3. Il. entwickelten Formeln, in denen man 
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in diesem Falle A=0, B=0, C=]1 setzen und die unteren Zei- 
chen nehmen muss: 


co 
22) Rs COSYo on : = cos = 0. 
Jenachdem OO, auf der positiven oder negativen Seite der 
Ebene der xy, nämlich mit OC auf einer Seite oder auf entge- 
sengesetzten Seiten der Ebene AOB des Winkels ce liegend an- 
genommen wird, ist offenbar cosö, positiv oder negativ. In Folge 
der Formeln 12), 13), 14) muss man also, wenn OO, mit OC 
auf derselben Seite der Ebene 40D liegend angenommen wird, 
in allen obigen Formeln die oberen oder unteren Zeichen neh- 
men, jenachdem die Grössen 


l—-cosa—cosb+cosc, singa?+sin3b?—sin!c?, tang3(A+B—C) 


positiv oder negativ sind; wenn dagegen OO, mit OC auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Ebene AOB liegend angenommen wird, 
so muss man in allen obigen Formeln die oberen oder unteren 
Zeichen nehmen, jenachdem die Grössen 


1—-cosa—cosb+cosc, sin3a?+sinab?—singc?, tangz(4A+B--C) 


negativ oder positiv sind. 


$. 6. 


Wir wollen jetzt die Gerade OO, bestimmen, welche gegen 
die Seiten BOC, COA, AOB der Ecke unter gleichen Winkeln 
geneigt ist, indem wir zugleich annehmen, dass die Gerade OO, 
innerhalb der Ecke liegen soll. Die von der Linie OO, mit den 
positiven Theilen der Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180° 
nicht übersteigenden Winkel bezeichnen wir durch 9,, @ı, ®ı 
und ihren gemeinschaftlichen Neigungswinkel gegen die drei Sei- 
ten der Ecke durch R.. 


Bezeichnen wir die Gleichung der Ebene BOC durch 
Aat + Bay + Caz —= 6; 


so ist nach 2): 


Aa= sindbsinesin 4, 
Ba=— sinbcoscsin A, 
CC. = — (cosbsinc — sind cosecos A). 


27% 
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Die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Linie OA verhal- 
ten sich zu einander wie 


COS 09: C0S 0] :C0SQg, 


also nach 1) wie 1:0:0. Setzt man diese Werthe für x, , z, 
so erhält die Grösse 
Aat + Bay + Caz D) 

den Werth 

Aa = sindbsinesin 4, 
welcher positiv ist. Die Coordinaten eines jeden Punktes in OO, 
verhalten sich zu einander wie 

cos 0, :C0S 1 :C0S 9]. 


Setzt man diese Werthe für x, y, z, so erhält die Grösse 


Aat + Bay + Ca2 
den Werth 
Aacos 6, + Bacos © + ÜCacos Yı P 
welcher also nach einem bekannten Satze, weil unter den ge- 


machten Voraussetzungen die Geraden OA und OO, offenbar auf 
einer Seite der durch die Gleichung 


Aat + Bay + Cr = 0 


charakterisirten Ebene 3OC liegen, gleichfalls positiv sein muss. 
Daher ist nach $. 3. Il. zu setzen: 
Aacosd, + Bacoso, + Cacosöj 

N Aa®+ Ba? + Ca? 


Nach dem Obigen ist: 
Aa? + Ba? + Co?= sinb?sin A? + (cosbsine—sinbcosccos A)? 


= 1— (cosbcosc-+sindsinccos A)? =1—cosa?=sina?, 


also: 
V 424 Bo?+ = sina, 
und folglich: 


Aacos 0, + Bacos w, + C.cos op 


sin R, een m ® 


Bezeichnen wir die Gleichung der Ebene COA durch 
Az + Bıy+Cz =0, 
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so ist nach 2): 
A=0, B=sind, G=— cosA. 
Die Coordinaten eines beliebigen Punktes in OB verhalten sich 
zu einander wie 
cosßy:cosß]:cosP,, 


also nach 1) wie cosc:sinc:O0. Setzt man diese Werthe für 
X, y,.z, so erhält die Grösse 


Ar + Boy + Or 
den Werth 
Ascosc + Bisine = sincesin A, 


welcher positiv ist. Also muss unter den gemachten Voraus- 
setzungen, ganz eben so wie vorher, auch 


Aycos6, + Drcosw, + Cscosd, 
positiv sein, und man muss folglich nach $. 3. Il. setzen: 
Ascos6, + Brcos wo, + Cs cos 0, 

N 452+ B32+ 00? 


oder, wie aus dem Obigen sich auf der Stelle ergiebt: 


9 


sin RR, =. 


sin Rk, = Avcos@, + Brcos ao, + ©cosY,. 
Bezeichnen wir die Gleichung der Ebene AOB durch 
Act + Bey + Ce m 0, 
so ist nach 2): 
A=0,;,: Be =0,; G=1l. 


Die Coordinaten eines beliebigen Punktes in OC verhalten sich 
zu einander wie 

COSYü : COSYL : COS, 
also nach 1) wie 


cosb : sindcos A: sin d sin A. 
Setzt man diese Werthe für ©, y, z, so erhält die Grüsse 


Acz + Bey + Ce 
den Werth 


C.sindsin A = sindsin A, 


welcher positiv ist. Also muss unter den gemachten Voraus- 
setzungen, ganz eben so wie vorher, auch 
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Aecc0s9, + Becos oa, + C.cos 9, 
positiv sein, und man muss folglich nach $. 3. IH. setzen: 


A.cos6, + Becoso, + C. cos [7 
N Ac?+ B?+ 02 £ 


sin R, es 


oder, wie aus dem Obigen sogleich erhellet: 
sin Rd, = A.cos$, + B.coso, + ÜeCosdY,- 
Hiernach haben wir also jetzt die drei folgenden Gleichungen: 


sinasin BR = Aacos64, + Bacos oı + (acosQ}, 
sin R, = Ascos0, + Br cos wo, + Oscosd;, 
sin R, = Aeccos0, + Becoso, + Cecosd,. 
Die beiden letzten Gleichungen sind: 
sin Has 0 — cosAcosd, = sin,, 


coso, =sink;; 
woraus Sich: 


sin Acoso, = (l+4+cosA)sinä,, 
c0os0, = sin, 
ergiebt. Die erste der drei obigen Gleichungen ist: 


sindsincesin Acosd, — sinbcoscsin Acos @] 


b , _ tzsinasinR 
— (cosbsine — sinbcosc cos A) cos@, Ai 


* 


also wegen des Vorhergehenden: 


sind sinesin A cos®, 
— sinasin®, +sinbcosc(l +cos A)sin R, 
+(cosbsine—sinbcosccos A) sin R, 
—{sina+sin(b+c)!sinR, ; 


so dass man also jetzt die drei folgenden Gleichungen hat: 


sindsincsinAcos@, =isina+sin(b+c)}sink,, 
23). . 2 sindsinesin Acoso, = Sindsine(l+cosA)sinR,, 


sindsincsin Acos 0, =sindbsincsin Asin R, ; 


oder; 
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33%) 


_ 2sing(a+b + o)eosi(—a+b+ e) 
cos6, = sindsinesmd 


2sing(a+b+ec) cos4—a+b-+e) \ 
ee ng er ee EEE Bir 
VI - cosa?— cosb?— cosc?+2cosacosbcosc 


sm, 


B sint(a-++6-+ ce) ER he 
—cosz(-a+b EL LIUERE e)sin3(a+b-c) 


sinR, > 


je h er sin!a+b + c)sin!—a+b-+e) 
c0S 0, = cot2A sin Rı = EG DE LEE sın R,; 


cos0, =sinR.. 


Quadrirt man die Gleichungen 23) und addirt sie dann zu ein- 
ander, so erhält man: 


in22sinc?sin 42 
— ER e z = {sina+sin(b +c)}?+2sind?sinc?(l + cos A), 
sın Zt, 


woraus sich, wenn man 


cosa— cosbcosc 
cos A nt ne are, Yes 
sindsine 


setzt, nach einigen keiner Schwierigkeit unterliegenden Reductio- 
nen, die Formel: 


EN ee Re 1. ı 


sindsine sin A 


Y sina2+sind2+sinc?-}2cosasindsinc+2sinacosdsinc+2sinasindeose 


oder: 
rs rn 
V 1— cos a? — cos 5? — cosc?+2cosacosb cosc 
sina?+sind?+sine?+2cosasindsinc+2sinacosdbsinc-+ 2sinasindcose 


ergiebt. 


Ziehen wir den Zähler des vorstehenden Bruchs von dessen 
Nenner ab, so erhalten wir mittelst leichter Rechnung als Diffe- 
renz die Grösse: 

2}1—cosacos(b+c)+sinasin(b + e)| 
—=2i1l—cos(a +5 +c)}=4sinya +b-+ 0), 


Br , . 
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folglich: 


2sin4(a+b+e) 
Y sina?+sind2+sinc?+2cosasindsinc+2sinacosdsinc+2sinasinbcose 


also nach 24) und 2%6):- 


3 


sindsinesin A 


27) (vs tangR, = Isinkarbro)’ 


oder nach 25) und 26): 


28) tang R, = EERCTTEESER 


also auch: 


5 sin!(—a+b+e)sint(a—b te)sin!(a+b—e) 
29) tangR, = Verse s 


Nach den Gauss’schen Gleichungen ist: 


sin&a+b+ec) = sin!(a + b5)cos3c + cos4(a+b)sinde 
3T. cos3z(A—B) + c0s3(A + B)\singe cosze 
sindC 
cos#Acos4B since 
ST 
__ 2ecoszAcoszBcos3Csinc 
ax sinC i 
folglich nach 27): 
sind sin Asin C 
4costAcostBcosiC' 


tang R, = 


Nach anderen bekannten Formeln der sphärischen Trigonome- 
trie ist aber: 


—eos NAT BHO) TAB FO), 


Einal 2 sinAsinC_ 
INA Ar Bro a oO), 
re sin AsinC 


also, weil nach dem Obigen: 


sin4b cosib sin A sin C 


tang Rı = su 
8 2cos3Acos}Bcos!l 


gesetzt werden kann: 
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1 A a ae a taneR, 
N N —cost(A+B+C)cost(- A+B+O)cost(A- Br+C)eoss(AHB-0) 


2cos4AcostiBcos!C 


Bezeichnen wir die 1809 nicht übersteigenden Winkel, welche 
die Projection der Geraden OO, auf der Ebene der &y mit den 
positiven Theilen der Axen der x, y, z einschliesst, durch g,, 
%,> {5 so ist nach $. 3. 11.: 


COS 0] 


cos® 
3). . cs, = ——4, cosvw = 4 
) 9] 9 Kun sin o, £) 


cosy =. 
sin 0, M 


Bezeichnen wir die angulären Entfernungen der Linie OO, von 
a b c 
den Geraden OA, OB, OC durch A4,, 4,, £}; so ist offenbar 
174 
cosd, —=cos®,, also nach 23): 


a sinatsin(ö+c) _. 2sinzs(atbte)eoss(Tatbte) 


Bean —sindsinesn4 in Rı — sindsincsin A Inder, 
und daher überhaupt: 
32) 
I 2sing(a+d+e)cosd(—a+tbd+te) . R 
N LITT 
b Isinla+b- -e)cosd(a—b-+e) . 
a Ae sinesina sin B sin Rı» 
9) 
it 2sind(a+db+c)costa-+b %) DR: 


sinasindsin C 
oder nach 24): 
32*) 
cos A, ._ 
2sinka+b+c)cos!—a+b-+e) X 
V sina2+sind2+sinc?2+2cosasindsinc+2sinacosdsinc+2sinasind cose 


b 
cos 4, = 


2sind(a-+b-+c)cost(a—b-+c) 
NY sina2+sind2+sine2+2cosasindsinc+2sinacosdsinc+t2sinasindeose 


c 
cos dı = 


2sin!a+b+c)cosi(a Be) 


N sina?+sind2+sine2+2cosasindsinc+2sinacosösinc+2sinasindcose 


Anmerkuns. 


Dass es ausser der vorher behandelten noch drei andere 


=> 
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Gerade giebt, welche gegen die Ebenen BOC, COA, AOB unter 
gleichen Winkeln geneigt sind, ist klar, ‘und die Methode, nach 
welcher dieselben zu behandeln sind, ist von der vorher ange- 
wandten nicht wesentlich verschieden; um aber dieser Abhand- 
lung für jetzt keine zu grosse Ausdehnung zu geben, ziehe ich 
es vor, auf die vier, gegen die, eine dreiseitige körperliche Ecke 
bildenden Ebenen gleich geneigten Geraden später in einer be- 
sonderen Abhandlung zurückzukommen. 


gr | 


Durch die drei Geraden OA, OB, OC denken wir uns jetzt 
drei Ebenen gelegt, welche respective auf den Ebenen BOC, 
COA, AOB senkrecht stehen. Die Gleichungen dieser drei 
senkrechten Ebenen sind, wie mittelst $.3. 1. und der Formeln 
1), 2) leicht gefunden wird: 

30) 


(sindcosccos A—cosbsinc)y+ sindcosesm 4.2 =(0, 
sinccos A.2 — cosccos A.y — coscsin A.2=0, 


sindbcos A.2e— cosb.y=(. 


Für die Gleichungen der Durchschnittslinie der zweiten und drit- 
ten Ebene erhält man sehr leicht: 


34) 


22 Y coscsin A.z 
cos5b “ sinbcosÄA — (cosdbsine — sinbcose cosA)cos A 


- 


Also ist: 
cosesind.z 
sind cosdbsine —sinbcosccos A’ 
oder: 


(sindcosccos A— cosbsinc)y + sinbcosesin A.z=0, 


welches die Gleichung der ersten der drei Ebenen 33) ist, woraus 
sich ergiebt, dass die drei durch OA, OB, OC senkrecht auf 
BOC, COA, AOB gelegten Ebenen sich in einer Geraden 
schneiden, deren einen von OÖ ausgehenden Theil wir durch 
00,, und die von demselben mit den positiven Theilen der 
Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden 
Winkel durch @,, ®,, ®g bezeichnen wollen. 
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Wenn G, einen gewissen Factor bezeichnet, so ist nach 34): 


050, = Gaeosb, 
35) | cos ag —= @%sinbcos A, 


(cosbsine— sin bcosccos A) cos A 


C0S da = _— 
= 6 coscsin A 


. 


Weil nach der, sphärischen Trigonometrie 


.cosa — cosbcosce 


cos A= —— 
sindsine 


ist, so ist 


. ; ’ cosa— cosbcosce 
cosdsine—sindbcoscecos A = cosdb sin e — —— —. 


sine 
cosb — C0Osccosqa £ 
= =sinacosB; 
since 
folglich: 
0080, = Gacosb, 
cos 0, = @,sinbcos A 
36) [} [} . [7 . 2 2 3 


sina cot Acos B 


cSW%,= nr 


Zu dem Gebrauch im Folgenden schreiben wir die Gleichungen 
35) wie nachstehend: 
coscsin Acos@, = G,cosbcoscsin Ad, 
37) $ cosesin Acosw, = @,sinbcoscsin Acos A, 


coscsin Acos 9, = @, (cosdbsine —sinbcosccos A) cos A. 


Wenn man diese Gleichungen quadrirt und dann zu einander 
addirt, so erhält man zuerst mittelst leichter Rechnung: 


38) 


cosesinA 


G, De + Be ee ee ee 
g N c0sb2cosc?sin A2+(cosb? + cos c?—2cosacosbcosc)cos A? 


also: 
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39) 


cosbcoscsin A 


a in 
NV cosb2cosc2sin A2+ (cosb?+cosc2—2cosacosbeosc)cosd? : 
4 


Se sindcosesin Acos A 
Pe 
N cosb2cosc?sin A2+(cosb2+4+cosc?—2cosacosbcosc) cos A? 


(cosbsine— sindcosccos A)cos A 


UT 1 OP Ed ag rm ee nn nnne nn ema 
N cosb?cosc?sin A?+(cosb?+cosc?—2cosacgsb cosc)cos A? 


Führt man aber ferner in den obigen Ausdruck von @3 die 
bekannten Ausdrücke: 


cosa — cosbcosc 


cosA= ; ; 
sindsine 


N 1-— cosa?— cos b2— cosc?+2cosacosbcose 


sind = ; - 
sindsine 


ein, so erhält man nach einigen, keiner Schwierigkeit unterlie- 
genden Reductionen, wenn der Kürze wegen: 


40)... M= cosa?cosb?-+cosb?cosc?-+cosc?cosa? 
—2cosacosbcosc(cosa?+cosb?+4cosc?) 
+3cosa?2cosb?cosc? 


gesetzt wird: 
sindsinccosesin A 


ARZT. Ge ET 
oder: 


2) a ae 


Also ist nach 36): 


sinbcosdsinccoscsin A 
cos% = + WEOTRES TE ET: » 


ae Mr sin b sind sine cosc sin AcosA 
) a ER — 


\ 


Ne sinasındbsinccos AcosB 
cs, —=Ht a ME 


Wenn wir die Neigungswinkel unserer Geraden O0, gegen 


a b 
die Ebenen BOC, COA, OAB durch %,, 9, %, bezeichnen, 
so ist nach der dritten der Formeln 43): > 


Fr Da Be 
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43*) 
; r s Sk s5 sinasindsinecos Bcos © 
sin 0, = val. abs. —— —— — ; 
vM 
Een“ sin asindsine cos Ocos A 
sin®, = val. abs. ERERAFM TE 
ed sinasindsinccos AcosB 
sin@, = val. abs. ea Fa 


Bezeichnen wir die von der Projection der Geraden: OO, 
auf der Ebene der zy mit den positiven Theilen der Axen der 
x, y, z eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch 
92; Yg> %a; so ist auf ganz Ähnliche Art wie früher: 


cos 6, COS 0, 
ARE SCHE = — CHE, = — 7 0 al 
) 92T sind, Y2= in O5” h2 


Bezeichnen wir die angulären Entfernungen der Geraden O0, 


a b ec 
von den Geraden OA, OB, OC durch 4, 42, I2; so ist: 
® — 
cos4, = C0S 0,6086, + Cc0Sc, COS 0, + COS COS O5, ; 


b 
cos4, = cosß,cos6, + cosP, cos wg; + cos P, cos W,, 


c 
cos fg = C0SY9 608 0, + COS Y} COS @g 4 C0OSY2Cos Wp; 


also nach ]): 


a 
cos dl, = C0S6,, 


b 
cos fa = c0Sccosd, + SiNC cos @g, 


c 
cos4, = cosb cos, +sinbcosA cos»; +sindbsinA cos ,. 


Daher ist nach 5): 


cos /g 
Geo b, 
2 
b 
cos4{ i j 
— — cosbcosc +sindsinecos A= cosa, 
2 
c 
cos{ h 
2 — cosb? + sinb?cos A? 
G, 
sin 5 ? h 
+ Rose (cosdsine— sinbcosccos A) cos A 


cosacosb, 


cosd 
= 0086? + —— (cosa— cosbcosc) = 
cosc COS C 


- 
—: 
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folglich: 
a 
c0os4, = G,cosb, 
x b 
1 ee ET 
c cosacosb 
08541, = 5 
\ cosc 
also nach 42): 
46) 
a cosbcoseV 1—cos a?—cos b? —cosc? + 2cosa cosb cose 
cos 2 = + V 7 9 
b cosccosaN 1—cos a? —cosb2— cosc? + 2cosa cosb cosc 
csh=+t EV N N Sn 


cosacosbV 1—cos a?— cosb2— cosc? + 2cosa cosb cosc 
yM 


c 
cosIL, = + 


Jenachdem OO, auf. der positiven oder negativen Seite der 
Ebene der xy, nämlich mit OC auf einer Seite oder auf entgegen- 
gesetzten Seiten der Ebene AOB des Winkels ce liegend ange- 
nommen wird, ist offenbar cos@®, positiv oder negativ. In Folge 
der dritten der Gleichungen 43) muss man also, wenn OO, mit 
OC auf derselben Seite der Ebene AOB liegend angenommen 
wird, in allen obigen Formeln die oberen oder unteren Zeichen 
nehmen, jeuachdem die Grösse 


cosÄAcosB 


positiv oder negativ ist; wenn dagegen OO, mit OC auf entge- 
sengesetzten Seiten der Ebene AOB liegend angenommen wird, 
so muss man in allen obigen Formeln die oberen oder unteren 
Zeichen nehmen, jenachdem die Grösse 


cos AcosB 


negativ oder positiv ist. 


$. 8. 


Durch die Geraden OA, OB, OC und respective die Geraden, 
von denen a, 5b, c halbirt werden, legen wir drei Ebenen, deren 
Gleichungen nach $. 3. I.IIL.: 


En I, u 5 u EN En Tr Eu 
ee = a a gi ke 


Fey 


körperlichen Ecke und ihre Entfernungen von einander. 407 


1 cosa, (coSsß, + cos y,) — cosag(cosß, +cosyı)}x 
+ tcosa, (cos ß, + c08 75) — cos a, (cosßg+eosy)!yY= 0, 


+ tcosa,(cosß, + cosy,) — cosa, (cosß,-+Cosyo)}z 


tcosß, (cosyy + cosa,) — cosß,(cosy, + cosay)!x 
+tcosß,(cosy, + c0os@,)— cos Py(cosyz + cosa,)!yY—=U, 


+tcosß,(cosy, + cosa,) —cosPß, (cosyy + cosa,) !z 


}cosy, (cos &, + cos ß,) — cos y, (cos atcosß)iz, * 
+ |cosy2 (cos &, + cos P,)—Ccosyy(cosa, + cos ßz)}y | — 0; 


+tcosyy(cosa, + cos ß,)— cosy, (cos, + cos ß,)}2 
also nach 1), wie man leicht findet: 


47) 
sindsin A.y— (sinc+sinbcos A)z =, 


sindsinesin A.z — sindeoscsin A .Yy 


—}(1++ eos b)sine —sinbcosccos Az I=0, 


sin dsinesin A.e—sind(l+eose)sn A.y} __ 0 
— tcosbsine — sind(I + cosc) cos A}z EE 
sind. as, 
Die erste Gleichung lässt sich unter der Form: 
rin a Agenda en A 
sinc+sindcos A  sinbsin A 
schreiben. Bestimmen wir hieraus „ und führen den Werth in 
die zweite Gleichung ein, so erhalten wir nach leichter Rechnung: 
x Fe z 
1+cosb+cosc — sindsin 4’ 
Also sind: 
5 AN. .ı: 1.30 DE BERNIE N 
IE 1+cosd+cosce  sinc+sindcos A sind sin A 


die Gleichungen der Durchschnittslinie der ersten und zweiten 


Ebene. 


Setzen wir, wenn G einen gewissen Factor bezeichnet, was 
hiernach verstattet ist: 
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x = G(l+cosb +cosc), 
y= G(sinc+sinb.cos A), 
2 —= Gsinbsin 4; 


und führen diese Ausdrücke in die dritte Gleichung ein, so er- 
halten wir die Gleichung: 


sine(l+ cosd+ cosc) —(1+4cosc) (sine + sindbcos A) 

—tcosbsine—sind(l + cose)cosA}—=(0, 
welche sich auf der Stelle als erfüllt oder als eine identische 
“Gleichung erweist, woraus sich ergiebt, dass unsere drei Ebenen 
sich in einer Geraden schneiden, deren Gleichungen die Glei- 
chungen 48) sind. 

Den einen von O ausgehenden Theil dieser Geraden wollen 
wir durch OO,, und die von demselben mit den positiven Thei- 
len der Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180% nicht überstei- 
senden Winkel durch 6, @3, ®3 bezeichnen. Ist dann @, ein 
gewisser Factor, so haben wir nach 48) die Gleichungen: 


c0osd; = Gz3(1+cosb+cosc), 
AD cos @ — Gz(sinc + sindcos A), 
cosQ; —= G3sinbsin A. 
Quadriren wir diese Gleichungen und addiren sie dann zu 
einander, so erhalten wir nach leichter Rechnung, wobei für cos A 


sein bekannter Ausdruck durch a, db, c zu setzen ist: 


1 
Be en 6 r — 4 m ——————————————— , 
50) | G=H YN3+2(cosa+ cosb + cosc) 


also: 


1 +cos5-+cosc 
1 a 
Y3+2%(cosa +cosb + cose) 
sinc+sindbcos A 
a 
V32+2%cosa+cosb+ cose) 
sindsin A 


N 3+2%(cosa }cosd}cose)’ 


[ cos0; = 
51) 2. ! c0osa, = 


COSQ, = 
oder: 
1+cos5 +cose Ben 
V3+2(cosa+ cosb + cose)’ 
1-+cosa— (cosb + cosc)cosc 
En NS Mcns a 1 ons 


rn 


N 1— cosa?— cosb?— cosc?+2cosacoshcose 


cs, —=H+ j ——— u 
. sineV 3 +2(cosa +cosb + cosc) 
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| Wenn wir die Nersungeniikel ee Geraden O0, gegen 

| » 

die Ebenen BOC, COA, AOB durch o. O3» 0, RS 


so ist nach der dritten der Formeln 52): 


53) 
. ar = V1— cos ar — cosb?2—cosc? + 2cosacosbcose 
re. 3 = < TEST ET EEE TEE ’ 
% sinaV 372 (eosa+tcosb+4cos c) 
F BE EEE EREZIRR EEE 
£ ch Y 1 — cosa?— cos b?— cos c?+?2cosacosbeose 
| sin O, = 5 ——— > 
sindV 32 (cosa+cosb+cose) 
a 9 ana 
ya Y1— cosa?— cosb?— cosc?+2cosacosbcose, 
Sina, = ————— — nn u 5 
sineV 342 (eosa+cosd-+cose) 
also: 
STAR A RBEEN } l H I 1 1 
? SIN Q3:!S5IN W5a!5Nn Qg =; Aue ae ge NE a Fe ae . 
8 > 3 T sina sind since sinA smB sinC 


ä Bezeichnen wir die von der Projection der Geraden OO; 
_ auf der Ehene der &y mit den positiven Theilen der Axen der 
©, y, z eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch 
93, Ws, X; So ist auf ganz ähnliche Art wie früher: 


b cos 03 COS 0, 
D4 LOS -—, es, =—yn.,008y =. 
Tann, FTD, pP 
er Bezeichnen wir die angulären Entfernungen der Geraden OO; Mt 


1) b c 
von den Geraden OA, OB, OC durch 4,, A,, 135 so ist: 


77 \ 
cos I, = C0S 0,C0S0; + cos a C08 0, + COSagCoSs Q3, 2 
hi b 
= cos I, = cosß,cos4; + cos, Cosw; + cos ßgcosQ;, Zu 


» - c — 
R; cos Jz = C0Sy, C0S A, + COS Y, COS @; + COS 72 C08 O5; 


also nach D): 


a 


cos 43 = c0S6;, 
) 
cosAz3 = C0SCcCosd, + SINCcos oz. 


c 
cosA, = cosbcos A; + sinbcos Acos a; + sindbsin Acos®,. 


Waher ist nach 49): 
Theil XLII. 28 


NUN 5 00 na A TEN 2 a N ee, 
RR EEE en Flak VER 
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- c08 2, 
G3 


b 


Er = cosc (l+cosb+cose)+sine(sinc4-sindeos A)= 14+cosc+cosa, 
3 


— 1++cosd+cosc, 


c = 
cos 


n- — cosb(l+cosb-teose)+sinbeos A (sinctsinbeos A)+sind?sin A? 
3 
— 1+4cosa+tcosb; 


indem man immer für cos A seinen Ausdruck durch a,b, c setzt. 
Also ist nach 50): 


bo 1+4cosb +cosce a 

N 3+2(cosa+cosdb +cosc) 

DO) ze Ben. 
EI can Pe 

Ai U RER l++cosa+tcosb 3% 

N 3+2%(cosa+ cosb+cose) 


Jenachdem OO, auf der positiven oder negativen ‘Seite der 
Ebene der xy, nämlich. mit OC auf einer Seite oder auf entge- 
sengesetzten Seiten der Ebene AOB des Winkels © liegend an- 
genommen wird, ist offenbar cos@z positiv oder negativ. In 
Folge der dritten der Formeln 5l) oder 52) muss man also, je- 
nachdem OO, mit OC auf derselben Seite oder auf entgegenge- 
setzten Seiten der Ebene JOB liegend angenommen wird, in allen 
obigen Formeln die oberen oder unteren Zeichen nehmen. 


8. 9. 


Im ebenen Dreieck liegen bekanntlich der Mittelpunkt des 
um das Dreieck beschriebenen Kreises, der gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt der drei Höhen, und der gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt der von den Spitzen des Dreiecks nach den 
Mittelpunkten der Gegenseiten gezogenen Geraden, in einer ge- 
raden Linie. Dies veranlasst uns zu der Frage, ob vielleicht bei 
der dreiseitigen körperlichen Ecke die drei Geraden O0O,, O0,, 
00, in einer Ebene liegen? welche Frage wir jetzt a 
wollen. 


B 
Wenn drei durch die Gleichungen: ) 


ke und ihre Entfernungen von einander. 


“ EEE 


 charakterisirte gerade Linien in einer Ebene, deren Gleichung 
Az + By+C: =0 
sein mag, liegen sollen; so muss 


Acosa, + Beosß, + Ccosy =0, 
Acosa, + Bcos ßı + Ceosy =0, 
Acosa, + Pcosßg + Ccosy, = 0 


sein, und die Bedingungsgleichung, dass die drei Geraden in 
einer Ebene liegen, wird erhalten, wenn man aus diesen drei 
Gleichungen die Grössen A, B, C eliminirt, wodurch man die 
Gleichung: 


C08 79 (COS & COS ßg — cos} CoS@,) 


+cosy, (cos @, cos By, — cos P,cosa,) | = OÖ 


+c0sy,(cosa,cosß; — cos ß,Cosa,) 


erhält, die natürlich auch leicht noch unter anderen Formen dar- 
gestellt werden kann. 


“Die Gleichungen der drei Geraden OO,, O0,, VO, sind: 


® 

w coSsA, COS@g COS@y 
+ 

er E Y z 


— m 1 um 


a nn, 
COS, COSWg COS 


A Y zZ 


—— [m Th nn em u nn 


C0oS 03  C0S@ COSGg 


und die Bedingungsgleichung, Jass diese drei Geraden in einer 
Ebene liegen, ist also: 
COS @, (C08 0, C08 @, — COS 0, C0S 65) , 
+ c08 @, (c0S 0, c08 ©, — Co0s wg Cos O,) | ll. 
+c0s 0; (c08 0, COS @g — COS 89 C0S 05) - 
28* 
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Nach den Gleichungen, aus SEN die Gleichungen 9 ab- 
geleitet worden sind, an 35) und nach er ist nun: 


cos, = cos, 


since cos@, = (l—cosc)cos Ro, 


sind sine sind cos®, = {sin c(l — cosb)— sin beos A(l —cosc)}cos Ro; 


cosd, = @,cosb, 
c0s@ = @%sinbcos A, 


(cosb sine—sinbeosecos A)cos 4. 
TFT TEE TEEN TE ’ 
cosesind_ 


COS [AP ee G, 


c080; = G3(1+cosb-+cose), 
c0S 0 —= G,(sinc + sinbcos A), 


c0S0; = G3sind sin A. 


Setzen wir der Kürze wegen: 


P= cosbsine—sindbceosecosä4, 


Q = cosbcosc-+sindbsinecos 4; ri 


so ist, mit Wesglassung der gemeinschaftlichen Factoren cos RS 
Ga, @G3, wie man leicht findet: 


und daher die obige Bedingungsgleichung: 
cos &, sin e (P— sinbcos A) + (cos 8g — cosß,)(cosd— Q) = 


Es ist aber, wie man leicht findet: 


cos 0, C0S 0; — cos 0,080, = P—sinbcos A, 


cosb — 
c0S 03 COS 0, — COS @; cos, = ea Tr = 
sine E 
* 5 Q, 4 H 
cosb — i 
c0S0,C0SWg — E08 WC OS, = — es 1 
n 


Deag (1 +cosc)(cosa— cosb) 


sine 


cosb— Q = — (cosa—cosb); 


- 
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also die vorstehende Bedingungsgleichung: 
(cosa—cosb)}(l-+ cos e) ceosW. + c0SÜ,— cos 8} =0. 


4 Ferner findet man leicht, innmer mit Weglassung der gemein- 
— schaftlichen Factoren‘: 


x { 

Br 5 sine — (l1—cosc)(cosa-t cosb) 
COS Wa —————— a —— 
u 0 sindsine?sin A ; 


cosce— cosacosd, 


COS Od, — C0S 0, = — —— — —— 5 
2 3 sinbcosesin A 


-und daher obige Bedingungsgleichung: S 


RE 18 (1-++cosc)[sin Se a+cos De: = 9, 
— (cosc — cosacosb)sin ce? 
welche man nun weiter leicht auf die Form: 


(cosa— cosb)(cosb — cosc)(cosc—cosa) = 0 


% 


bringt. Diese Gleichung ist aber nur erfüllt, wenn eine der drei 
Gleichungen: 


cosa=cosb, cosh = cose, CoSe = cosa 


oder: 
ee Or 


Ne 


erfüllt ist, also nur dann, wenn zwei Seiten der dreiseitigen 
_ körperlichen Ecke einander gleich sind; und es werden folglich 
auch nur dann die drei Geraden OO,, OO,, 00, in einer 


Ebene liegen. 


$. 10. 


Wir wollen jetzt die angulären Entfernungen der Geraden 
00,;: 00,, 00, 00, 
von einander, nämlich die von den Geraden: 


00,, 00,; 00,, 00,; 00,, 00;; 
00,, 00,; 00, 005; 00,, 00, 


v 


eingeschlossenen Winkel, welche wir der Reihe nach durch 


; Das» Doa; Dos ; Dis; Dis; Di; 


bezeichnen werden, bestimmen. 


1. Es ist: 


& 


me Zn Br ET A Las 
ERS RE REN RE NA EN Te 
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cos Dan = cos 0,6080, + C08 @y cos @, + c0s0,c08B;. 


Nach den Gleichungen, aus welchen die Gleichungen 9) abgelei- 
tet worden sind, und nach 25) ist: 


erg 9, = cosR,; 
sin ccos @, = (l—cosc)cosR,; 
sindsincsin Acos &, = Isinc (l—cosb)—sin b c0sA (l—cosc))cos R, 
und: 
sind sinesin Acos6, = |sina+sin(b-+c)}sin, , B 
sin Acos oo, = (l+cos A)sin R,, 
c0os0, =sinK.. 
Also ist: 
sindsincsin Acos 4, cos 6, 
= {sina+ sin (b+c)}cos R,sinR,, 
sindbsin csin Acos @,C08S @, 
—= sind(l— cose)(l + cos A)cos R,sin,, 
sindsincsin Acos®,cos O} 


= {since (] — cosb) — sind cos A(l— cos c)}cos R,sin R, , 


nns mittelst sehr leichter Rechnung findet man: 


Ey 


sina+sin(b-+c) +sindö(l— cose) (1-4 cos A) 


+ sine(l—cosb) —sindbcos A(ll—cose) =sina+sind + sine, 
also: 


sindsincsin A(cos 0,c0s 0, 4 COS ©, C08 ©, + C08 0, C080,) 
= (sina+sind-+sinc) cos R,sin R, , 
folglich: 


sina+tsind +sine 
sindsinesin A 


BO cos R,sin, 


oder: 
57) 


sinat+sivd +sine 


- - ne). N. sin, 
N T—cos a2— cos b?— cos c? +2cos acosbcosec 77 a 


oder nach 25): 


4 


58) 
Ep sinarsinotene 
2 Ne Fein Drei Woran c} 
? + 2sinacosbsinc+ 2sinasindcose ) 


cosR,; 


De 75 


wo man nun auch noch alle im Obigen gefundenen Ausdrücke 
von cosR, einführen kann. 


H. Auf gleiche Weise ist: 
cos Dog = C0S,C0os O5 + COS @, COS wg + COS Dy COS G- 
Wie vorher und nach 35) ist: 


cos0, = cosR,; 
sinccos o, = (l—cosc)cosK,, 
sindsinesin Acos 0, = tsine (l— cos b) — sind cos A(l—cosc)}cosR, 


und: 
c0s0, = Gycosb, 
cos 0, = G,sin bcos A, 
cosesin Acosd, — G,(cos bsinc—sinbcusccos A)cos4; 


also: 


sind sinccoscsin A? cos 0, cos , 


= sinbcosdbsinccoscsin A?2.G,cos R,, 


sindsinccoscsin A?cosw,C0s oz 
= sin b?cosc(l—cosec) sin A? cos A. Gycos R,; 


sindsinccoscsin A?cos 0, C0S O5 
= {sine(l—cosb) — sindcos All— cos c)} 
> (cosbsinec— sin bcosccos A) cos A. G,cos R,- 


Die Summe 


sindcosdbsinccoscsin A? + sin6b2cos ce (l—cosc) sin A? cos A 
 +isine(l—cosb) —sinbcos A(l—cosc) }(cosbsinc—sinbeosccos A)cos A 


bringt man nun zuerst leicht auf die folgende Form: 


sinbcosbsin ccosc 
+1sind?2cosc + cosb sin c? — (sind? cos c? + cos 5?sin c?)} cos Ad 
—sindbsinc(cosd-+ cosce —cosbcosc) cos A?, 


also auf die Form: 


B% ee 


igen Geraden der dre 
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4 


\ 


sindcosbsinccose 
isind2cosc + cosbsine?— (sinb2cose? +cosb2sine?)) (cosa—cosbcosc) 
Mi Fon GEBE he sin bsine Ä DEREN: 
(cosb + cosc—cosbeosc) (cosa— cosbcosc)? 
RL, sind sine 


Vereinigt man diese drei Grössen mit einander, so erhält ınan für 
den Zähler des betreffenden Bruchs den Ausdruck: ä 
eosbeosc(l — cosb —cose) 
+t(cosb +cosc) (1 -+cosb.cosc) — (cosb? + cosc?)jcosa 
— (cosdb + cose —cosbcosc)cosa? 


—= cosacoesb—tosu?(cosb + cosc) 


+ cosb cose— cosb? (cose +cos a) 
+ cosccosa — cosc?(cosa-+ cos b) 
+cosacosbcosc(cosa-tcosb -H cose) 


= cosacosb(l—cosa—cosb) 
+cosbcose(l—cosb — cose) 
u: cosccosa(l — C0SC — cosa) 
+cosacosbeosc(eosatcosb-+cose) 


cosacosb(l — cosa—cosb +c0os c?) 


+ cusdcose(l—cosb — cosc + cos a?) 

& +cosccosa(l — cose — cosa 4 cosb?2) 

.. cosa cosb}(l—cosa) +(1— cos b) —(1—cose®)) 
+cosbeose{(l— cosb) +{1 — cosc) — (1— cosa?)} 

+ cosceosat(l—ecosc)+ (1 —eosa)—(l—cosbd)) 


cosacosb(2sin4a? +2sin45?— sin c?) 
+ cosbcosc(2sin4b? +2sinde?— sin a?) 
+ cosccosa (2sin$c?+2sin4a?— sin 2) 


— 
— 


2cosacosb(sina?+sin4b?— 2sintc?coste?2) 
+2cosbcosc(sin3b?+ singe? — 2sin!a?costa?2) 
+2cos ceosa (sin$c? + sind a®— 2sin4b2cos1}b2) 


so dass also, wenn der Kürze wegen: 


cosacosb (I — cosa— cosdb-+cosc?) 
+ cosbcose (l— cosb— cosc + cos.a?) 
+ cosecosa(l—cosc — cosa-+cosb?) 


59) N 


WERE BE 


et “ 
= 2ecosacosdb(sinta? + sin46ö2?— 2sin4c?coste? 
2 2 
+2cosb cosc (sin452+ sin c?—2sinta?cos} a?) 
+2cosecosa(sin!c? + sin4a?®— 2sin}b?cos4 6?) 


> gesetzt wird, die obige Summe 


F sindsine 
also: 


sindsinecoscsin d?(cos 0, C0S 0a + C0S ©, C0S @g + C0s O,C0s &,) 


N 


5 = ———— G,cosR 
sindsine ° v 
und folglich: x 
| N 6 
+ cos Dia = — a — 5: — wos R 
02 7 sjnd2sinc?2sin A? cose 0 
oder: z 
60) 
N Gr, 


27 1 — cosa?— cosb? — cosc?+?cosacosbcose cose 


ist, wo nach 42): 


E G, VI — cos a? — cosb? — cosc? + ?2cosacosbcos c 
dir — + / 3 
& cosc vıM 
und wegen der Zeichen $. 7. nachzusehen ist. 
i Wenn ich hier, — und in ähnlichen Fällen auch im Folgen- 
den, — Einführungen der früber entwickelten Ausdrücke von 
&, 


cosk, und —— 


in die Formel 60) unterlasse, so geschieht dies the sils der Kürze 
wegen, theils um keine Confusion wegen der Vorzeichen zu ver- 
 anlassen, über welche man rücksichtlich der beiden vorstehenden 
Grössen nach den-im Obigen gegebenen Regeln immer sicher zu ° 
/urtheilen im Stande sein wird, und die völlig entwickelten Formeln 

ergeben sich dann in allen Fällen mit grösster Leichtigkeit, deren 
Aufstellung also füglich dem Leser überlassen werden kann, wd- 
bei ich wiederholt bemerke, dass die vorstehenden Bemerkungen 
auch rücksichtlich der nun noch folgenden Entwickelungen gelten. 


$ 


Dr 


GG, 
_ Der obige Ausdruck von er ist hier nur deshalb besonders 


R angegeben und hervorgehoben worden, um ersichtlich zu machen, dass 


die Formel 60), wie es erforderlich ist, in der That eine völlig 
symmetrische Gestalt hat. | 


Wie 


und 


also 


sin ccos 6, cos, =sine (1 +cosb+ cosc).G3cosRy, 
sin cc05@, 6080; = (1— cosc) (sinc+sinbcos A).Gz3cosR,, 
sin ccos®, Cc080, —!sine(l—cosb) — sinbcosA (l—cosc)}.@G,cosk,. 


Mittelst der leichtesten Rechnung findet man aber, dass 


ist; 


1. Es ist: 


cos Dog = C08 0, c0S Oz + COS ©, COS W3 + COS &, COS 5. 


vorher und nach 49) ist 


cos, = cosko; 


SID CCOS @y 


\ 


(l—cosc)cosRo,; 
sindbsinesin Acos®, = [sin e(l— cosb)—sinbeosA(l —cose)}cosR, 


c0s0; = Gz(l-+cosd +cose), 


cos @ — G, (sine +sindbcos A), 


c0S0; = G3sinbsin 4; 


sine(l+cosd-+cosc) +(l—cosc)(sinc + sind cos A) 
+sine(l—cos b) — sinbcos A(l—cosc) =3sine 


also ist: 


cos6,Cc0s 0, + COS ©, COS @; + C0SW,C0SG, = IGzcosR,, 


olglich: 


Bine 


IV. Es ist: 


c08 Dia = c0s 9, c0S60, + Cos w, COS g + COS, COS. 


Nach 23) und 85) ist: 


und 


sindsinesin A cos, = Isina+sin(b+ c)|sin, 


sin Acos o, 


Cc0S 0} 


. c08 Dos = 3G3 cos Ro: 


. 


(1-++cos Alsin R,, 


sin R, 


also: 


 e0sD.= 


und re Enifermilfigen. von ‚einander 23 49 


G,cosb, 
c0os@, = G,sinbcosA, 


coscesin Acos®, = G,(cosbsine — sindcosccos A)cos A; 


sinbsin ccoscsin Acos 6, cos 4, 
—= cosbcosceisina+ sin (d+c)}G@asin R,, 


sindsinccoscsin Acos wj CoS ©, 


4 = sind?sinccosccos A(l+cos A) Ga sin R, , 


sin bsin ccosc sin Acos 0, C0S &, 
—sindsinc cos A (cosbsine—sinb cosc cos A) Gzsin R.. 
[4 


Mittelst leichter Rechnung findet man: 


cosbcose{sina + sin (d-+c)} + sin d2?sin ccos c cos A(l+cos A) 
+ sindsinecosA (cosbsince— sind cosccos A) 
= sinacosbcosc-cosasindcosce + cosacosbsinc, 


ı 
» 


sindsinccoscesin A (cos 6, cos 0, + cos ©, COS @g + COS O, COS 5) 
— (sin acosb cosc-+cosasinbcosc + cosacosbsinc) G,sinR,, 


folglich: 


62) 


sinacosb cos c+cosa sinb cosc +cos a cosb sin c 62 .; 
N I-cosa?—cosb?— cosc?- -+ 2cosacosbcose COS c 


in Ry: 


V. Es ist: 


cos D,3 = c0s 0, c0s 63 + cos w, cos @, + cos G, C0S d;- EN 
Nach 23) und 49) ist: 


sindsinesin Acos$, = {sina+sin(b +c)}sin R,, 
sin Acos 0; = (l1+cos A)sin R,. 
cosd, = sin, 


c0s0, = G,(l-Hcosd-+cosc), 
cos 0, = G, (sinc+ sinbcos A), 


c0Ss0; = G3sinbsin 4; 


NE N ee tee ch Se EN Verne eg a > A Ka ar u ER BY 
vo EN ER REES RT RERSR I in U. Ve des 
ve NR TR REN > BR RE I 2 N F1 %) ER 
u . a e S ee De r = ur - u en 


7 
“ 
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sindsinesin 4cos 09,cC0S6; | 
= (1+cosd+ cose)isina+sin(d+e)}@3 sin R,, | 
sindsinesin Acos @| 0080 _ 
— sinbsine (14 cos 4) (sinc+sindbcos A) Gzsin R,, 
sinbsinesin Acos 0, C0S 05 
— sin b?sin csin A2. Gy sin R,. 
Mittelst leichter Rechnung findet man: 
(I +cosd-+cose)isina+sin(d + c)} 
+sin6bsine(1-+ cos A)(sinc + sindcos A) + sinb?sinesin A? 
= sina(l + cos5b+4-cose) 
+sind(l +cosc+ cosa) 
+sine(l-++cosa +cosb) 
— (sna+sinb-+sinc)(l$+cosa+cosb-+cose) 
— sin acosa— sinbcosb —SiNCCosc 
—= (sine + sind+sinc)(l+cosa+cosb-+cos c) 
—1(sin2a + sin25+ sin 2e), 
und setzt man also: 
63) 
H= sina (14 cosb +cosc) +sind(14 cosc-Heusa) + sine(l+eosa+tcosb) 
— (sina+sind+sinc)(l+cosat+cosb+cose)—(sin2a+sin254-sin?ec), 
so ist: 
sinbsinesin A (cos6, c0sdg+ coso; c0S@3+c0sQ; C0sd;)—= HG; sin R,, 
also: 


PP 


64) 


H % 
cosD; 5 jenen‘ v1 este Rı: 


1— cos a?— cos b?— cosc? + ?cos a cosbcose 


VI. Es ist: 
cosDy,; = c0S05C0s 0, +Cos 0, COS @y 4083 0, C08 GO; , 
und nach 35) und 49): 


c0S% —= Ga,cosb, 
cos w, = @,sinbcos A, | 
coscsin Acos 8, = @,(cosbsine — sinbcosccosA)cos A 


wi = din L ® C a - . en . f 


0050, = Gy(l+eosb+cose), | N 
en, eosw = G;(sinc+sinbcos A), 
I Br: cos O3 ee G,sinbsin 4; 

‚also: 
 eosccosd, cosd; = coshbeose(l+cosb + cosc). GG, 


 C0S C COS @, COS @; — sinbcosccos Alsinc+ sind cos A). G,G; , 


 £086C08S0,c08G, — sinbcos A (cosbsine — sinbcosccos A). @,@,. 


STE 


 Mittelst leichter Rechnung findet man: 

cosbcose(l+cosdb-+ cose) 
+sinbcosccos A(sin c +sind.cos A) 
+ sinbcos A(cosbsine—sinbcos ccos A) | 
— cos acosb +cosbcosc+4cosccosa; 


cosc (cos, cos A; -+ COS 0, COS @3 + COS W,C0S 5) 


— (cosacosb + cosbcosc+cosccosa) Gy G3, 


folglich: 


a G 
65) cos Di; = (cosacosb+cosbcosc+ cosccos a). 80 68- 


> 
vg 


EL or 


Wir wollen, um die im vorhergehenden Paragraphen ent- 
_ wiekelten Formeln übersichtlich und in ihrer einfachsten Form 
- darzustellen, jetzt die folgenden Bezeichnungen einführen: 


A=NWV1- cosa®—cosb?—cosc? + 2cosacosbcose, 


sin a? + sind? + sine? — %(cosa— cosbcos c) 
A=Ht — Mcosb — cosccosa) 


— (cose— cosacosb) 


sina?+ sind? + sine®—?2sinbsinccos A 


—)sinesinacosB 


ie 
Im 


—)sinasindcosC, 


nn 
RR a 
eiligen 


Be a 


der dreis 
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sin a + sind? + since? +2cosasindsine 
— + 2sinacosbsinc 


+2sinasindcosc 


cosa?cosb?-+cosb?cosc? + cosc?cosa? 


C=H4 —2cosacosbcosc(cosa? + cos b? + cosc?) 
+93cosa?cosb?cosc?, 
D—=+Y3+ 2%(cosa+cosb+cose), 


E = sina + sind+sinc, 


“2 
il 


cosacosb(1—cosa—cosb + cosc?) 
+cosbeose(l —cosb—cosc+ cos a?) 


+cosccosa(l —cose—cosa + cosb?) 


— 2cosacos b(sin$a?+sin$b? — 2sin4e?costc?) 
+2cosb.cose (sin45?+sin4c?—2sin4a?cos$a?) 


+2cosccosa(sin!c?2+sin!a?— 2sin4b?cosäc?), 
G = sinacosbcosc + cosasinbcose +cosacosdsine, 


H= sina(l+cosd-+cnse) 
+sind(l+coscHtcosa) 
+sinc(l+cosa+tcosb) 

— (sina+sind+sinc)(l4+cosa + cosb + cose) 
— 4(sin 2a +sin25 + sin 2c), 


J = cosacosb-+cosbcosc +cosccosa; 


wo in den Ausdrücken von A, C, D die Zeichen nach den respec- 
tive in $.5., $.7., $. 8. gegebenen Regeln zu bestimmen sind, und 
nach der früheren Bezeichnung: 


DC=rVM, EB + N, Dez 


ist. 


Hiernach ist nun nach den früher gefundenen Formeln: 


x 


her FT } ’ ‘ 
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Ueber. einige auf elementarem Wege ausführbare 
Quadraturen. Be 
Yon 
Herrn Heinrich Greischel, 


Liehrer der Mathematik an der Handelslehranstalt in Leipzig. 


Das von Viviani gestellte sogenannte Florentiner Problem 
hat Veranlassung gegeben zur Auffindung: einer grösseren Anzahl 
von Flächen, die im Sinne der Alten quadrirbar_ sind. Dass sich 
die betreffenden Resultate auch ohne Anwendung‘ der Symbole 
der Integralrechnung auf rein geometrischem Wege ableiten lassen, 
kann nicht überraschen; vielleicht aber ist es nicht ohne Interesse 
zu wissen, dass einige dieser Sätze sich gewinnen lassen durch 
Betrachtungen, wie sie in der elementaren Stereometrie bei der 
Entwickelung der Formel für die Kugellläche und in der elemen- 
taren Mechanik bei der Lehre vom Schwerpunkte üblich sind. 
Diese Bemerkung mag die Mittheilung des Nachstehenden ent- 
schuldigen. - 


Wir machen später hauptsächlich von folgandep zwei DEKARD- 
ten Sätzen Gebrauch: 


I) Das zwischen zwei Meridianen gelegene Stück einer Kugel- 
zone ist gleich dem Aequatorbogen, welcher zwischen denselben 
Meridianen liegt, multiplieirt mit der Höhe der Zone. 


2) Das Moment eines beliebigen Kreisbogens in Bezug auf 
einen Durchmesser ist demnach gleich der Projection des Bogens 
multiplieirt mit dem Halbmesser. 


RB. 


Ti 


Auf einer Kugelfläche bewege sich vom Punkte A 


des Aequators aus ein Punkt P so, dass seine Länge 


: 


3 


ee 


ausführbare Quadraturen. ;i 425 


ADstets das kfache seiner Breite PD ist (Taf.VI. Fig. 10.). 
Der Punkt P beschreibt eine sphärische Curve und fällt für einen 
gewissen Meridian BC mit dem Pole C zusammen. Wir wollen 
diesen Meridian kurz den letzten Meridian nennen. 


3) Derjenige Theil der Kugelfläche, welcher zwi- 
schen der sphärischen Curve, dem. Aequator und dem 
letzten Meridiane liegt, ist das kfache vom Quadrate 
des Kugelhalbmessers OA. 


Es seien P und ® ein Paar Punkte der Curve, deren Ent- 
fernung verschwindend klein ist, CD und CE seien ihre Meridiane, 
PR sei das zwischen beiden gelegene Stück des durch P gehen- 
den Parallelkreises, N sei der Halbirungspunkt von RQ, NM das 
von N aus auf die Ebene des Aequators gefällte Perpendikel. 
Dann ist DEQP ein Element der fraglichen Fläche. Wir denken 
uns dasselbe als eine Zone von der Höhe MN und können es 
dann (nach dem ersten der Eingangs citirten Sätze) durch das 
Produkt DE.MN ausdrücken. Nun ist aber nach der Voraus- 
setzung: 

AE=k.QE, AD=k.PD, 


folglich: 
AE—AD= DE =KkKQE— PD) = k.QR. 


Mithin ist unser Flächenelement =k.@R.MN und die ganze 
Fläche ist die Afache Summe aller Produkte @R.MN. Denkt 
man sich nun alle Meridiane auf den ersten Meridian AC zurück- 
gedreht, so bilden die sämmtlichen Bogenelemente @R zusammen 
den Meridianquadranten AC und die Sunme der Produkte @R. MN 
ist das Moment dieses Quadranten in Bezug auf den Halbmesser 
OA, d.h. nach dem zweiten Hilfssatze — Q4A?. Sonach ist 


Fläche APCB = k. 0.42. 


Dass es statthalt ist, statt des Elementes DE@QP das Pro- 
_ dukt DE.MN zu setzen, erkennt man daraus, dass jedenfalls, 
wenn &S ein Parailelkreisbogen ist, 


SQED> DE.MN»> PRED 
ist, sonach auch 
ZSQED>ZDE.MNS>ZPRED. 


Der Unterschied der beiden äusseren Summen, sowie auch 
der Unterschied zwischen einer jeden von ihnen und der gesuch- 
ten Fläche, kann aber, wenn man die Punkte P und @ immer 
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dichter an einander rücken lässt, beliebig klein gemacht werden; 
mithin giebt die mittlere Summe die gesuchte Fläche richtig an. 


4) Istins Besondere die Länge gleich der Breite, 
so gelten folgende Sätze: | 


a) Die Projektion der sphärischen Curve auf die 
Ebenedes Aequatorsist einKreis mit dem Durch- 
messer OA. 


Denn ist (Taf. VI. Fig. 11.) P ein Curvenpunkt, M seine Pro- 
jektion auf die Aequatorebene, und zieht man noch den Halb- 
messer OP, sowie die.Linien OM und MA, so ist ZAOM=ZPOM 
(d. i. Länge = Breite), 0A = OP und OM = OM, mithin 
AAOMDAPONMN, folglich LUOMA=ZOMP = 90°, M beschreibt 
also einen Kreis mit dem Durchmesser OA. ’ 


b) Die Mantellläche des Cylinders, welcher die 
sphärische Curve auf den Aequatorquadranten 
projiecirt, BR ISSN des Kugelhalbmessers 
vleich. 


Denn sind (Taf. Vi. Fig. 10.) 2 und & Nachbarpunkte der 
sphärischen Curve, X und ZL ihre Projektionen, so ist das Element 
der Cylinderfläche = KL. MN, es ist aber KL= DE, weil KL 
in dem Kreise mit dem Durchmesser OA ein Bogen über dem 
Peripheriewinkel DOE, DE dagegen in dem Kreise mit dem 
Halbmesser OA ein Bogen über dem Centriwinkel DOE ist; fer- 
ner ist auh DE= QR, mithin das Flächenelement = Q@R.MN. 
Die Fläche ist sonach gleich ZQR. MN, diese Summe ist aber 
nach den Entwickelungen unter 3) = 0.42. 


% 
c) Die Projektion der sphärischen Curve auf die 
Ebene des ersten Meridians ist eine Parabel mit 
dem Scheitel A, deren Parameter gleich OA ist. 


Denn ist in Taf. VI. Fig.11. @& die Projektion von P, sind MS 
und &S8 rechtwinklig zu OA, so ist AM?—= A4S.AO; aber da 
wegen AOMAD AOMPauch AM = MP= SQ ist, so ist auch 


SQ? = AS.AO, 
womit die Richtigkeit der Behauptung bewiesen ist. 


d) Die Projektion der sphärischen Curve auf die 
Ebene des Meridians von 90° Länge ist der Qua- 
drant einer Schleifenlinie, deren Knoten der 
Mittelpunkt O ist und deren Punkte durch fol- 
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gende Construktion gefunden werden (Taf. VI. 
Fig. 11. und Fig.12.),. Auf der Achse OC nehme 
man einen willkürlichen Punkt Nan und errichte 
in demselben ein Perpendikel auf OC, welches 
biszum Durchschnitte F mit dem Kreise verlärn- 
gert wird, der um O mit dem Halbmesser OC ge- 
schlageniist. Man verbinde dann O mit F, ziehe 
NG senkrecht auf OF und mache NR = NG; dann 
ist R ein Punkt der Schleifenlinie*). 

Es sei N in Taf. VI. Fig. 11. der Punkt von OC, in welchem 
das von @ aus gefällte Perpendikel @N auftrifit. Um die Rich- 
tiskeit der beschriebenen Construktion darzutbun, hat man dann 
nachzuweisen, dass MS = PQ = NG ist. Nun ist AOMP 
& AFNO, denn beide sind rechtwinklig, und es ist OP= OF, 
MP= NO; mithin ist OM=FN und ZMOP= ZUOFN. Weil 
nun ZMOP= ZSOMN (Breite= Länge), so ist auch ZSOM 
= ZLOFN. Die beiden Dreiecke SOM und GFN sind demnach 
auch congruent; denn beide sind rechtwinklig, die Hypotenusen 
OM und FN sind gleich und ausserdem ist ZSOM = ZOFN 
oder = ZGFN. Sonach sind auch die Gegenkatheten dieser Win- 
kel gleich, d.h. MS= NG, w. z. b. w 


Aus dem Vorkommen dieser Curve als Projektion der sphä- 
rischen Linie erkennt man,;dass der grösste Werth, den NR ha- 
ben kann, =3 04 ist; dann ist nämlich in Taf.Vl. Fig. 11. Sder Hal- 
kirungspunkt von OAund SM ein Halbmesser des Kreises OMA. 
Weil in diesem Falle OM=:30A.v2 ist, so ist auch: MP und 
mithin ON =404.x2; die Länge des Punktes P ist dann 45°. 

e) Die Fläche des über OC stehenden Quadranten 

dieser Schleifenlinie beträgt 3 vom Quadrate 
des Halbmessers O4. 

Da die Fläche der im ersten Meridian liegenden Parabel 
—=:204? ist, so haben wir, um unsere Behauptung zu rechtfer- 
_ tigen, nur darzuthun, dass die Flächen der Parabel und der Schlei- 
fenlinie zusammen gleich dem Quadrate des Halbmessers OA sind. 

Um dieses nachzuweisen, theilen wir den Aequatorquadranten 
AB in unzählig viele gleich lange Theile. Dund E (Taf VI.Fig.13.) 
seien ein Paar Theilpunkte, welche so liegen, dass AD = BE ist; 
sind P und @ die auf den Meridianen CD und CE gelegenen 
Punkte der sphärischen Curve, so ist auch DP= CR. Tragen 
wir nun auf CD den Punkt P' so ab, dass PP’ gleich einem der 
Theile auf dem Aequatorquadranten AB ist, so ist DP' die Breite 


*) In Taf. VI. Fig. 12, fehlt durch ein Versehen der Buchstabe A 
zwischen F und N in ”FN. G. 
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desjenigen Curvenpunktes, der auf dem Meridiane liegt, welcher 
‘durch den zunächst auf D in der Richtung nach 2 hin folgenden 
Theilpunkt geht. Ist weiter N der Halbirungspunkt von PP', 
NM senkrecht auf der Aequatorebene, MS senkrecht auf der 
Ebene des ersten Meridians, P'L parallel NM, PL parallel DO, 
so ist leicht einzusehen, dass P'L.NN' oder P'L. MS die Grösse 
eines zu OB parallelen, in der Figur schralfirten Flächenstreifens 
u der Schleifenlinie in dem Quadranten BOC ist. Sonach ist 
ZP'L.MS die ganze Fläche der Schleifenlinie, wo das Zeichen 
3 bedeutet, dass man auf allen Meridianen, die durch die ver- 
schiedenen Theilpunkte von AB zu legen sind, die angegebenen 
Operationen zu vollziehen und die Resultate zu addiren hat. 


Tragen wir weiter auf dem Meridiane CE das Stück Q@'=PP' 
ab, ist & der Halbirungspunkt von @0', RU senkrecht auf der 
Aequatorebene, UT senkrecht auf OB, @K parallei KU, @'K 
parallel £O, so ist @X. UT ein der Achse OA paralleler, in der 
Figur gleichfalls schraffirter Flächenstreifen v» der Parabel in 
COA, und die ganze Parabelflächefist ZQK.UT. Es ist also 
jetzt die Gleichung zu beweisen: 

3(P'L.MS+QK.UT) = O4. 

Nun ist zunächst AP'LPw®8&AONMNNWDAOSM, folglich 
P'L:PL= O8S:MS, folglich P'’L.MS = PL.OS. — Ferner ist 
AQUKQD AP'LP, weil beide dieselben Winkel und auch gleiche 
Hypotenusen haben, mithin ist Q@X= PL; endlich ist noch, wenn 
man RJ senkrecht auf OC zieht, AORJD&AONM, also 
RJ = MN, mithin auch OQU=MN. Wäre nun N ein Punkt 
der sphärischen Curve, also M ein Punkt der unter b) betrachte- 
ten, über dem Durchmesser construirten Kreislinie, so würde (wie 
unter c) bewiesen ist) AM = MN, also auch AM = OU sein. 
Da nun ausserdem dann ZSMA= ZDOA= ZJOD ist, so 
würd ATOUDDA SMA, also TU= SA sein, Man kann also 
jedenfalls setzen TU= S4+4, wo 4 eine Grösse ist, die durch 
immer grössere Annäherung von P und P', @ und @' kleiner 
gemacht werden kann, als jede angebbare Zahl. Demnach ist 
unsere zu untersuchende Summe in der Form darstellbar: 


Z[PL.0S+PL(S4A+4)]=£2PL.0A+ ZPLA=0AZPL+ZPL.A. 


Es ist aber SPL= 04; ist ferner 4’ das grösste 4, so ist 
jedenfalls ZPL.A<A'ZPL, d.i. <41'.04. Da aber jedes 4 
kleiner als jede angebbare Grösse gemacht werden kann, so kann 
man das Glied ZPL.4 ganz weglassen und es ist also: 

Z(PL.MS+QK.UT) = O42, 
w. 2. b. w. 


+ 
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Bi. 


Vom Punkte A des Aequators aus bewege sichein 
Punkt P derart auf einer Kugelfläche, dass der Sinus 
‚der Breite immer der kte Theil von seiner Länge ist, 


oder in Taf. VI. Fig. 11. PM =1.AD. Wenn P nach dem 


Pole C gelangt, so sei die Länge = £BOA; der Meridian BC 
heisst der letzte Meridian, der Aequatorbogen AB ist das kfache 
des Kugelhalbmessers. 


5) Derjenige Theil der Kugelfläche, welcher zwi- 
schen dieser sphärischen Curve, dem Aequator und 
dem letzten Meridiane liegt, ist dem 3%fachen Quadrate 
des Kugelhalbmessers gleich. 


Denn theilen wir den Aequatorbogen AB in unzählig viele 
gleich grosse Theile, deren einer DE ist, ist P der auf dem 
Meridiane CD, @ der auf dem Meridiane CE gelegene Curvenpunkt, 
sind PM und @N die von P und Q auf die Aequatorebene ge- 
fällten Perpendikel, so ist DE.QN> PQED>DE.PM; bezeich- 
net man daher die gesuchte Fläche mit F, so ist: 


ZDE.QN>F>ZDE.PM. 


Nun ist aber ON = 1 AE, PM =1AD, mithin geht unsere Un- 


gleichung in die folgende über: 


„ ZDE.AE>F> DE. AD. 


Zeichnet man ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 
die Länge AB haben, trägt auf der einen AD und DE ab, er- 
richtet in D und E Perpendikel, welche die Hypotenuse in D' 
und E’ schneiden, so ist, wegen AD=DD', AE=EE'‘, 
DE.AE> DEE'D'> DE.AD und die gemeinsame Grenze, der 
sich die Summen 


SDE.AE und ZDE.AD 


nähern, ist die Fläche des Dreieckes = 34B?. Mithin ist unsere 
gesuchte Fläche 


d.i. wegen AB=%k.04: 
E=1%,.042, 


W. 2: b. W. 
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Han. 


Auf der Oberfläche einer Kugel bewege sich vom 
Punkte Ades Aequatorsaus ein Punkt Pderart,dass der 
Sinus seiner Breite das kfache vom Sinus der Länge 
ist. Wir nennen wieder denjenigen Meridian, ip welchem die 
Breite ihren höchsten Werth erreicht, den letzten Meridian. Ist 
k<[1, so ist dieses der Meridian von 90°, für diesen ist der Sinus 
der Länge = 1, der der Breite also = k; ist aber k>|], so ist 


ji 


der letzte Meridian derjenige, dessen Länge den Sinus = 7, hat, 
und in welchem der Punkt / die Breite 90° erreicht. 


6) Der Theil der Kugelfläche, welcher zwischen 
derangegebenen sphärischen Curve, demAequator und 
dem letzten Meridiane liegt, ist das kfache vom Qua- 
drate des Kugelhalbmessers, wenn k<I ist, dagegen 


das (k—- N R®—-1)fache desselben Quadrates, wenn 
k>1 ist. 


Wir denken uns (Taf. V]. Fig. 10.) DE halbirt, fällen von dem 
Halbirungspunkte auf OA ein Perpendikel p, legen durch den 
Halbirungspunkt den Meridian, welcher die sphärische Curve in 
einem zwischen P und @ liegenden Punkte X (in der Figur nicht 
angegeben) schneidet, und fällen von X auf die Aequatorebene 
das Perpendikel p’, dann kann man das Flächenelement DEQP 
—= DE.p' setzen. Es ist aber p' = %k.p, mithin das Flächen- 
element =Ak.DE.p und die ganze Fläche 


F=kZDE.p. 


DE.p ist aber das Moment des Bogenelements DE in bezug 
auf OA, mithin ist ZDE.p gleich dem Halbmesser O4 multipli- 
cirt mit der Projektion des Bogens von A bis zum letzten Meri- 
diane auf OA. 


Wenn k<l1 ist, so hat der letzte Meridian die Länge 90° 
und die Projektion des Aequatorbogens ist OA, mithin ist in die- 
sem Falle 


EF = k.0.42. 


Ist aber k>1, so ist für den letzten Meridian der Sinus der 


1 
Länge = 7: mithin die Projektion des Aequatorbogens 


Li 
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BERATER 
= Ne O4, 


und also: 
ER F=(k-N R—1.042, 


- womit nnsere Behauptungen gerechtfertigt sind. 


XLVIIE 


Ueber die Behandlung des irreducibeln Falles der 
cubischen Gleichungen bei’m mathematischen Unter- 
richte. 


Von 


Herrn Heinrich Gretschel, 


Lehrer der Mathematik an der Handelslehranstalt in Tieipzig. 


Um die drei reellen Wurzeln der cubischen Gleichung 


A a a N 
für den Fall, dass 
ERBE ia 
4°9 


ist, zu finden, geht man gewöhnlich entweder von der goniome- 
trischen Formel 

sin®p —isinp+4sindp = 0 
aus und kümmert sich nicht um die Cardanische Formel, oder 


man nimmt letztere zum Ausgangspunkte, bringt die Grössen 
unter der Cubikwurzel auf die kanonische Form complexer Grössen, 


r(cosp -tisinp), 


BL > 2 1 
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und zieht dann mit Hilfe des Moivre’schen Satzes die Cubik- 
wurzel aus. Der Moivre’sche Satz wird indessen nicht immer 
in den Elementen der Arithmetik behandelte. Um auch in sol- 
chem Falle von der Gardanischen Formel ausgehend zu den 
bekannten Lösungen des casus irreducibilis zu gelangen, kann 
man folgenden Weg einschlagen. | 


Die Cardanische Formel giebt für die Wurzeln der cubi- 
schen Gleichung (1) die drei Werthe % 


(2) zz, =utr, 2, = —t(utov) +3ivVsd(u—o) 
= —4ur+v)— iv I3(u—o), 


wobei x und » die Werthe haben: 


(3) 


nn „ FE 
2 VRR ERN Dali N CBRLN 2 20 > 
«NY at 7 4° No 


Versucht man nun zwei reelle Grössen a und 5 so zu bestimmen, 
dass . 


a+bi=u: %..... er (4) 


ist, So ergeben sich durch Erhebung der beiden Seiten dieser 
hypothetischen Gleichung auf die dritte Potenz die zwei neuen 
Gleichungen: 
na 2, a 
a? —3ab? = J° 3a2b — b3 — 37 1: ® 
Da man zu denselben zwei Gleichungen auch gelangt, wenn man - 
die Gleichung 


a MIET ee Re 5 


derselben Behandlung unterwirft, so erkennt man, dass wenn es 
zwei reelle Grössen a und 5 gieht, welche einer der beiden Glei- 
chungen (4) und (4)* genügen, dieselben Grössen auch die andere 
Gleichung befriedigen. Die wirkliche Ermittelung von ein Paar 
solchen Werthen a und 5 gelingt aber auf folgende Art. 


Die Multiplikation der Gleichungen (4) und (4)* ergiebt das 
einfache Resultat 


a? +28. 


Diese Gleichung legt den Gedanken nahe, dem a und 5 die 
Werthe beizulegen: 


P2 


der crdischen Gleichungen bei’'m malhematischen Unterrichte. 4383 


Durch Einschaltung derselben in die erste der -Gleichungen (5) 


geht diese über in 
2 27092, 
3sin9cos?p—sin’p = Ip 


die linke Seite ist aber, wie man aus der Goniometrie weiss, 
sindp. Es wird also und damit a und 5 bestimmt durch die 
Gleichung: 


sindp — er RE LT 


Andrerseits erhält man durch Einsetzung der Werthe (4) und 
(4)* für vu und v in die Gleichungen (2) die einfacheren Formeln: 
Bel, La = -arbv3, 2, = —(a+bV9); 


setzt man jetzt in diese Formeln statt a und 5 ihre Werthe (6), 
so entstehen die Gleichungen: 


7 T 3 
a) nn; a ay .($ 059 —4sing)) 


= —2 V ( cosp+t3sin ): 


= sin60%, I= c08600 


welche wegen 


vo) 1 
& 


identisch sind mit 


(8) | 
Ne 
Hz z.5N9, = gsin( 9), 2= Ban +9) 


Die Gleichungen (7) und (8) enthalten die gewünschte Lösung. 
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XLIX. 


Unter welchen Verhältnissen ist es für die Staatskasse 
vortheilhaft, ein deprimirtes Papiergeld oder Bank- 
noten gegen Verzinsung einzuziehen. 


Von 
Herrn Grafen EZ. v. Pfeil 


auf Hausdorf bei Neurode in Schlesien. 


$. 1. 


Es ist ein durch die National- Oekonomie festgestellter Satz, 
dass der Preis des cirkulirenden Mediums, des Geldes (nicht des 
Kapitals), und des Papiergeldes insbesondere, von dem Verhält- 
niss abhängt, in welchem dasselbe zu dem Bedürfniss der Cirku- 
lation steht. Steigt die Masse des ceirkulirenden Mediums auf das 
Zweifache, das Zehnfache, so sinkt sein Preis entsprechend auf 
die Hälfte, auf ein Zehntheil. Die Werthveränderung lässt sich 
an einer verhältnissmässigen Preissteigerung aller Waaren, bei 
längeren Perioden besonders deutlich an einer Preissteigerung 
des Getreides und der Arbeitslöhne erkennen. 


Dieses Sachverhältniss, welches bei den edlen Metallen nur 
in der Weltcirkulation seinen Ausdruck erhält, findet ihn beim 
Papiergeld eines einzelnen Staates in derjenigen Summe, die er 
ohne Depression in der Cirkulation ertragen kann, so wie in der 
Depression des Papiergeldes, wenn diese natürliche Grenze über- 
schritten wird. Betrüge z. B. das Cirkulationsbedürfniss eines 
Staates 100 Millionen, so wird derselbe 50 Millionen Metall- und 
50 Millionen Papiergeld, oder 10 Millionen Metall- und 90 Mil- 
lionen Papiergeld, oder endlich 100 Millionen Papiergeld allein 
ohne Depression ertragen. Dagegen werden 1334 Millionen Papier- 


geld nur 75%, im Werth gegen Silber stehen, 200 Millionen Papier- 


| 
| 


Dr | 
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geld nur 50%. Die Summe also des ausgegebenen Papiergeldes 
wird in dem einen wie in dem anderen Falle nur 100 Millionen 
Silber werth sein *). 


Eine solche Depression trifft das ganze Staatseinkom- 
men, in so weit dieses in Papiergeld gezahlt werden darf, und 
sein Nachtheil äussert sich theils in einer verhältnissmässigen 
Steigerung der Preise aller Anschaflungen, welche für das Staats- 
bedürfniss nöthig sind, theils in den vermehrten Aufwendungen 
für die Verzinsung der Staatsschuld, so wie dem erhöhten Preise 
aller Staatsanleihen, endlich in einer völlig ungerechtfertigten Kr- 
niedrigung aller Gehalte. 


Grösser vielleicht als diese Nachtheile sind noch die gefähr- 
lichen Erschütterungen im Gewerbebetriebe und in den Besitzver- 
hältnissen, so wie im Kredit aller Landesbewohner. 


Wie gross dürfen die Opfer sein, welche der Staat 
ohne Nachtheil für seine Finanzen bringen darf, um 
den Werth des cirkulirenden Papiergeldes zu erhöhen 
und seinen Cours auf Pari zu erhalten? 


Die Frage soll nur allein in Beziehung auf das fiskalische 
Interesse mit gänzlichem Ausschluss der weit wichtigeren Privat- 
interessen beantwortet werden. 


&. 2. 


Die Summe des cirkulirenden Papiergeldes in einem Staate sei 
c. Der Betrag desselben überschreite den Bedarf in dem Ver- 
hältniss wie g zu 100, so wird der Cours g und der Werth gegen 


Silber 2 sein. Um nämlich 100 Fl. in Silber oder deren Werth 


in Waaren zu kaufen, wird man eine grössere Summe, g Gulden 
in Papier aufwenden müssen. Endlich wird das sämmtliche Papier- 
geld im Staate einem Silberwerthe S entsprechen, und dieser 


1 
wird sein: Ss=ex“ 
Soll das Papiergeld auf den Paricours gebracht werden, so 


100 


darf in der Cirkulation nur verbleiben: en Es muss 


*) Nebenius: „Der öffentliche Kredit.“ 2. Aufl. Thl.I. Cap. 3. 
$$. 9 u. 10. — Auf Währung berechnet, werden 100 Fl. Silber 1333 Fl., 
resp. 200 Fl. Papier kosten. 
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also aus dem Verkehr gezogen werden: c—S=c—cexX > 


100 
Sen 
— ec ( ER, 


Es betrage das Einkommen desselben Staates, in so weit es 
in Papiergeld bezahlt werden darf, eine Summe, m, so wird diese 
Summe durch die Depression der Valuta herabgedrückt. werden 


1 
aul m 100 und der jährliche Verlust für die Staatskasse wird 


: £ 10 100 
sen: m— mx 2, =mx<(l— Bi 


Zieht jedoch der Staat, um den Cours wieder auf Pari zu 
heben, die obige Summe e>x<(1— IN, aus dem Verkehr und ver- 


zinst sie mit 9 Procent, so ist dafür die jährliche Ausgabe gleich dem 
10 
Betrage der Interessen für diese Summe, mithin Ze 
Endlich ist der Gewinn für die Staatskasse gleich dem Unter- 
schied des Verlustes, den sie durch die Iepression der Valuta 
erlitt, und der Ausgabe, die sie für die Verzinsung des eingezo- 


100 


genen Papiergeldes aufwenden muss. Der Erstere war ee): 


00 


1 
der Tietztere ex x). Mithin ist der Gewinn für die 


1 
Staatskasse (m— c>xX m) x(1-— I) Es bleibt also ein Gewinn 


für die Staatskasse, so lange m grösser ist als ex In 


Das Ergebniss dieser Erörterung ist in Worten Folgendes: 


Die Staatskasse wird Gewinn haben, wenn sie 
Papiergeld gegen Verzinsung einzieht, so lange 
der Betrag einer Verzinsung des ganzen vor- 
handenen Papiergeldes kleiner bleiben würde 
als die ganze Staatseinnahme. - 


Zahlenbeispiel. Das Einkommen eines Staates, so weit 
es in Papiergeld gezahlt werden darf, betrage 200 Millionen, das 


Cirkulationsbedürfniss desselben Staates sei 250 Millionen Silber. 


Das cirkulirende Papiergeld betrage aber 500 Millionen, so wird 
letzteres zu 200 im Course gegen Silber stehen. Die Staatskasse 
verliert also durch die Depression des Courses jährlich die Hälfte 
ihres Einkommens mit 100 Millionen Silber. Zöge der Staat da- 
gegen 250 Millionen Papiergeld ein, und verzinste dieselben mit 
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80%),, so würde er jährlich 20 Millionen zu diesem Zwecke auf- 
wenden müssen. Gegen diese Aufwendung würde sich aber sein 
Einkommen um 100 Millionen Silber vermehren, bezüglich auf 
200 Millionen erhalten. Der Staat würde also durch die Opera- 
tion 80 Millionen Silber jährlich gewinnen. 


Die Richtigkeit des obigen Satzes gilt auch bei einer nur 
„unvollständigen Einziehung von Papiergeld, wie folgende Erörte- 
- rung zeigt. 


Angenommen, es würde nicht, wie es zur Herstellung des 


TO 100 j 
Paricourses nothwendig ist, der Betrag e ><(l— —-) gegen Ver- 


zinsung eingezogen, sondern ein geringerer, ur, wo d 


einen ächten Bruch bedeutet, so dass dy <g, ar > = und 


l 
ex 1-7) <cex<(- ) ist, so würde im Verkehr bleiben 


I 
c—cx<(d-— m —H A Er Dieser Betrag würde, wie oben 


dargethan worden ist, den Silberwerth des ganzen Circulations- 
bedürfnisses, also den Werth von S haben, 


Der -Betrag des Staatseinkommens war m. Es wurde das- 
selbe vor der Einziehung von Papiergeld auf den Silberwerth 


100 en } N 
m >< — deprimirt, wie gezeigt worden. Nach der Einziehung 
eines Theils des Papiergeldes wird die Valuta in geringerem 
Maasse deprimirt werden und das Staatseinkommen sich nur ver- 


1 hat 
ringern auf mX ar Der jährliche Verlust für die Staatskasse 


1 1 
wird also nur bleiben n-nx 7 =mx( = an 


Auch in diesem Falle wird die Staatskasse Vortheil haben, 
wenn sie den eingezogenen Betrag des Papiergeldes mit p Pro- 


- Kara ZEN, 10 _ .» 
cent verzinst, also für diese Verzinsung en x auf- 


100 
m 


100 i . | 
wendet, solange e< (1 — 1, )< 100 kleiner bleibt als mx (1 — in 


oder so lange ex <m, das heisst, so lange der Betrag 


der Verziusung des ganzen ausgegebenen Papiergeldes kleiner” 
bleiben würde als das ganze Staatseinkommen. Der Gewinn für 
die Staatskasse, auf Banknoten berechnet, ist ebenfalls 
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100 100 p 100 
ARE x<( mein ex xA- dg” 


Also auch für unvollständige Einziehung von Pa- 
piergeld gegen Verzinsung gilt der obige gesperrte 
Satz in seiner ganzen Ausdehnung als richtig. 


Zahlenbeispiel. Das Einkommen eines Staates sei, wie 
in dem früheren Beispiele, so weit es in Papiergeld gezahlt wer- 
den darf, 200 Millionen. Das Cirkulationsbedürfniss desselben 
Staates sei 250 Millionen. Das cirkulirende Papiergeld betrage 
aber 500 Millionen, so wird letzteres zu 200 im Course gegen 
Silber stehen. Die Staatskasse verlor also durch die Depression 
des Courses jährlich die Hälfte ihres Einkommens mit 100 Mil- 
lionen Silber. Züge der Staat, um den Cours zu heben, zwar 
nicht 250 Millionen, sonderh nur 50 Millionen ein, und verzinste 
dieselben mit 8°/,, so würde er jährlich 4 Millionen Banknoten 
zu diesem Zweck aufwenden müssen. Dieser Verwendung gegen- 
über würde sich aber sein Einkommen, welches von 200 Millionen 
“auf 100 Millionen Silber gesunken war, wieder auf 1114 Millionen 
Silber heben, der Staat würde also durch die Aufwendung von 
4 Millionen Banknoten 11} Millionen Silber gewonnen haben, oder 
zum Course von 180 auf Banknoten gerechnet 1} Millionen mal $, 
also 20 Millionen Banknoten. 


8.3. 


Oesterreich befindet sich in der Lage, dass sein Papiergeld, 
oder was praktisch dasselbe ist, das der Bank, den Paricours 
nicht erreicht. Nach der vorstehenden Darstellung wird er jedes 
Opfer bringen müssen, um den Paricours herzustellen. Diese 
Herstellung kann nur allein durch eine verhältnissmässige 
Binziehung von Banknoten bewirkt werden, keineswegs 
durch Deponirungen von Silber in der Bank, oder durch Anleihen 
gewöhnlicher Art, oder auf irgend eine andere Weise. Theorie 
und Erfahrung beweisen gleichzeitig die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung. ; 


Nachfolgendes Verfahren dürfte geeignet sein, der Staats- 
kasse das zuviel ausgegebene Papiergeld zuzuführen, ohne des- 
halb übergrosse Opfer nöthig zu machen, wiewohl auch die 
grössten zur Erreichung des Zweckes nicht leicht zu gross er- 
scheinen könnten. 


Die Staatskasse nehme beliebige Summen von 
einigen Belang in Banknoten von jedem Einsen- 


Re ee Se 
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der des In- und Auslandes in’s Depositum und 
verspreche solche mit monatlich 3 %, (oder 
mehr) ebenfalls in Banknoten zu verzinsen, 
auch auf Verlangen des Deponenten sofort zu- 
rückzuzahlen. 


Es dürfte kaum zu bezweifeln sein, dass ein solches Ver- 
fahren der Staatskasse sehr grosse Summen in Papiergeld zufüh- 
ren würde, insbesondere ‚fast den ganzen Betrag derjenigen 
Summe, welche über das Cirkulationshedürfniss hinaus gegeben 
worden ist. Denn jeder Deponirende verliert nicht einen Augen- 
blick die Verfügung über sein Geld, während er gleichwohl einen 
erheblichen Zinsengenuss davon gewinnt; er wird sich darum 
jeder Summe zu entäussern suchen, welche ihm für das Bedürf- 
niss seiner laufenden Ausgaben irgend entbehrlich ist. Dabei kann 
in die Zahlungsfähigkeit der Staatskasse unter den bekannt ge- 
machten Bedingungen niemals der mindeste Zweifel gesetzt werden. 


Selbst ausländische Banquiers dürften sich bei einer derarti- 
gen Staatsanleihe (denn etwas anderes ist es nicht) stark be- 
theiligen. . Einmal würde schon die Bekanntmachung der vorge- 
schlagenen Maassregel ein erhebliches Steigen der Banknoten in 
Aussicht stellen und damit dem Aufkäufer von Banknoten einen 
sicheren Gewinn eröffnen. Ganz abgesehen davon würden aus- 
ländische Häuser auch Veranlassung haben, ihre Bestände, ihre 
Baarbestände zumal, in zur Deponirung angekauften Banknoten zu 
belegen, so lange sie nicht ein plötzliches starkes Fallen dersel- 
ben befürchten müssen. Denn, selbst wenn die Banknoten zwischen 
der Anschaflung und der Verausgabung fallen sollten, so würde 
der Deponirende noch keinen Schaden haben, so lange die Dif- 
ferenz im Anschaflungs- und Verkaufspreise den inzwischen zu 
gewinnenden Zinsenbetrag nicht überschreitet. 


Der vorgeschlagene Zinsfuss von 3%, monatlich dürfte dem 
Bedürfniss vielleicht genügen, da er eigentlich nur dem Diskonto, 
nicht aber der Verzinsung unkündbarer Staatsdarlehen gewährt 
werden darf, auf welche letztere das starke Angebot und wohl 
auch ein Mangel an Vertrauen nachtheilig einwirkt. 


Nach dem Course der Metalliques mit 67 in Banknoten oder 
mit 474 in Silber berechnet, und die Interessenzahlungen in Sil- 
ber vorausgesetzt, würde der Zinsfuss für gewöhnliche Staatsdar- 
lehen allerdings über 10% sein. Sollte indess, wider Erwarten, 
ein Zinssatz von 6 %,, wie er vorgeschlagen wurde, nicht genü- 
gen, um der Staatskasse die Banknoten in hinreichender Menge 
zuzuführen, so würde selbst ein solcher von 7 %, 8%, und mehr 
immer noch einen grossen Gewinn für die Staatskasse übrig las- 


en 2,7, 1.92 ae 
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sen, gegenüber dem enormen, durch die Depression der Valuta 
herbeigeführten Verlust. 


Ein übermässig hochgegriffener Zinsfuss dürfte Veranlassung 
werden, einen grösseren Betrag an Banknoten, als zur Herstel- 
lung des Paricourses nothwendig ist, ja alle Banknoten aus dem 
Verkehr zu ziehen. Wenn dieses auch an sich nicht .nachtheilig 
erscheint, indem sich der Abfluss an Banknoten durch Silber vom 
Auslaude her sofort ersetzen würde, so möchte doch der gegen- 
wärtige Zeitpunkt weniger geeignet sein, die Staatsausgaben zu 
diesem Zweck über das nothwendige Maass hinaus zu steigern. 


Es ist nicht meine Aufgabe, das Rechtsverhältniss der Staats- 
kasse gegenüber der Bank zu beleuchten. Dieses kann berück- 
sichtigt werden, auch wenn der Staat sich zu dem Nothwendigen 
entschliesst. Eine Vermehrung der Ansprüche des Staats an den 
Kredit der Bank würde jedoch aus der vorgeschlagenen Maass- 
regel nicht erwachsen, die eingehenden Banknoten vielmehr die 
Staatskasse in den Stand setzen, einen Theil ihrer Verbindlich- 
keiten gegen die Bank abzutragen, welche letztere dann die ihr 
übergebenen Banknoten vernichten könnte. 


$. a. 


Es lässt sich mit einiger Sicherheit vorher bestimmen, wie 
gross die Summe sein kann, welche ein Staat im Verkehr erträgt, 
und ebenso die Summe, welche ein Staat zuviel an Papiergeld 
ausgegeben hat und welche daher eingezogen werden muss, um 
die Valuta auf Pari zu bringen. 


In $.2. war die Summe des cirkulirenden Papiergeldes eines 
Staates gleich ce gesetzt, sein Cours gegen Silber wie g zu 100, 
und es ergab sich der Silberwerth des sämmtlichen ausgegebenen 


1 
Papiergeldes: S=cx< — 


Es stellt S zugleich diejenige Summe dar, welche der Ver- 


kehr an Papiergeld ertragen wird, ohne dass dieses der Depres- . 


sion unterliegt. 


Ist mithin die Summe des ausgegebenen Papiergeldes, sowie 
dessen Cours bekannt, so lässt sich daraus diejenige Summe, 
welche eingezogen werden muss, um den Cours auf Pari zu brin- 
gen, durch eine leichte Rechnung finden. 


Zahlenbeispiel. Am30. Juni 1861 betrug die Summe, welche 
der Kaiserstaat (oder die Bank, was in vorliegendem Falle das- 


i 
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- selbe ist) an Papiergeld ausgegeben hatte*) . . 473,144,397 Fl. 


Der Cours betrug zu eben der Zeit... . 140,21. 


Es ist mithin in runder Summe zu setzen e= 473,144,400 ,, 


an Papgld. ertragen kann S=473,144,400>< 


und = 140,21. 
- Und esergiebt sich die Sunme, welche der Staat 
: 100 
140,21 
= Br ; Be . 337,454,100 


Und endlich die Summe, welche aus dem Ver- 


| kehr zu ziehen ist, um den Paricours herzustellen - 135,690,300 Fl. 


Um diese Summe einzuziehen würde zu 6%, ein Aufwand von 
jährlich 8,141,418 Fl. erforderlich gewesen sein: eine Summe, 
gar nicht in Vergleich zu stellen mit dem Ausfall, den die Staats- 
kasse durch die Depression des Courses erleidet, und noch weni- 
ger zu vergleichen mit dem Schaden, den die Depression dem 
österreichischen Staats- und Privatcredit zufügt. 


Der Betrag des Bankschatzes scheint nach diesen 
Erörterungen auf den Cours des Papiergeldes nur einen 
sehr geringen oder gar keinen Einfluss zu üben. Wäre 
von den am 30. Juni 1861: vorhandenen 89,778,252 Fl. in Gold und 
Silber ein grösserer Theil zur Einziehung von 80 Millionen Gulden 
Banknoten verwendet worden, so würden diese zu jener Zeit nicht 
140,21, sondern 1042 gestanden haben. 


$. 5. 


Da über die Wirksamkeit der im $. 3. vorgeschlagenen Maass- 
regel gar keine Erfahrungen vorliegen, so ist es nur möglich, 
diese Wirksamkeit aus der fingirten Uebertreibung, nämlich 
dadurch zu beurtheilen, dass man sich die Maassregel bis an 
ihre äussersten möglichen Grenzen ausgedehnt denkt. 


Eine dieser Grenzen würde die sein, wenn die Verzinsung 
des deponirten Papiergeldes eben so viel oder mehr betrüge, als 
das ganze Staatseinkommen. Träte diese Grenze ein, so würde, 
gemäss der Entwickelung im $. 2., die weitere Ausdehnung der 
Maassregel der Staatskasse Nachtheil bringen. Diese Grenze setzt 
jedoch eine so ungeheure Papiergeld- Emission voraus, dass sie 
nur etwa in den französischen Assignaten eine Analogie findet. 


Wenn eine zu niedrig gegriffene Verzinsung den Kapital- 


#) Die österreichische Nationalbank undihr Verhältniss 
zum Staate Wien bei W,. Braumüller, 1861. 
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besitzern keinen Anreiz böte, ihre Bestände in der Staatskasse 
zu deponiren, so würde die Maassregel wirkungslos bleiben. 


Alle Privatleute, und insbesondere alle Banquiers und Kauf- 
leute, würden trachten, ihren nothwendigen Bestand an Banknoten 
durch Deponirung derselben so viel als möglich zu beschränken, 
und zwar würden und könnten sie dieses thun, wie gezeigt wurde, 
ohne Rücksicht auf ein muthmaassliches Steigen oder Fallen der- 
selben. Es lässt sich jedoch eine Grenze denken, wo das eir- 
kulirende Papiergeld, ohnerachtet seiner mehr als zulässigen 
Vermehrung, zur Bestreitung des Cirkulationsbedürfnisses nicht 
mehr ausreichte, indem die Privatleute mehr Papiergeld deponir- 
ten, als zur Herstellung des Paricourses nothwendig wäre, und 
ihr Cirkulationsbedürfniss durch Anschaflungen baaren Geldes be- 
friedigten. In diesem Falle würde schliesslich alles oder fast alles 
Papiergeld aus dem Verkehr entschwinden. Wollte man dieses 
vermeiden, so würde es nöthig sein, den Zinsfuss für das einzu- 
ziehende Papiergeld herabzusetzen. In $.3. wurde bereits des 
Falles gedacht. 


Wenn diese Grenze erreicht werden möchte, lässt sich schwer 
beurtheilen, weil sie ganz davon abhängt, in wie weit Kapital- 
besitzer des In- und Auslandes geneigt sein möchten, von einer 
Deponirung von Papiergeld Nutzen zu ziehen. 


Aus allen diesen Erörterungen dürfte hervorgehen, auf der 
einen Seite, dass die vorgeschlagene Maassregel, selbst wenn sie 
wider Erwarten den Cours der Banknoten nicht vollständig auf 
den Silberwerth bringen sollte, gleichwohl für die Staatskasse 
ungemein vortheilhaft sein müsste, auf der anderen, dass sie in 
keiner Weise geeignet sein soll, einer in’s Unbestimmte ausge- 
dehnten Vermehrung von Papiergeld die Wage zu halten. 


» 
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I. 


Ueber die Bestimmung der Abplattung der Erde aus 
den gleichzeitigen Angaben eines Quecksilber- und 
eines Aneroid- Barometers. 


Von 


Herrn Franz Unferdinger 


Professor der Mathematik an der Oberrealschule am Bauernmarkte in 
Wien. 


Da die Erde von der Kugelgestalt abweicht, der Art, dass 
sie an ihren beiden Polen abgeplattet ist, und da die Erde um 
eine durch diese Pole gehende Axe rotirt, so entsteht dadurch 
bekanntlich eine ebreifache Zunahme der Schwerkraft vom Aequa- 
tor gegen die Pole zu und zwar erstens wegen der allmäligen 
Annäherung gegen den Mittelpunkt der Erdgestalt und zweitens 
wegen der Abnahme der Fliehkraft. In der That, ist g das Maass 
der Intensität der Schwere am Aequator und a der Halbmesser 
des Aequators, so ist in der Breite 9, zu welcher der Radius- 
vector oe gehört, das Maass der Intensität der Schwere gleich 


2 
s(2) - Ist ferner f die Fliehkraft am Aequator und f’ jene in 
der Breite ®, in der Richtung der Schwere gemessen, so ist be- 
kanntlich Pen. f'=fCos?y, folglich die Abnahme der Flieh- 
di | | 
kraft f—-f' =fSiny=yg nn - Um diesen Betrag hat also 


die Schwerkraft zugenommen und es ist daher ihr Gesammtbetrag 
ı 


g' in der Breite @ durch die Gleichung ageeheur 


18 
2 (tr )- 
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wenn a—1 gesetzt wird, d. h. wenn man voraussetzt, dass e in i 
Theilen des Radius am Aequator ausgedrückt ist. _ i 


Ist diese Zunahme der Schwerkraft durch Beobachtungen con- 
statirt und ihr Betrag gemessen, so gestattet dieselbe einen 
Rückschluss auf die Gestalt, respective auf die Abplattung der 
Erde. Die Grösse dieser letzteren wurde bisher abgeleitet aus 
Gradmessungen, aus Pendelschwingungen und (wiewohl mit ge- 
ringerer Genauigkeit) aus gewissen Mondstörungen. Wir haben 
es hier mit einer neuen, von Herrn Commodor Wüllersdorf 
entdeckten und vorgeschlagenen Methode zu thun, welche die 
fragliche Grösse aus den gleichzeitigen Angaben eines Quecksil- 
ber- und eines Aneroid-Barometers zu ermitteln strebt. Meines 
Erachtens könnte man auch die gleichzeitigen Angaben einer gleich- 
armigen und einer Feder-Wage für das Gewicht eines und des- 
selben Körpers zu diesem Zwecke verwenden; wir werden hierauf 
am geeigneten Orte in einer Anmerkung zurückkommen. Die 
Aufgabe, welche wir uns zur Auflösung in diesen Zeilen gestellt 
haben, besteht kurz darin, die Grösse der Abplattung der Erde 


er Mi en ee Fe A re Bg 


1 
(500) als bekannt vorausgesetzt, den Einfluss zu berechnen, 


welchen dieselbe auf die Angaben eines Quecksilber - Barometers 

in verschiedenen Breitengraden ausübt. Das Resultat wird als- 
dann ein bestimmter Anhaltspunkt sein, um zu entscheiden, ob 
man durch die bezeichnete Methode hoffen kann, die Erdabplat- ° 
tung zu finden oder ob der bezeichnete Einfluss auf die Angaben 

eines Quecksilber-Barometers so klein ist und von störenden Um- 
ständen derart modifieirt wird, dass man auf einen practischen | 
Erfolg verzichten muss. I 


Unter dem speeifischen Gewicht eines Körpers versteht- man | 
in der Physik eine Zahl, welche angibt, um wieviel schwerer die- 
ser Körper als ein gleiches Volumen Wasser ist, so dass also 
das specifische Gewicht des Wassers gleich Eins ist. Die spe- 
‘eifischen Gewichte aller übrigen Körper werden nach dieser Ein- ° 
heit gemessen. Dieser Begriff des specifischen Gewichtes wird 
insolange ausreichend sein, als jene Einheit, mit der man misst, 
unveränderlich ist, d..h. so lange das absolute Gewicht eines ° 
bestimmten Volumens Wasser, z. B. der Volumseinheit, dasselbe 
bleibt. Da aber das absolute Gewicht eines Körpers abhängt von 
der Intensität der Schwere, so sicht man, dass auch das absolute 
_ Gewicht der Volumseinheit Wasser mit dieser Intensität verän- 
derlich ist. Wenn die Erde an den Polen abgeplattet ist und um. 
eine durch diese Pole gehende Axe rotirt, so wird das absolute 
Gewicht der Vnserahett Wasser vom Aequator gegen die Pole 
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zu immerfort zunehmen und am Pol selbst das Maximum seines 
Gewichtes aufweisen. Um daher die Begriffe zu fixiren, ist noth- 
wendig, die geographische Breite festzusetzen, in welcher sich 
jene Volumseinheit Wasser befindet. Nehmen wir als Einheit der 
specifischen Gewichte das absolute Gewicht der Volumseinheit 
Wasser am Aequator, und bezeichnen s und s’ die specifischen 
Gewichte eines und desselben Körpers am Aequator BAER) in der 
Breite 9, so besteht die Proportion: 


N Ei aE 


Unter diesem Gesichtspunkte wird das specifische Gewicht eines 
und desselben Körpers eine mit der geographischen Breite ver- 
änderliche Grösse, und ein Quecksilber- Barometer, welches am 
Aequator den Stand 2 zeigte, wird in der Breite @ bei unverän- 
dertem Luftdruck einen kleineren Stand 5 zeigen, da sich unter 
sonst gleichen Umständen die Barometerstände umgekehrt wie 
die specifischen Gewichte der barometrischen Flüssigkeiten ver- 
halten: 


Gen RL B:b—s:s, 
Durch Vereinigung der beiden Proportionen (2) und (3) erhält man: 
een... DBibzedlig, 


d.h. bei unverändertem Luftdruck und unter sonst glei-_ 
chen Umständen verhalten sich die Barometerstände am Aequator 
und in der Breite @ umgekehrt wie die Intensitäten der Schwere. 


Das Aneroid-Barometer, welches den Druck der Luft durch 
die Elasticität eines Körpers misst, wird von der in verschiede- 
nen Breiten herrschenden Verschiedenheit der Intensität der 
Schwerkraft nicht afficirt und wird daher, wenn es am Aequator 
bei dem Stande 2 mit dem Quecksilber-Barometer übereinstimmt, 
auch in der Breite  beiunverändertem Luftdruck und unter 
sonst gleichen Umständen den Stand 2 zeigen. Die Pro- 
portion (4) bleibt also auch dann noch in, Kraft, wenn man unter 
B und b die gleichzeitigen Angaben eines Aneroid- und eines 
Quecksilber - Barometers versteht, welche am Aoquator in ihren 
Angaben übereinstimmen, welche Bedeutung u Buch- 
staben B und 5 auch in der Folge eibehalten werden soll. Er- 
setzt man in der Proportion (4) g durch seinen Werth aus (1) 
und bestimmt daraus g, so erhält man: I 


B Sin’p\- 
BEiK; 289 
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oder entwickelt: 


(8) 
db. ‚Sin2p b Sin®p 4 Sin?» 2) 
= NV za tz) +) + 
oder mit hinreichender Annäherung: 
b Sin? 
(6) ee Ne . 


Mittelst dieser Formel kann man also den Radiusvector eg aus den 


in der bekannten Breite » beobachteten gleichzeitigen Barometer- 
ständen DB und b berechnen. 


Um eine Vorstellung zu bekommen, um wie viel die beiden 
Stände 2 und 5 von einander verschieden sein können, setzte ich 


1 
die Erdabplattung; (0): respective die entsprechenden Werthe 


von e als bekannt voraus, und rechnete B für die Breiten von 10 
zu 10 Graden, wie untenstehend. 


p° . 336 (1 — 2) 
0 100000 + 0”00 
10 0-99976 0:05 
20 882 0-40 
30 748 0:85 
40 584 1:40 
50 407 199 / 
60 244 254 
70 108 300 
80 018 330 
90 0.98991 339 


Die dritte Spalte gibt den Werth von B—b in W. Linien, wenn 
man für 3 den Werth 336” adoptirt. Will man diese Zahlen für 


einen anderen Ba Bi. B ie so braucht man diesel- 
u 27 F% 


Also das : B— b, so weit USE 


grössert AR aa ‚ bleibt a die Forhergsheha ee 


> 


aus den gleichzeit. Angab. ein. Quecksilb.- u. ein. Aneroid-Barom. 447 


- ohne Einfluss und kann nur zur grösseren Genauigkeit im Able- 
sen des Aneroid-Barometers dienlich sein. Das obige Maximun 
von 8”4 bezeichnet alsdann 3°4 allerdings vergrösserte Linien des 
Aneroid- Barometers. — Da man a priori nicht annehmen kann, 
dass Temperatur und Feuchtigkeit in gleichem Maasse und in 
‚gleichem Sinne auf das Aneroid-, wie auf das Quecksilber-Baro- 
meter wirken, in welchem Falle wegen d=" 2 eine Ver- 
änderung dieser Grössen auf die Werthe von ge ohne Wirkung 
wäre, so ist durchaus nothwendig, die Angaben beider Barome- 
ter auf dieselbe Temperatur .... (auf einen gewissen Normalzustand 
der Atmosphäre) zu reduciren. Es sind also zur Herstellung von 
Reducetionstafeln für das Aneroid-Barometer vorher noch 
einige physikalische Untersuchungen nothwendig. über die Ver- 
änderungen, welche der Elasticitätsmodul des vom Luftdruck affı- 
eirten Körpers bei verschiedenem Temperatur- und Feuchtigkeits- 
zustand der Atmosphäre erleidet. 


Wir gehen nun über zu der Formel, welche aus den Wer- 
then von o die Grösse der Abplattung finden lehrt, und zur Be- 
trachtung des Einflusses, welchen ein Fehler in B und 5 auf jene 
Abplattung ausübt. 


Die Formel, welche « aus oe und p direct gibt, ist die folgende: 
(7) a=1-31V g2+2etgpV (I-ed+YV e—2ctgpv I- 13); 


um logarithmisch rechnen zu können verfährt man indireet nach 
folgenden zwei Gleichungen: 
2etgpV 1-02 
(8) - N TER Sara er ae, 
Y 
a EISEN SB Fa 1-0 Cosir; 


indem man vorher den Hilfswinkel x rechnet, mittelst welches 
die zweite Gleichung die Abplattung « liefert, & 


Bezeichnet de einen Fehler in og Re Er den ents rechenden 
Fehler in @, so gibt die chung m durch Dillerenziation - 
# 1 1 — Mayer ! E 

(10). et de 7 s ii 


a. de *). 


Mit dieser Formel wurde die folgende kleine Tale! Ber Gchnek: 
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9" da | % 
0 —ad= w(dB-di) ‚0:00 

10. 368.720 0:07 

20 847, 180 >, 06 

30 4.04 ‚ 0872 5 0:55 

40 2:43 „, 0:524: 27%, 0:92 

50 1:72, 0'372 Ru 1:29 


60 1:34 ‚, 0289 ,s 1:66 
p, 114 „, 0.246 % 1:95 
su 103 „ 0.222 AR 26 
90 —100 ,, 0.216 » 292. 


Ein und derselbe Fehler in og hat also in der Nähe des Aequa- 
tors einen 34mal grösseren Einfluss, als in der Nähe der Pole. 
Selbst in der Nähe des Pols geht noch der ganze Fehler in og 
in @ über. Wenn also durch derartige Beobachtungen die Ab- 
plattung überhaupt gefunden werden kann, so sind Beobachtungs- 
stationen in hohen Breiten die günstigsten. 


1b db—-dB 
(Il) de= ay A oder annähernd =," 


Dieser Werth, statt de in die zweite Spalte der oben stehenden a 
Tafel gesetzt, gibt für ö = 336” die dritte Spalte, wenn dB—db 
in Linien ausgedrückt wird. Dieselbe dient zur Beurtheilung des 
directen Einflusses eines Fehlers d3#—db auf die Abplattung «. 


3 
| 
Durch Differenziation der Gleichung (6) ergibt sich strenge: | 
| 
7 
Will man die Zahlwerthe dieser Spalte für einen anderen Luft- 


druck 5 als 336” kennen, so braucht man jene nur mit = zu. 


multiplieiren. 


Wenn die Grösse des Fehlers d#—.db den Zahlen der drit- 
ten Spalte gleich wird, so ist der daraus entspringende Fehler 


de der Abplattung « (= ES dieser Abplattung selbst gleich, 


d.h. beträgt z. in 70° Breite der Fehler dB—db (die alge- 
braische Di erenz ‚der einzelnen Fehler der Barometerstände 


B, b) 105 inien, so w dadurch in « entstehende Fehler 
ed man findet also 


die Abplattung entweder gleich Null 7 


MS, | u it 4 
gleich 50° oder mi anderen Worten, man kann 1 gegen I 


aus den gleichzeit. Angab. ein. Quecksilb.- u. ein Aneroid-Barom. 449 


will man dieselben für einen anderen Barometerstand 5 haben, so 


multiplicire man jene mit 356° Eine in der Natur zulässige Ab- 


änderung des Standes d würde die angesetzten Zahlen nicht 
wesentlich ändern. | 


Triest, Jänner 1860. 


Anmerkungen. 


1) Bezeichnen DB und d5 die gleichzeitigen Angaben einer Fe- 
derwage und einer gleicharmigen Wage für das Gewicht eines 
und desselben Körpers, so gilt die Gleichung (5), folglich auch 
jene (6) ebenfalls. 


2) Die Differenz der Längen des Secundenpendels am Aequa- 
tor und am Pol beträgt 23 p. L., allein die Erdabplattung wird 
nicht hieraus abgeleitet, sondern aus der Verspätung der Uhr 


(3m 43% in 24). 


3) Da die Ableitung dieser Formel der reinen Mathematik an- 
gehört, so haben wir sie im Text übergangen. Sie ist die Auf- 
lösung der Aufgabe: Wenn die grosse Halbaxe des Erdsphäroids, 
die geographische Breite p eines Ortes, nebst dem zugehörigen 


b 
Radiusvector og gegeben ist, die Abplattung @=]1 >, 2u finden. 


Legen wir durch den Mittelpunkt der Erde in der Ebene eines 
Meridianschnittes ein rechtwinkliges Coordinatensystem der xy, 
die z-Axe durch die Breite 0°, also die y-Axe durch die Breite 
90°, so gelten folgende drei Gleichungen: 


a) =a’ty, b)cetgpy= en J)P= aa) 
a Y 7 a 


i 13, b | 
Da man zur Bestimmung von « nur des Verhältnisses 2 bedarf, 


so setzen wir zur Einfachheit und in Uebereinstimmung mit dem 
Vorhergehenden a=1, so dass a=1- 5 wird. Weil nach a) 
y=0?— x, so erhält man durch Substitution in c) und Auf- 
lösung: Ö kr Ri 
— 62 We 02 
Pen a z5 und hiermit 20272 72. 


folglich: 


ra a 25 
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2 2__h2 2 E | 
hr 1e d und hiermit nach b) ct? =D? ei 


in dieser Gleichung ist nur mehr die Grösse 5 unbekannt, sie J 
dient also zur Bestimmung derselben. Geordnet wird b* — o2b? 
+ ctg?9(1—02)=0; setzt man ®=1-—. 02, so wird: 
0? = 410? + Vo — Actg?pe2}, 
und weil für p—= 90° b =. sein muss, so gilt im vorliegenden ; 
Falle von den beiden Zeichen das obere. Man hat nun: 1 
PTR ZUBE SER IE RN 
= Py7) NV 02 + v|o*— 2cotg9e)2] ; 
oder durch Transformation mittelst des Sourd’schen Binoms: 
N 11V 02 +2ctgoe + N 02—2ctg pe}, 


und weil e=1—b ist: 


(7) a=1-HN Pr2egpv A-gdHN Er Lctgpva—)). 


Zum logarithmischen Rechnen führt man einen Hilfswinkel & 
mittelst der Gleichung ein: 


| u 
( Sinz = ae 


hierdurch verwandelt sich (7) in 


«=1- 51VI+Snz + vi-Sinz!. 


Wird nun x immer zwischen -5 und 5 gewählt, so ist nach den 
Lehren der Goniometrie: 
4 V14Smz+V1-Sinz!= Cosiz, 
und man hat zur Berechnung von « die einfache Formel: 
OR su In a=1- elosie. 
x . AM 


4, Zur Bersälenb der Differenzialgleichung (10) Jebehn wir 4 
von der end Gleichung () aus und setzen für einen Augenblick: 


hecte6 N RENFHUNVGS), R=-NVE-Mvi-ed); 


’ 


dann wird: 


e=1 —3(k+EK), 


d dR . dR' 
RE + Tr) 


de 370 de 
dR __ede NI-@®—h F 
7 vi-g Bo Resta 
mithin 
dE' __gde NIE +h 
de ENT: — 0? IE RRENTT? 
und 


an dR__ode NIZPR4RYHRR- R) 


de " de Nı-g OT RER' 
oder, wel R+R’=2(1—-e), R—- R'?= AAN 1—o2, folglich 
R-R 2 1. st: 
.1-e 
dR dR' ode 2A-—a N 1—-g?+22V 1— eg? 
ER Ph Nie RER (1l- oe) 
5 ee N ea 
=2V IP, JRR’ 
nun ist: 


(B+Ry = 41-0)? = 20242 V FRA N), R2+R'2— 202, 
mithin: 
R'=N 8 —42(1— 2) = 2(1—a)?— 02, 
sonach: 
1 AT U—e] 
10° 
und es wird durch Substitution der gefundenen Werthe für RR’ 
und A2: 


d—a)?[0?— (1— a)?] 
ne rn rede 


(1— e)[2(1— «)2— 02] ? vi Bsp 
dR  dE 1—a 1—02—(1—0)? + 0? 


de de) IE Ru’ 
also schliesslich: | 

1—a 1-—-(1—.o)2 
IT 982 (1— 0)2 FL. 
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Da ich die für den Zweck dieser Zeilen nothwendigen For- ) 
meln (7), (8), (9) und (10) in den mir zugänglichen geodätischen 
Handbüchern nicht finden konnte, so wird man die hier gegebene $ 
selbstständige Ableitung derselben entSpRuN GEN k 4 


t 


7 


Stimmen die beiden. Barometer am Aequator nicht über- 
ein, wie oben vorausgesetzt wurde, sondern ist dort e die Cor- 
rection des Quecksilber-Barometers in Bezug auf das Aneroid- 
Barometer, so sind in den Breiten 10%, 20%, 30%, .... 90% die 
Correctionen c+0°08, c+040, c+0°85,....c+3'39, so dass also 
die beobachteten Gesammt-Correetionen sich mit der 'geographi- 
schen Breite verändern. Diejenigen Grössen, welche in die Ab- 
plattungsrechnung übergehen, sind dann die Unterschiede der 
beobachteten Gesammt-Correctionen in den hetrefienden Breiten 
und der beobachteten Correction am Aequator. — Hierin ist der 
Fall, dass heide Barometer in irgend einer Breite, z. B. von 50° 
(Breite des Fabrikortes des Aneroid-Barometers) übereinstimmen, 
auch schon eingeschlossen, dann ist ce=—1%. ie 


Poisson bringt im 2. Bande seiner Mechanik (8. 475. 
der deutschen Uebersetzung von Stern. 1836.) dieähnliche 
Idee in Vorschlag, das Quecksilber - Manometer zur Bestimmung 
der verschiedenen Intensität der Schwere in verschiedenen Breiten 
zu verwenden, macht aber am Schlusse die Bemerkung, dass die- 
ses Verfahren immer nur einer geringeren Genauigkeit fähig, ist, | 
als das, welches sich auf die Pendeiversuche gründet. 


Aka nun 


wg 


ze 


0 
e . 
“ e 


es E Et dh : A 3 Per En, 27 E Fi a ae Pr ae \\ >; 
ENT RES a FR N FE RT AN Be BT Te a en 
As £ er 2. En ig RER ae % rs en 
nur Te { Ton T a ü Y rt 
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. \ 


2 4 # B. 


Das sphärische Dreieck, dargestellt in seinen Bezie- 


hungen zum Kreise. 


(Fortsetzung der Abhandlung in Thl. XXIX. S. 479. und 
Thl. XXXUL S. 14.) 


Von 


Herrn Franz Unferdinger, 
_ Professor der Mathematik an der Oberrealschule 
f am Bauernmarkte in Wien. 


$. 76. 


Nach den ersten Gleichungen in den $$. 60. und 65. ist mit 
Rücksicht auf jene (v) und (d’) die von uns eingeführte Hilfsgrösse 


3 
> 


_ Sing(d+cH+a)Cos3(b+cFa)+2Sin3dSinzcSing nz(ö+e) 
M respect. M, = | Fine TZ.Le) 
Das erste Glied im Zähler ist gleich 3/Sin( +c)+ Sina}, folg- 
lich ist der ganze Zähler: | 


EP) 


1128Sin!(d-+c)Cos3(b— ec) + Sina!= 3(Sind+ Since + Sina); 


wir können also für M, M,, Ma, M, statt. der Ausdrücke (151) 
die folgenden einfacheren substituiren: 


ng — Sina + Sind + Since 

— 28Sinla+b+ec) 

L mM N > 
a. 28Sinkb+e—a) ’ 
Mm She sine. SRW 

27 9Sinla+c—b) ° 

nm __Sina+Sind—Sine, 

37 9Sinka+b—c) ’ 


EN st De 1 a 2 2 RT RN Belag 8 (6 Dec Do rei 
Be Ne FERNE M ys W- > 
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und die Formeln (150) bestimmen die Entfernungen d, di, dag, da 
der Mittelpunkte der vier Berührungskreise eines sphärischen 
Dreieckes vom Mittelpunkte des demselben umschriebenen Krer 
ses durch die drei Seiten. . 


Um diese Distanzen durch die drei Winkel zu ermitteln, haben | 
wir die Formeln (154) gegeben und die entsprechenden Formen 
für die M gehen aus jenen (166) hervor, wenn man bedenkt, dass | 
für jedes sphärische Dreieck gilt: { 

| 

Nina fr Sind | 

Sinz(a+b+.c)  Cos3BCos}C’ | 

ne ! 

(167). . ELLI MERT Sn ' 

Sinz(a+b+c)  Cos4A4 Cos}C i 

Sine ı WS Din h 

Sin4a+b5b+c)  Cos}ACosl12’ | 

j 

Sina Sind i 

Sin4d+c—a)  SinB SiniC’ # 

| 

Sind SinıB | 

I EN- Sin!(a +c—b)” Sin34 Sin iC’ 3 

‚Since. Dre Sioat in 

Sin!(a+6—c)  Sin14Sin!2’ E 

wodurch man erhält: 
‘ g _ Sie 44Sin B+SinC 


— 4C0s3ACos}BCos}C’ 
pr; SB Sue mei 

(IBNR zuR 3r. 1” 4C0s14 Sin4B SiniC’ 
Mm Sin A+ Sin C- SinB 

27 4C0siB Sin1ASin}C? 
Sin A+ Sin B- SinC 

— 4C00s4CSini4 Sin} 2 


M; 


$. 77. ie 

Lehrsatz. Sind die Seiten eines sphärischen Drei- 
eckes je kleiner als 180%, so ist immer die Summe der 
Sinus zweier Seiten grösser als der Sinus der dritten, 
oder es findet immer die Relation statt: 


UT) Ba ER Sina + Sind > Sinc. 


Soll dieses der Fall sein, so müssen die drei Längen Sina, 


m. 
„ 
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Sind, Since immer ein geradliniges Dreieck formiren, folglich auch 
jene 2Sina, 2Sind, 2Sinc. Diese sind aber die Sehnen der 
Bogen 2a, 25, 2c, welche immer ein Dreieck formiren, da ihre 
Hälften a, db, ce die Seiten des betrachteten Dreieckes sind. 


Hieraus folgt, dass die Differenzen 


Sind + Since — Sina, 
Sina+ Since — Sind, 
Sina-+ Sind — Since 


immer positiv sind, folglich auch M, M,, Mg, M,, von welcher 
Eigenschaft wir in der Folge Gebrauch machen werden. 
Zusatz. Wendet man die Relation (170) auf das Polardrei- 
eck an und kehrt mittelst der bekannten Relationen $. 16. von den 
Seiten desselben zu den Winkeln des Hauptdreieckes zurück, so 
zeigt sich: 
Sin4A+SinB>SinC, 


und es gilt daher auch folgender 


Lehrsatz. Sind die Seiten eines sphärischen Drei- 
eckes je kleiner als 180%, so ist immer die Summe der 
Sinus zweier Winkel grösser als der Sinus des dritten. 


Dieser letztere Satz ist insofern merkwürdig, als für die drei 
Winkel die Relation 4 + 3> C keineswegs allgemein besteht. 


$. 78. 


Die drei Entfernungen 6}, da, d, des Mittelpunktes des ein- 
geschriebenen Kreises von den Mittelpunkten der den Nebendrei- 
ecken umschriebenen Kreise haben wir in $. 70. gegeben und 
die Hilfsgrössen M,, M,, M, gehen aus jenen M,, M,, M3 hervor, 
wenn wir der Reihe nach d,, cı statt d,c; a,, cı statta, c; a,, bi 
statt a, 5b setzen, wobei a,, d,, c, die Supplemente von a,b, c be: 
zeichnen. Hierdurch geben die (166): 


_8ind+Sinc— Sina 
1Z79Sinda+b-+e) ° 
_ Sina+Sinc—Sind 
M _8ina+Sind— Since, 
37 9Sinka+b+te) 


woraus man in Verbindung mit (166) unmittelbar erkennt, dass 
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lank.uei M=M, +M,+ en 
} Sin 3(b b+c—a) __tgo & 
| I Sintaroto) tg’ 
3.) 98 Sin dla od) SEEN 
(172) . . \ ee M,: 
Sinz(a+b-.e) _.tgo 
"ET Sntatrbre)? too 


Werden die "Gleichungen (172) addirt, so erhält man nach Be- 
rücksichtigung der (161) die merkwürdige Relation: 
MM, Mb, M 
tge ts ige to 
Da für das ebene Dreieck die Sinus und Tangenten den Bogen 
gleich werden, so dass die (166) geben: M=M, =, =M, —=|1, 
so erhält man hierfür die bekannte Gleichung: | 
1815, 
ea @ 
Diese hier angedeutete Analogie wird später, wenn wir von 


der geometrischen Bedeutung der M handeln, noch schär- 
fer hervortreten. 


g. 79. 


Sind A, Ag, A; die drei Höhen des sphärischen Dreieckes, 
so hat man zur Bestimmung derselben aus den drei Seiten nach 
unserer Bezeichnung: | 


aM, 


(175) Sin hı Fr Sinn 9 


mittelst dieser und der folgenden aus $. 10.: 


Wer As u H, 
A en narorg  Fmg 


findet man sogleich: 


Sina- tge » Sind _8ind  _tge Sine MI 
2Sin!(a+b+e) Sin’ 9Sint(a+ b+c) Sinhg’ 2Sini(atb+o) Sing J 
Sina _tgo, Sind HERR Since _t89 = 


2Sint(h+c-- a) Sink, 2Sint(d+e- a) Sinh,’ 2Sini(b+c_a) D 
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- durch deren Vereinigung im Sinne der Gleichungen (166) folgende 
merkwürdige Ausdrücke für die M entstehen: 


m ( 1 1 l ) 
50 (Sinä, ! Sm, !SmmJ’ 
1 1 1 
M, =te (SE Qerızıı sm) 
176)... 17'501 Sin A, tn Rh; Sin h, 
1 1 1 
Mate a(5;, hı + Sinh, Sin ee) { 
1 1 1 3 
Keen 18.05 &r h,TSinA%, Sin 5) 
welche für das ebene Dreieck nach der oben bereits gemachten 


Bemerkung, dass alsdann aus (166) folgt: M=M, =M,=M;, —1, 
in die folgenden Relationen übergehen: 


LA ER 

| 0 en 

| 1 Se. | 

aa RR Te 

CRZZy Era 5, Er : ® 
TEE ED, 

a A rag 

Be 

9% Mi fe Äh; 

$. 80. 


Die bei unseren Untersuchungen vorkommende symmetrische 
Funktion 4, wird nach $. 10. durch die Gleichung definirt: 


(il) 
H,? = Sin(a+5-+.c) Sin!(d+ c— a) Sing(a+c—b) Sind(a+5—c). 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit der ersten der goniometri- 
schen Verwandlungsformeln (e) in $. 42., so sieht man, dass auch 


4H?=1-— Cos?u — Cos?5—ÜCos?e + 2CosaCosbCosc, 
oder 
| | (178) 
; 4H,? = (Sin?a + Sin? + Sin?e) —2(1— CosaCosb Cose). 
5 Wir wollen nun zur Vereinfachung der Transformation 
6 Theil XLIT: 31 


8% 
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Sinla=o, Costa=«, Sudb=ß, Cosdb=P, F 
Sinie=y, Cosic=y i 
setzen, so dass a $ 
(a) 24-4 =rtrre]; | 
und man hat, indem statt a, db, c die halben Seiten eingeführt N 
werden: ' 
Cos a Cosd Cosc = (1— 2a?) (1— 282) (1— 2?) N 

—= (1— 202) (1—2B’2) (1 —2y'?) 

— (1—2«'2) (1—2ß2) (1 2y'2) 

= (1— 20'?) (1 —2$'?) (1 — 27?) 

oder: 

CosaCosbCose= 1— 2a? — 28? — 2y2+402ß? + da2y2+4B2y2 — 80227? 
—=1—-202—2ß'2—2y'24+402B’? + 402y?2+4B2y'?—802ß’2y'? 
= 1—20'?—-2B? -2y'24+40'2B2+402y'?+482y?—80'2P2y'? 
= 1—-20?—22—2y2+40'2B’2+40'2y2+4P'2y2-80'2B2y2. | 

Werden diese vier Gleichungen addirt, die Summe mittelst der 


obigen Relationen (A) redueirt und durch 4 2 so zeigt 
sich alsbald: 


Cos aCos b Cos c = 1— 21 (aßy)? + (aß'y')?+ (e’Py')?+ (e'P’Y)2}> 


oder durch Anwendung der in $. 11. unter (14) eingeführten Be- 
zeichnung: s 


(179) 1—CosaCosd Cosce = 2(42+ 41,2 +452 + 432). 
Wenn man nun bedenkt, dass 


2SinaSind — 8a«'ßß’(y2+y'2) = 844, +84,4,, | 
2Sin aSinc = 8aa'yy'(ß? +ß’?) = 844,484, 45, j 


2 Sind Since — 8ßß'yy'(a?+0'2) = 844, + 8424, i 
ist, so erhält man durch Addition dieser drei Gleichungen zu jener 
(178), indem gleichzeitig für I—-CosaCosdCosce der Werth aus 1 
(179) substituirt wird: . " 

(180) ’ 


44,?= (Sina+Sind + Sin c)? — 4(4,+4154+43 + 2). 


Aus der ganzen Entwickelung dieses Paragraphen wird ein- 
leuchten, dass vorstehende Formel nichts weiter ist als eine 
goniometrische Verwandlungsformel, d.h. eine identr ig 
Gleichung, giltig für jeden Werth von a, b, e. 


, 
“ 
£ 
’ 


EFF Lu ra Ban 
er EIER EN ee 2% 
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Pr 


Diese Gleichung wird daher auch noch gelten, wenn man 
— a statt a setzt. Hierdurch ändert sich 7, nicht, im zweiten 
Theil hingegen tritt — Sina an die Stelle von Sin a, indem gleich- 
zeitig fund /,, welche Sin4a enthalten, ihr Zeichen ändern, so 
dass man auch hat: 


(181) 


und auch diese Formel ist nichts weiter, als eine goniometrische 
Verwandlungsformel, oder der zweite Theil ist nur eine andere 
Form für das Produkt | 


ante r cn)Sinäfe te — b) Sinkla-tbr-e). 


g. 81. 


Dividiren wir die Gleichung (180) durch 4Sin?\Xa+5-+ c), 
die Gleichung (181) durch 4Sin24(b-+c—a), und verstehen wir 
nun unter a, db, c die drei Seiten eines sphärischen Dreieckes, 
so werden die ersten Theile beziehungsweise gleich tg?o, tg?2g,, 
die ersten Glieder der zweiten Theile je gleich M und M,, und 
man hat: 


A-+JS A AN? 
(et, 


Sinla+b+e) 
A+A— I — AN”, 
O\ Sin!b+c—a) £ 


tg?g, = Mı? 


jetzt ist aber auch nach Gleichung (16) $. 11. unter Anwendung 
von Gleichung (54) in $. 22.: 

44 4, +424+45=4Hı (etgo+etg o, 4 ctgoa-+etgg;)= Hı(tgr+etge), 
Ast4s— A —I =zH, (etgogtetg ga —ctgg, —etge)=HÄ, (tgr—ctgo,); 
mithin, wenn man diese Werthe substituirt und M, M, bestimmt: 
M2 =tg?e +(tgrtge +12, 

M?=tg?0, +(tgrtge, —D?, 

Ma>—=tg?0,+ (tgrtgea— 1)?, 

M>=tg?o; + (tgrtges— 1°; 


an; 


wodurch die in unseren Distanzformeln (152) vorkommenden Hilfs- 


srössen M, M,, M,, M, auf ihre einfachste Form zurückgeführt 
sind, und man hat nunmehr: 
31* 
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tg?r —2tgrtge 


a tg?e + (tgrigo+ 1)? 

we ter + 2tgriso 

183) ) tg?0ı + (tertga =D 
er EN tg?r +2tgrigon 
ST 1529, + (tgrtgea— 2 
 tg?d,= ER T DIERIEIDN 


tg203 + (tgrtges — 1)? 


Man sieht also, dass die Ausdrücke für die Distanzen d, d,, .... 
wie in den Euler’schen Formeln für das ebene Dreieck d?=r?— 2ro, 


d,?=r? + 2roı .... nur von den Radien derjenigen Kreise abhän- 


gen, deren Mittelpunkts-Entfernung sie bestimmen. 


$. 8, 


Substituirt man die gefundenen Werthe von M,, M,, M, in 
Gleichung (172), so folgt: 


i M? = tg2e + (tgrıtge — D2, 
184). ... 9) MP=tg?e+4 (ter2tge—1)?, 
M,2 = 1820 + (tgra 186 —1)%; 
wodurch die Distanzformeln (156) $. 70. übergehen in: 
2 
tg20, = ser Fetorie 
ts®e + (tgrı tge—]) 
2 
BB A, Er ch AterBiee 


tg?o + (tgratge— 1)?’ 


tg20 Eh tg?r, +2tgrtgoe 
’tg?e + (tgrtge — 1)? 


$. 83. 


Addirt man in den ersten zwei Gleichungen (155) beiderseits 


1 und stellt im zweiten Theil auf gemeinschaftlichen Nenner, so 
zeigt sich: 


(l+tg?r) (1-+tg2e) 

> oe Br 
+ igrige + 1%’ 
1+tg2d = A+tg?r)(l +tg?9). 


tg?e + (tgr, tge—1)2’ 


und wenn die (153) durch diese dividirt werden: 


” 4 „ 
— s on a 
re ä 


A 
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en tg®r— 2tgrtgo 
2 ze on [) yes y [} ” 
Sin +tg®) (l+ie2o) Sin?®rCos?e —2SinrÜosrSingCoso, 


Sa a — Sin?r Cos2g, +2SinrCosrSing,Coso; ; 
oder endlich: 

Sin?d =Sin?(r—e) — Cos?r Sin?2g, 

Sin?d, =Sin?(r + 0,)— Cos?r Sin2o, , 

Sin ?dz, = Sin?(r + 03) — Cos?r Sin ?g,, 

Sin?d, = Sin?(r + 03) — Cos ?r Sin 293. 


(186). . 


Auf dieselbe Art folgert man aus (185): 
Sin2ö, = Sin?(o+r,)—Sin?oCos®r, . 
AT Sin26, = Sin?(e +r,) — Sin?e Cos?r, , 
Sin2d, = Sin?(g +r3) — Sin?o Cos?r3. 


$. 84. 


Durch Einführung der Sinus und Cosinus statt der Tangenten 
in den Ausdrücken für M (182) erhält man mit Benutzung der 
Distanzformeln (186): 

Sin?2o Cos?r + Cos?(r—g) _ 1 — Sin?(r — o) + Cos?r Sin?o 
Cos?r Cos ?o 7 Cosr CE 
1— Sin?d 


— Cos?r Cos?e ’ 


M2— 


M?— Cos?r Sin?2o, + Cos?(r + 9) _ 1— Sin?(r + 0,) + Cos?r Sin?e, 
h Cos?r Cos?g, Cos?r Cos?o, 


1 Sin?d, 


— Cos?r Cos?o, 


also auch: 
(188) 


__ bosd _... Cosd, m. — _Cosd, 
— CosrCose’ "t " CosrCosg’ ° ? CosrCose 


M 


Cosd; 


M; 3 OosrCosoz. 


Eine ähnliche Umformung der Ausdrücke (184) für M,, M,, M; 
geben folgendes ebenso einfache Resultat: 


462 Unferdinger: Das sphärische Dreieck, 
(189) 
Cosd, Cd, mm Cosd, 


MN. =. Me 


" Cos oe Cosr; sose Cosrg’ °?  CoseCosr; 


Substituirt man diese für die M gefundenen einfachen Werthe in 
die Gleichungen (161) und (173) und reducirt, so folgt: 


Cosd__Cosd, , Cosd, | Cosdg 
Cosr ” Cosr, ' Cosr, ' Cosrz’ 


Cosd Cosd, , Cosd, Cosd;.. 


— — 


Sine Sing, Sin Sinez ” 


= 


(190) . 


von welchen beiden Gleichungen die letztere als das vollständige 
Analogon (als eine Verallgemeinerung) der für das ebene Drei- 
eck giltigen Relation 


zu betrachten ist. 


Die Gleichungen (188) und (189) können auch in RGeN, 
Art angesetzt werden: 


Cosd =ÜosrÜoseM, 

Cosd, =CosrCoso, M,; 
Cosd, =Üosr Cos ,M,, 
Cosd, =CosrCos 093 M3; 
Cosd, = CoseCosr,M, ; 
LIDDISe Cosd, — Cose CosrzM,, 


Uosd, = CosgCosrzM;; 


. 


und diese geben die Distanzen d, dı, d,, dz3; 61, by, Ö3; wenn 
man für die M die nach $. 77. immer positiv zu nehmenden 
Quadratwurzeln der Ausdrücke (182) und (184) substituirt. 


..$. 85. 
Da nach den Gleichungen (99) in $. 4l.: 


44'Cosle = 44'SinAFB+C)=1+Cosa +Cosb + Cose, 
44"Cosie, =44"Sint{# B+C—A)=1+ Cosa—0osb— Cose; 


so können die Eelationen (137) in $. 55. auch auf folgende Art? b 


angesetzt werden: 
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(193) 
tgo, tg + tgea —tgo =tgr (14 Cosa + Cosb + Cose), 
tso +t18@ + tges —tgoı =tgr, (1 + Cosa — Cosb— Cosc), 
tge +tg0ı + tg —tg&g—tgra(l + Cosb— Cosa—Cose), 
tgoe +tg0, + go -tges=tgr;, (1 +Cosc— Cosa— Cosb); 


von welchen die erste für das ebene Dreieck in die Relation 


(194) RT %GY+% +0 -e=4Är 


übergeht. | 

Werden diese vier Gleichungen ihrer Ordnung nach durch 
tgr, tgr,, tgra, tgr; dividirt, indem man dieselben gleichzeitig 
durch ihre Werthe aus (54) $. 22. ersetzt und dann alle addirt, 
so folgt als Bedingungsgleichung, durch welche die vier 
Radien o, 0); @3; 0, mit einander verbunden sind: 


sottsarttse—ise \ 
etge, +etggatetggea—ctgo | 


tsoe+tsatiggs—tgoı _ 


cetgo-+- ct +ctgg — ct 
(195)... 50 S02 03 501 a 


+ tgoertgattse to 
etge+t.ctge, + ctg 03 — ctgo2 


tge+tgo, +tgaa— 1803 _ 


5: etse+etgg, +elgg2 — eig 03 


\ 


— 


Eine andere minder durchsichtige Form der Bedingungsgleichung 
habe ich in $. 13. unter (22) gegeben. 
Wendet man die Gleichungen (193) und wit auf das Polar- 

dreieck an, unter Benutzung des 
Lehrsatzes: Die Summe der Radien des einem 
sphärischen Dreieck eingeschriebenen und des 
seinem Polardreieck umschriebenen Kreises 
ist constant gleich einem Nnadranten undeum- 
gekehrt, 

welchen ich in $. 21. bewiesen habe, so gelangt man unmittelbar 

zu folgenden Gleichungen: 


(196) | 
etsr; tHetgrztetgr; —ctgr =ctge (l—Cos A— Cos B—CosC), 
_  etigr +etgrz+etgrz; -cetgr, =ctgo, (1—Cos A+CosB+CosC), 
 etgr +etgr, + eigrz —ctgr, = ctgog (1 —Cos B+Cos A+CosC), 
etgr +etgr, + eigra — etgrz=ctg og; (1— CosT 4 CosA+CosB); 
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etgr; +etgr, +eigr; —cigr 
tgr, +tgr2, +tgr3 —tgr 


etgr +ctgra + etgr, — cigr, 


tgr +tgra+igr; —tgrı 
(19T. Maar 
etgr-Fetgr, +ctgrz3 — ctgry 


tsr +tgr, +tgr3 —tgr, 
etgr+etgr, +eigra —ctgrz 
tgr +igr, +tgra— tigt 
von welchen die letzte die Bedingungsgleichung ist, durch 
welche die vier Radien r, r}, Ta, r3 der dem Hauptdreieck und 


seinen Nebendreiecken umschriebenen Kreise mit einander verbun- 
den sind. Eine andere Form derselben steht unter (60) in $. 23. 


$. 86. 


Durch Auflösung der Distanzgleichungen (152) in Bezug auf 
tgo, tgoı, tg 02; to; erhält man: 


(Mtga)’—tg?r u (M,tgdı)’—tg?r 


A Dar ar N Itgr ’ 
t (Mztg ter en (M;tg A —tg®r 
Sa 2tgr 5 68,7 2tgr 


und durch Addition derselben folgt, indem für die M die Werthe 
aus (188) gesetzt werden, unter Anwendung der ersten Gleichung 
in (193) nach einiger Reduction: 


(e) (et) (2) (=) 
Cosa) ! Cos oe, + Cos 9 + Cos 03 


— 4 Sin?r (Cos?}a + Cos?4b + Cos?4c). 


Da für das ebene Dreieck die Sinus den Bogen gleich werden 
und die Cosinus gleich 1, so folgt hierfür: 


(190) SEE d2 + d,? + do? + da? = 12r?, 
und diese Gleichung ist der mathematische Ausdruck des 


Lehrsatzes: Die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen des Mittelpunktes des einem Drei- 
eck umschriebenen Kreises von den Mittel- 
punkten seiner vier Berührungskreiseist gleich 
dem zwölffachen Quadrate des Radiusdes um- 
schriebenen Kreises | 

$) 2 


un 
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eines Satzes, welchen ich bereits in Thl. XXXIH. S. 420. bewie- 
habe. Die Gleichung (198), für das sphärische Dreieck giltig, 
ist als die entsprechende Verallgemeinerung des vorstehenden 
Satzes zu betrachten, in welcher er als ‚specieller Fall enthal- 


ten ist. 


Aus der ersten Gleichung in (152) und jenen (156) folgert 
man mit Rücksicht auf die Werthe von M, M,,M,, M, aus 
(188) und (189) ohne Schwierigkeit, dass 


a) = er Cos?o —Cos 1, 
) == = EL Cos219=00s20 1 - 80), 
se) => os?e=Cos?e(l — ) 
se) Ge os2e—=Cos2e (1 — a. 


Werden nun diese vier Gleichungen addirt und zur Reduction die 
erste der Gleichungen (196) benutzt, so gelangt man zu folgen- 
der, der Gleichung (198) ähnlichen Beziehung: 


Sind\? Sin d,\? Sind,\? Sind; \? 
200) (Sin ;) r() cry le) 
— 4Cos? (Sin?34 + Sn?}B + Sin?}C), 


welche auch aus dieser durch den Uebergang auf das Polardrei- 
. eck nach Anwendung des Lehrsatzes in $. 70. abgeleitet wer- 
den kann. 


$. 87. 


Werden die zu Anfang des vorigen Paragraphen aufgestellten 
Werthe für tgo, tgoı, tg0,, tgoz in die auf Null gebrachte Re- 
lation (173) substituirt und dieselbe durch 4% dividirt, wobei 


k = Cos?la + Cos?l5 + Cos?4ec, 


so gelangt man zu folgender Gleichung: 


N Be ER Ve Dreh 
Aktg?r —4k(Mtgd)? r Akts?r —Ak(M,tgdı)? 
M, M; 


+ Gig ar (Myted)E } Ihe ak Mt” 


ersetzt man in dieser 4ktg?®r durch seinen aus (198) folgenden 
Werth und redueirt, so erhält man: 


2 s y i ’ A i Pr & © ; e R = Br R Ser Fash; Bed Dig 5 4 
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0) 
Cosd 
Cose 
9) +). a (41) Coso, 
Cosh, | 
u en 2 21 Dos elf rre 
Sind Sind, Sind a) 
(+ (ee) a). RD (5%, 
Cosdz 
A Coso | 
(Snay, (SmdY, (Sad ,, „(mh 
=) EL el + u) Ur 2 u). 
i { 
Cosdz 
Cosg3 


MEIWNEISWE N d; ) 
Cos (CH 2) (ie 02 , Cos go; 


Für das ebene Dreieck werden die Sinus den Bogen gleich, die 
Cosinus gleich 1, also =3, 4&—1=1l, und man hat als Be- 
dingungsgleichung zwischen den vier Distanzen d, d,, ds, d; 
des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises von den Mittel- 
punkten der vier Berührungskreise: 


1 
d,? +4,24 4,2 — Ti 


N ’ 
ei nie ee 


/ 


1 
LEER WERT HR Ei 
ne 
TPrad°+d2-Nad2 
1 x 
vtzra?ra2 a2 


welche ich bereits in meiner Abhandlung: Zur Lehre 
Dreieck, Thl. XXXII. S. 420., bewiesen habe. * 


+ 
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In Pe 


Strenger Beweis eines bekannten Satzes von dem Krüm- 
mungskreise der Curven im Raume oder der Curven von 
doppelter Krümmung mittelst der Gränzenmethode. 


(Ein Nachtrag zu der Abhandlung: „Neue Darstellung der 
Theerie der Berührung und Krümmung der Curven“ 
in Thl. XXX. Nr. XL.) 


Von 
dem Herausgeber. 


In der oben genannten Abhandlung habe ich, um diese Ab- 
handlung damals nicht zu sehr auszudehnen, einen bekannten 
Satz von dem Krümmungskreise der Curven von doppelter Krüm- 
mung nicht entwickelt, weil ich demselben, so interessant er auch 
an sich ist, doch keine besondere Wichtigkeit für weitere An- 
wendungen der Theorie des Krümmungskreises beilegen kann. 
Da ich aber vor Kurzem durch einen meiner Schüler wieder an 
diesen Satz erinnert und auf diese Weise veranlasst wurde, den 
Beweis desselben nach der in der oben genannten Abhandlung 
überall in Anwendung gebrachten ganz strengen Gränzen- 
methode, der ich auch in der höheren Geometrie allein Gel- 
tung zuerkennen kann, weil sie allein — aber auch in der schön- 
sten und lehrreichsten Weise — zu völliger Strenge, Klarheit und 
Evidenz führt und vor Fehlschlässen schützt, zu entwickeln; so 
will ich diesen Beweis, welcher, wie ich glaube, auch ein gutes 
Beispiel für die Anwendung der strengen Gränzenmethode liefert, 
als Nachtrag zu der obigen Abhandlung, und in der Hoffnung, 
dadurch vielleicht auch manchem Anderen einen Dienst zu erwei- 
sen, im Folgenden mittheilen, indem ich mich ganz an die in 


ET EB RER ENT EA EEPRINE E EN PR 
EAN LET EN r ‘ RN, x, ‚ 
, Ne \ RE r 
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Rede stehende Abhandlung anschliessen und auch die dort ge- 


brauchten Bezeichnungen, so weit sie hier zur Anwendung kom- 


men, überall beibehalten werde. Ich wiederhole, dass die Ent- 
wickelung des Satzes nach der auch in der höheren Geometrie 
überall nur in Anwendung zu bringenden strengen Gränzen- 
methode der alleinige Zweck dieses Aufsatzes war, welcher 
insofern auch der Tendenz des Archivs ganz entspricht. Werden 


die Entwickelungen nach dieser Methode auch zuweilen etwas 


weitläufiger, so ist der Gewinn an Strenge und Evidenz um so 
srösser, namentlich für den Unterricht. 


Wenn wir einen beliebigen, aber bestimmten Punkt einer so- 
genannten doppelt gekrümmten Curve durch (xyz), die laufenden 
Coordinaten durch x, 9, 3 bezeichnen, und, wie gewöhnlich, uns 
2, y, z als sämmtlich von einer Variablen abhängig denken, 
so ist 


0X oy 02 
er 99 t,, rt erd—t 
die Gleichung der Normalebene der Curve in dem Punkte (xyz) *). 


Bezeichnen wir nun die Coordinaten eines zweiten Punktes 
der Curve, eines dem Punkte (xyz) benachbarten Punktes der- 
selben, durch 2 + fx, y+Sy, z+fz; so ist eben so die Glei- 


2 in N +, 


chung der diesem zweiten Punkte entsprechenden Normalebene 


der Curve: 
2) | i 
ö d 
er en 
+(4+22) m -W+pi) =0, 
v4 p4 : 
en -@+1 | 
oder: 
d) 
432) “ 42 
„)e-9+(+42)o-nalg+45)6-2 
%y\,, LERTRLH EV 
£ +23 2) 4 24 +2 2)au+ (+25) 4 


*) A. a. 0. S. 371. Nr. 10). 


& 
* 
x 
3 
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Um nun die Gleichungen der Durchschnittslinie der beiden 
durch die Gleichungen 1) und 3) charakterisirten Normalebenen 
zu finden, wenden wir, wie immer in solchen Fällen, am Besten 


| das in dem Aufsatze: „Ueber die Auflösung dreier Glei- 
- ehungen mit drei unbekannten Grössen, von denen 


Lars Ka a 2 ulm og 


\ 


wenigstens zwei lineare Gleichungen sind“ in Theil 
AXXVI. Nr. XXI. entwickelte Rechnungsverfahren an. Setzen 
wir nämlich der Kürze wegen: 


4) 
IEN? oy\? 02 
>=(5,) +65) + 


RT EEIN A + 4% u +42) 


Op Op Op Ip op Op 
Oz 02 0 y , &% a. 
Mr tt Op" 
also: 
0X 7, 02\ 2 
(nt 2) tt PET ran) un 
ferner: 
= Ü 
1% 02 DENE, 
K=(j+ 230) 40 + (2,4 a )ur (+) 


so erhalten die in dem vorher genannten Aufsatze durch 9, 9, € 
bezeichneten Grössen im vorliegenden Falle die folgenden Werthe: 


2) 
22 (224 W) 
BR (+2 1) 7 mix 
Ram 

Ri L( a) Lz4 MILK 
N ee ? 
EN za) ' 
ER ts) -% (22 + WITT 


323 Fr w)? 


oder kürzer: 


ER? IE f 


(22a —W K 
er az 

(22473 = —W » K x 
= yo wp ER 


oder, weil offenbar 
0x oy 02 
= 2 2 2 ou =—— — ja 
also: 


22 2,2 — (224 W)? = 221(4 2 + ash» 4 Ar Ww: 


ist: 
8*) 

2a we) K 

232; ara er) we vi 

Sr dp ip IT : 

R 

(ze _ w) k 
REEL DENE NN IN 
ER 

: 
(2247 nu WDR 
a —, 


0 Ze age + (ae — Wa 


Setzen wir jetzt: 


1% a ”) oy 0y 
le = )= 3 2G at = na. F. 
a2 202 dm ‚dr . 
B=;, + 3) Op ai ee 
08 oy (9x 49% _ 02 ©y 0y dx P. 
= +4 2)- dp e dp) ee 0 w 
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und bezeichnen durch @ einen gewissen Factor, so ist, wegen. 
der Gleichungen I) und 3), nach den in der vorher genannten 
Abhandlung bewiesenen Formeln: 


| 0} 
F—-2z=A+GA, y-y=BrGB, 5-2=€4+60; 


also: 


x 


i 1m 
u r—- 1-12 9—-y—-dB ;3;—:-(€ 


> 
| 
=) 
| 
o 


welches die gesuchten Gleichungen der Durchschnittslinie der 
- beiden Normalebenen sind. 


Rn 


WE 


Wir wollen nun den durch die Coordinaten +42, y+ 4y, 
z44z bestimmten Nachbarpunkt des Punktes (xyz) diesem letz- 
"teren Punkte immer näher und näher rücken lassen, natürlich in 
der gegebenen Curve, welches wir dadurch bewirken, dass wir 
Ay sich der Null nähern lassen, und wollen untersuchen, ob dann 
die durch die Gleichungen 11) bestimmte Durchschnittslinie der 
beiden Normalebenen sich einer ihrer Lage nach völlig bestimn- 
ten Geraden im Raume immer mehr und mehr und bis zu jedem 
beliebigen Grade als ihrer Gränze oder Gränzlinie nähert. Zu 
dem Ende drücken wir zunächst die Gleichungen 11) auf folgende 
Art aus: 


12) 
r—-—A_ y—-y—Bb_3—ı—C 
EI OE DI NC N 
Ag Ip Ag 
Nach 9) ist: 
BED D 


| Ay ip Ap ap Ap 


also nach den Begriffen der Differentialrechnung: 
} 


TR ENG BEE 2 Fe So 
DER Ra TREE a 7 NH - gti N ET REN 1" ‚Io, 
x cr Te - . r be ae ys x } ; 
; f 3 SE wa 
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"2 oy 0% & O2y | | 
09 092 dp 0p?’ | 0 1 
EN ER DENE VIOEUREE | 


setzen: 


10 AR Lim 7 5 =B, Lin =€. 
Ip dp Ip 


Die Grössen 9, 8, € in 8*), können wir auf folgende Art 
ausdrücken: 
0x 
5 Ye 2a 
Er Pe herr = 


Borerer>) 


GC 


BOXoRoT 


32 in 2 W_K 
ner) 


ForoXe er; 


Nun ist aber nach 4) und 6): 

0x y O2 
Op  0y dp 02 _9p 3 

But ae + 

App dp "op' Ap "Op Ay’ 


(2) 


5 Mr KAFFEE u 
Suhl JE 2 Ras a Biel ee 
RATE Det z 
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K __ fox 0x Iy 
Ft + rt 15 de 


also offenbar: ° 
15) 


Wo 02 dy 02y | 02 O%z | 
Ps 2 Op Op?’ 


2 = BR 0z\? 
| Linz (5) +) +) = 


wobei man nicht unbeachtet zu lassen hat, dass natürlich 


Lim 


EP =(, ag, RER: 
Op Op Op 


zu setzen ist; folglich ist, wenn wir der Kürze wegen: 


16) 
OR LH 


0x 02x  Oy ORy | 0 6% 


ati ti 


setzen, nach dem Obigen offenbar: 


17) 
rn, 0X T)32 
Op? ö 
Lim 9 —— 32272 T2 ’ 
2 
Limd = z„e>a_73 
2, 
& p_Er)n 
Lime = hei. 
22 2'2?_ T? 


Hieraus sehen wir also, dass die durch die Gleichungen 11) 

charakterisirten Durchschnittslinien der beiden Normalebenen sich 

_ wirklich als ihrer Gränze oder Gränzlinie einer ganz bestimmten 
(seraden im Raume nähern, welche durch die Gleichungen: 


18) 
s ER LimA _ y»—-y—Limd _ 72— Lim € 
| ET a A 
Theil XLL. 32 
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charakterisirt wird. Sind 0, ®&, & die von einer der beiden Rich- 
tungen dieser Geraden mit den positiven Theilen der Coordina- 
tenaxen eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel; so 
ist bekanntlich: ; | 

cos$ _coso coso. 


A: BAEBSOT 


mittelst welcher Gleichungen, in Verbindung mit der Gleichung 
c0s6? + cosw? + cos®?=1, | 


die in Rede stehenden Winkel leicht bestimmt werden können; 
für A, B, C sind die Werthe 13) zu setzen. 


Fällen wir nun auf diese Gränzlinie von dem Punkte (xyz) 
eine Senkrechte, deren Gleichungen 


4,7 32 
19) a ie eine hebie, 2ie Ber RR — vr. — 5 © 
sein mögen, und bezeichnen den Durchschnittspunkt dieser Senk- 
rechten mit der Gränzlinie durch (XYZ), so haben wir zur Be- 
stimmung der Coordinaten dieses Durchschnittspunktes die folgen- 
den Gleichungen: 


20) 
X—r—Limf __ Y—-y—Limd Fe Z—z— Lim& 
A EEE 
A 2 VoyRZeR 
A' ng Ba ET C' ’ 


\ . 
also, wenn wir die vorstehenden gleichen Verhältnisse durch @, 
und @,’ bezeichnen: 


X_r—-Lm9r+GA-OrA, 
SE Y_y=Lim®+,B=GB, 
Z—z —=Lim6C+ HC= GC. 


Weil die durch die Gleichungen 20) charakterisirten Geraden 
auf einander senkrecht stehen, so ist nach den Lehren der ana- 
Iytischen Geometrie: 


AA’ +BB'+CC'=0, 


also nach 21) offenbar: 3 
22). ... AX—a)+B(F-J)+CZ—n)=0$. R 
Ferner übersieht man sogleich, dass | 

| 


EEE ELTERN 2 - 


0: 
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dx ja öy (02 IR Öz 
er) un En) &löie-&n) 
25 AT 15 a8 u 
= 227 —- 2T=0(, 
also nach 17): 
2) 
En Lim + 2 Lim% + = Line =0 
ist; und da nun nach 13) offenbar auch: 
0x oy 02 
At Brn,c=0 
ist, so ist nach 21): 
0x dy f Or R, 
Endlich ist: 
02x x 5 ey = n & 022 f 0% 0 ‚n 
09? 2“ -ET)+% rg" 7 T)4 2\ 092 22-57) 
= 222312 __ T2, 
also nach 17): 
a = Lim 9 + = I Lim 8 P nn > Lime@= 23?; 
und weil nun er 13) offenbar : 
02x 02, Orr ni 
a = 
ist, so ist nach 21): 
02x 024 ,_. 0% 5, 
Ka N) ta) 2 
oder: 
24) 
On Toy\” 02 02x ul 02% 
2w) + (95) en (3 A N 


Nach 22), 23), 24) haben wir also jetzt zwischen den Coor- 


dinaten X, Y, Z die drei folgenden Gleichungen: 
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25) 
AX—a) + BF —y) + CZz—-9)=0, 


0) 
Ant (r— "tn (Z-9)=0, 


Sl) (e) Bann Eher ikana 


In der Abhandlung Thl. XXX. Nr. Er S. 398. 32) ist aber in 
aller Strenge gezeigt worden, dass ganz durch dieselben Glei- 
chungen die Coordinaten des Mittelpunktes des Krümmungskreises 
der Curve in dem Punkte (zyz) bestimmt werden, woraus sich 
also unmittelbar ergiebt, dass der Punkt (AXYZ) der Krümmungs- 
mittelpunkt der Curve für den in ihr liegenden Punkt (xyz) ist. 


Legen wir durch den Punkt (xyz) eine auf der durch die Glei- 
chungen 18) charakterisirten Geraden senkrecht stehende Ebene, 
deren Gleichung 


4" —2) + B’W—-y) + l"G—-2)=0 


Sein mag; so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie: 


—_ m u _ 


und folglich: 
ROLE A(r—x) + By=y) + CG-)=0 


die Gleichung der in Rede stehenden Ebene; nach Thl. XXX. 
S. 381. 24) ist dies aber die Gleichung der Osculations-Ebene der 
Curve in dem in ihr liegenden Punkte (xyz). 


Wir gelangen daher jetzt hierdurch zu dem folgenden Satze: 


Die Durchschnittslinien der Normalebene einer 
Curve in einem Punkte derselben mit den ihr benach- 
barten Normalebenen der Curve nähern sich einer ihrer 
Lage nach völlig bestimmten Geraden im Raume als 
Gränze oder Gränzlinie; — die durch den Punkt der 
Curve gelegte, aufdieser Gränzlinie senkrecht stehende 
Ebene ist die Osculations-Ebene der Curve in dem in 
Rede stehenden Punkte; — und wenn man von diesem 
Punkte auf die Gränzlinie ein Perpendikel fällt, so ist 
dessen Fusspunkt der Mittelpunkt des Krümmungs- 
kreises der Curve in dem genannten Punkte. 


In der Abhandlung Thl. XXX. Nr. XL. habe ich S. 402 — 409 
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gezeigt, — und zwar für jede in einer beliebigen Ebene im Raume 
liegende ebene Üurve, indem es mein Zweck war, für jede solche 
Curve ganz im Allgemeinen die Lage des Krümmungskreises zu 
bestimmen, — dass sich der Krümmungsmittelpunkt einer solchen 
Curve auch auffassen lässt als der Gränzpunkt der Durchschnitts- 
punkte der Normale der Curve in dem betreffenden Punkte der- 
selben mit den ihr benachbarten Normalen; diesen für ebene 
Curven geltenden Satze entspricht gewissermassen der oben für 
beliebige Curven im Raume bewiesene Satz, dessen mittelst der 
Gränzenmethode streng geführten Beweis ich im Obigen, zur Ver- 
vollständigung meiner früheren, oft genannten Abhandlung, mit- 
getheilt habe; die in diesem Satze bewiesenen Eigenschaften der 
Osculations-Ebene und des Krümmungskreises aber zur Grund- 
lage der Theorie dieser wichtigen geometrischen Elemente zu 
machen und als Definitionen derselben zu benutzen, wie dies, so 
viel ich weiss, in einigen neueren Schriften geschehen ist, ist 
gewiss einer guten Methode nicht gemäss und entsprechend; 
man hat es hier eben mit bemerkenswerthen Eigenschaften der 
in Rede stehenden anderweitig, und zwar nach meiner Meinung 
bei Weitem am Besten so, wie in Thl. XXX. Nr. XL. von mir 
geschehen, definirten geometrischen Elemente zu thun, welche, 
wie im Obigen gezeigt worden, aus der schon auf andere Weise 
und auf anderer Grundlage erlangten analytischen Bestimmung 
derselben abzuleiten sind. 


% 
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Mıscel]en 


Kennzeichen der Theilbarkeit durch 7, 11, 13. 


Von dem Herausgeber. 
Es ist, wie man sogleich übersieht, allgemein: 


azun _—] = (atın + 1) (aun — 133 
azur)n +1 = atun(ar + ])— (a?un —]); 


und man hat also die folgende Reihe von Gleichungen: 


a+l=ar+l, Pe 
ar — = (ar +1) (ar —1), 
ar +1 = ar (ar +1) — (a —I), 
an] — (a?n +1) (ar — 1), 
adr +1 = ar (ur +1) — (a —1), 
ar —1 — (adr +1) (adr—]), 
an + 1l— a6n(ar +1) — (a6 —]), 
ar — 1 — (a4n + 1) (an —]), 
ar +1 = a®(ar +1)— (a®—]), 
an _] — (an + 1) (ar — 1), 

u. S. W. 


MP. ER Ar 7 2 06. > N RRERE® EEE | 


Aus diesen Gleichungen erhellet, dass jede in ar+1 auf- 


gehende Zahl auch in: »3 

ar —], ar+l, an—]1, a®r}rl, an], any], f 

aufgeht, dass also jede in a +1 aufgehende Zahl überhaupt auch in 
azın —] und aZutbr +] 


aufgeht. 


a a Fa De Dig, A Fir 
u Aa N 5 e { Y P > ; v 
o “ » E - ” 
N RI 7.7. f x 
PB, R y » 
# 
Ir 
* 


‘ 
t% 


oder : 
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Ist nun N eine beliebige decadische Zahl, so lässt sich die- 


- selbe immer unter der Form: 


— a+2.10° 40.106 4+4.10%°+ e.10%2+ f. 1065 + ... 


darstellen, wo a, db, c, d, e, f,.... Gruppen von drei Ziffern un- 


- serer Zahl N bezeichnen; nur die letzte oder höchste Gruppe 


kann auch bloss aus einer Ziffer oder aus zwei Ziffern bestehen. 
Aus vorstehender Gleichung ergiebt sich die Gleichung: 


N—-ar+rb—-c+d-e+f—.... 
—=5.(103+ bh) +e.(106 — 1) +d.(10°+1)+e. 10% — 1) + .... 


N=a-b+cec—d+te—f+.... 
+ 5.(103+ 1) + e.(106— 1) + d. (10°+1) + e. (10% — 1) + ...., 


woraus mittelst des Obigen unmittelbar der folgende Satz her- 
vorgeht: 
Jede in 103+1 aufgehende Zahl geht in der Zahl N 
auf oder nicht auf, jenachdem dieselbe in _ 
a—b+c—d+te—f+.... 
aufgeht oder nicht aufgeht. 


Weil nun 
10° + 1= 1001 =7.11.13 


ist, so ergiebt sich der folgende Satz: 
Die Zahlen 7, 11, 15 gehen in der Zahl N auf oder 
nicht auf, jenachdem sie in 
a—b+c—d+re—f+.... 


aufgehen oder nicht aufgehen. 


Es sei z. B. 
N = 76985763978543296 , 
ist: 
so is Sr yage 
= 543 
a—b —=-- 247 
e= 9 
a—b+c= 731 
d= 763 
a—b+c—d=— 3 
e= 185 
a—b+c—d+e= 3 
f=#7776 


"a—b+c-d+te—f= 87 


Ey 4% 
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und weil nun 


877 2::0877 5 17 6 
7-3, T-’ Bl 


ist, weil also keine der Zahlen 7, 11, 13 in 877 aufgeht, so Bent 
auch keine dieser Zahlen in der obigen Zahl N auf. 


Es sei ferner 


N = 306152, 
so Ist: 
n— 152 
= 30 
a—b= — 154 
und weil nun 
a it — 154 — 154 11 
Set, Din a er 


ist, so gehen 7 und 11 in N auf, wogegen 13 in N nicht aufgeht. 


Eine vollkommenere Behandlung dieses einfachen Gegenstan- 
des dürfte vielleicht die folgende sein. 


Es sei überhaupt « eine in 10°+1 aufgehende Zahl, und 
N Pr a—b+c—d+e—.... r’ 
=g+7-> re er er 


& & &_ 


wo die Reste r, r’ beide kleiner als « sind, und das obere oder 
untere Zeichen genommen werden muss, jenachdem die Grösse 


a—b+c—d+te-—.... 
positiv oder negativ ist. Weil nun nach dem Obigen: 
N=a—b+c—d+te—f+.... 
+5.(108 +1) +e.(10°— 1) +d.(10’ +1) +e. 10% — 1) + .... 
ist, und unter der gemachten Voraussetzung « in 
5.108? +1) +c.(10°—1) +d.(10° +1) +e.(108— D + .... 
aufgeht; so ist, wenn G eiße gewisse ganze Zahl bezeichnet: 


Ni a—b+e—d+te—... RN; 


[04 & 
also 


ker we) 
g+,=4(' +7 EHE, folglich : —T =6-444; 


wo G@—g49g', daher auch 


ns. 


: 


B: 1) a N er 


also in diesem Falle 
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eine ganze Zahl ist. Wenn a—b+c—-d+te-—.... positiv ist, 
so muss man das obere Zeichen nehmen, und es ist also in die- 
sem Falle 

r—r' 


: & 
eine ganze Zahl; weilnun r<e, r!' <« ist, so ist auch jeden- 
val. abs. (r—r’) 
er, 
welcher nur dann eine ganze Zahl sein kann, wie er dies nach 
dem Obigen ist, wenn r—r’=0 oder r=r’ ist. Wenn 


a—b+c—d+te-—.... 


falls val. abs. (r—r’) <e, also ein echter Bruch, 


negativ ist, so muss man das untere Zeichen nehmen, und es ist 


r + r' 

[04 
eine ganze Zahl; weil nun r<e, r!’<ae ist, so ist r+r' < %, 
r-+r' r+r' 
BT u 


<2; also, weil dieser Bruch eine ganze Zahl ist: 


ı 
Tan folglich r+r'=0 oder r+r'=a, wo die erste 


oder 


Gleichung nur dann Statt finden kann, wenn gleichzeitig r=0(), 
r'=0 ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende Satz: 


Unter der Voraussetzung, dass « eine in 10? +1 
aufgehende Zahlist, bleiben bei der Division der Zahlen 
a—b+c—d+te-—... und N durch «a, wenn a-5b+c—-d+te-—... 
positiv ist, jederzeit gleiche Reste übrig; wenn aber 
a—b+c—d+te-—... negativ ist, so geht «in N auf, oder 
die bei der Division von — (a—b+c—d+e-—...) und N 
durch «& übrig bleibenden Reste ergänzen sich gegen- 
seitig zu @, jenachdem « in TE ER) auf- 
seht oder nicht aufgeht. 


Weil 7, 11, 13 in 10% +1 aufgehen, so kann man diese Zah- 
len in dem vorstehenden Satze für «& setzen. 


Es sei z. Be N = 84998375, so ist: 


(ger 75 
= 908 
a—b=—625 
c= 54 


a—b+c=—539 
—(a—b+c)= 539 
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39 539: ... 889 6 
7-1, 9 pin 


also gehen 7 und 11 in 84998375 auf, und der bei der Division 
dieser Zahl durch 13 bleibende Rest ist 13—6==7. In der That ist: 


| 7 
BaB375 _ 1910005, N = raTlBS, SO n9356. 


Das obige Kennzeichen der Dreier Es durch 7, 11, 15 ist 
schon anderweitig bekannt (m. s.: Tables diverses pour la 
decomposition des nombres en leurs facteurs premiers, 

ar V.A.Lebesgue. Paris. 1864. p. 13. und ein lesenswerthes 
rn der Realschule in Neisse von F. Brilka. Neisse 1863. 


4°. S.20.); vielleicht ist aber die obige theoretische AIRESEHNNB. 


nicht ganz.ohne Interesse. 


Berichtigungen. 


Herr Major Kerz in Darmstadt hat noch nachträglich einige 
Berichtigungen zu seiner Abhandlung Nr. XVI. in diesem 
Theile d. A. eingesandt, die ich nachstehend abdrucken lasse. 
Ausserdem sind aber in dem Blatt S. 137 und S. 158 von Bogen 
10, welches schon einmal umgedruckt und dem Heft 2. als Carton 
beigegeben -worden ist, noch einige Versehen stehen geblieben, 
weshalb ich, um so viel als irgend möglich überall die mir so sehr 
am Herzen liegende Cnrrectheit zu erzielen, dieses ‚Blatt noch 
ein zweites Mal umdrucken und dem vorliegenden Heft 4. dieses 
Theils, an dessen Schluss, nachstehend als Carton beifügen lasse, 
indem ich bemerke, dass jetzt nur dieses zum zweiten 
Maleumgedruckte, nachstehend hier beigefügte Blatt, 
als das allein richtige zu betrachten und in Heft 2. 
für S. 137. und S. 138. einzuheften ist. G. 


Berichtigungen zu der Abhandlung Nr. XVL in diesem Theile. 


Seite 127. Zeile 5. v. u. setze: #+ 279 anstatt: „427g“. 
- 150. 6. NEHRnEDe LE setze: D=0,0 anstatt: De 0,00°. 


131. 3. D=0,0 - 5, D=6; .00«. 
134. 6. - - D=0,0 3 —=(, ‚000«. 
140. 3. : Für die Werthe von Ater abwärts 

ist D=0,0. 
148. 3. setze: D= 1 anstatt: „D = 9“. 


In derselben Spalte ist für die Werthe von 0532 EN 


149. “ Dahn setze: D=3 anstatt: „D“., 


für die Werthe 9548 ra 9894 ist 
D=3; nn die Werthe von 0592 bis einschliesslich 2720 
is = 


- 169. 9. Zeile v. o. setze: 0,0002399988 anstatt: 0,000239998. 
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Tabelle 3. 

P iR | D=0,0 | P | R D—=00 
3,90 | 3,159 | ar | 9 | 3.564875. |. Er 
391 | 3.237871. Hi 3,96 | 3.649536 Böy 
392 | sB17888 |, | 307 |asaza |. 
3,03 | 3.399057 | 0935 | 3:98 | 3,822302 | 3 
3,04 | 3481364 |... | 3:09 | 3.010500 | © a 
3,95 | 3,564875 ! 4,00 | 4.000000 | 9 


Anhang zu Tabelle I. 


RE 0,00006 0,01 0,01 0,001 0,0008 1 9. 
a 00010 01 02 001 00082. 8. 
= 00014 02 03 002 0044 3. 7: 
4.5.6 00016 03 04 002 00114. 5. 6. 
0,0500 °— 10,96) — #1,04| + $1,601 + 2,30 — 
EL, 0,00006 0,01 0,01 0,001 0,001} 1 9 
RR: 00010 02 01 001 00142. 8. 
ar 00015 03 02 001 001f3. 7. 
4.5.6 00017 04 03 002 0014. 5. 6. 
0070) — 10,97) —'[1,065| + [1,70| + 12,60| — 
a 0,00006 0,02 0,01 0,001 0,0011 9. 
BANF EB (00011 03 01 001 00182. 8. 
377 00015 04 01 001 002437 7. 
4.5.6 00018 05 02 001 0033 4. 5. 6. 
0,1200 — 10,98] — [1,10 1,801 + 12,70) — 
1008 0,003 0,03 0,01 0,0002 0,0028 1 g, 
DEE 004 05 01 0003 003J2. 8. 
3.007 004 06 01 0004 00413, 7. 
4.5.6 003 08 01 0004 00514. 5. 6. 
0,24| — 0,990) — 51,201 + 11,90) + 2,801 — | 
u, 0,00 0,00 0,002 0,0001 0,0081. 9. 
28, 00 00 004 0002 8, 
Bella, 00 00 005 0003 13, „=7. 
4... 6 00 [0,999] 00 006 0003 | 4. 5. 6. 
0,801 4 — 1,01) + $1,30| + 12,001 — PB,900| — 
1 9 0,00 0,03 0,002 0,0001 0,028 1 g, 
BAR 00 05 003 0001 DA OR 
ER; 01 07 004 0002 8.0: 
As; Be 01 09 004 0002 4.5. 6. 
0,90 — 1,02) + 51,400 + 52,101 — 132,930) — 
RR 0,01 0,02 0,001 0,0001 0,028 1 9. 
78. 01 04 001 0002 PRAH 
3. u A 01 06 002 0003 3.867, 
4.5.6. 02 07 003 0004 4.5. 6. 
0,95 1,03 1,50 2,20 2,940 


Kerz: Ueber die Beurtheilung der Wurzeln 
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Anhang zu Tabelle I. 

EN ES EEE WEEZE EL GEREGELTEN EEE 
EIERN MIESBAE |: cI a 
2,940) — 12,980 | — 13,020) + ]3,090| + 1340) + 
1.Neg: 0,03 0,1 0,1 0,02 0,001 $ 1 
2. 8, 05 1 2 04 00212: 
N U 05 1 2 04 003 13. 
4.5.6.1 03 1 1 02 004 1 4. 5. 
2,950) — 12,990 | — | 3,0380) + 3,10 | + 13,500 + 
1,°%'30, 0,04 0,2 0,1 0,01 0,001 11. 
BAR TE, 06 4 1 01 00112. 
Berl 06 4 1 ı)i 00213. 
4.5.6. 0412,995 | 2 1 01 00314. 5, 
2,960) — 13,005 | + 13,050| + J3,20 | +.13,800 + 
1437,09, 0,05 0,3 0,04 0,003 0,001 Jı. 
DER 07 5 06 004 0012. 
DOT; 07 5 06 006 00213. 
4.5.6. 05 3 04 007 002 14. 5. 

2,970) — 13,010 | + ]3,070| + 13,30} + J4. 
4-9; 0,06 0,2 0,03 0,002 1. 
DU 8. 08 4 05 003 9, 
DENT, 08 4 05 004 g, 
4.5.6. 06 2 03 005 4.5 
2,980 3,020 3,090 3,40 
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 Literarischer Bericht 
CLXV. 


G alileifeier. 


Ich freue, mich, nach mir freundlichst gemachter Anzeige, 
mittheilen zu können, dass am 18ten Februar d. J., dem dreihnn- 
dertjährigen Geburtstage des grossen Galilei, auch in Frank- 
furt an der Oder durch den Oberlehrer Herrn Doctor G. Ems- 
mann eine würdige Feier dieses denkwürdigen Tages in dem 
physikalischen Lehrzimmer der Realschule vor den Schülern der 
drei obersten Klassen veranstaltet worden ist. 

Greifswald im Mai 1864. 


Grunert. 


Dr. Franz Woepcke.: 


(Dex folgende kurze Necrolog des der Wissenschaft leider vor Kurzem entris- 
senen, hauptsächlich um die Geschichte der Mathematik so vielfach verdienten, 
Dr. F. Woepcke ist auf meine Bitte mir von seinem würdigen 81 Jahr alten 
Vater, dem Herrn Post-Director a. D. Woepcke in Dessau, mitgetheilt 
- worden, wofür ich demselben meinen innigsten und aufrichtigsten Dank sage. G.) 


Franz Woepcke wurde am 6. Mai 1826 geboren, sein Vater 
war damals Post-Director in Wittenberg. Letzterer, dessen Ge- 
sundheit durch viele körperliche Leiden sehr zerstört war, trat 
im Jahre 1833 in den Ruhestand, und siedelte mit seiner Familie 
nach Dessau über. 


| Hier besuchte Franz Woepcke das mit sehr guten Lehr- 

kräften ausgestattete Gymnasium mit solchem Erfolge, dass er 
- schon im April 1843 im noch nicht vollendeten 17ten Lebensjahre 
die Universität in Berlin beziehen konnte. 


Tıhl, XLII Hfı, 1. t 
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Er widmete sich dem Studium der Mathematik und den da- 
mit verwandten Wissenschaften. Im Juli 1847 promovirte er da- 
selbst, hielt sich noch einige Monate dort auf, und ging den 
1. März 1848 ganz von Berlin ab. 
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Theils durch eigene Neigung, theils durch den Rath hervor- 
ragender Männer der Wissenschaft bewogen, unter denen ich 
A. v. Humbold nennen darf, der seiner in späteren Jahren auch 
vortheilhaft im.Cosmos erwähnte, fasste er den Entschluss, die 
Geschichte der Mathematik vorzugsweise zu seinem Studium zu 
machen, weil auf diesem Felde noch Manches zu thun übrig sei, 
das aber nur dann mit Erfolg bearbeitet werden konnte, wenn ein 
Mathematiker mit seiner Wissenschaft zugleich völlige Kenntniss 
der orientalischen Sprachen, namentlich des Arabischen, verband, 
um die betreffenden Werke der Araber u.s.w. im Originale lesen 
könnem 


Deshalb ging er im April 1848 nach Bonn und hörte bei 
Professor Freytag ein Privatissimum zur Erlernung der arabischen 
Sprache. 


Er verweilte hier zwei Jahre, habilitirte sich am Anfangs des 
Jahres 1850 daselbst als Privat- Docent, nahm aber gleich Urlaub 
auf ein Jahr, um in Paris nun das Studium der arabischen mathe- 
matischen Handschriften zu beginnen. Er ging dahin im April des- 
selben Jahres ab. Später hat er in Paris auch das Persische er- 
lernt und Sanscrit studirt. Nach Bonn ist er nicht wieder zurück- 
sekehrt. Ein sehr freundliches Entgegenkommen Seitens nam- 
hafter französischer Gelehrten wurde ihm bald zu Theil, wozu ihm 
seine grosse Gewandtheit in der französischen Sprache sehr be- 
hülflich war; dieselben lernten auch bald die Gediegenheit seiner 
wissenschaftlichen Kenntnisse schätzen. Er ward Mitglied der 
Societe asiatique,die Benutzung der Bibliotheken, auch derkaiser- 
lichen, wurde ihm mit grösster Liberalität gewährt, bald durfte 
er auch Manuscripte mit in seine Wohnung nehmen. Bereits im 
Jahre 1851 gab er L’Algebre d’Omar Alkhayyämi heraus, 
‚un welcher Schrift er darthat, bis zu welchem Punkte die Araber 
in der Wissenschaft gelangt waren, was früher nicht festgestellt 
war. 


Im Jahre 1853 folgte Extrait du Fakhri. Dieses Werk ; 
wurde der Akademie überreicht und von ihr würdig befunden auf 
kaiserliche Kosten gedruckt zu werden. 


Ausserdem sind mehrere kleinere Arbeiten, auch viele Auf- 
sätze in Zeitschriften, seiner Feder entflossen. 


ii 
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Sie erfreuetensichalle vielseitiger Anerkennung der gelehrten 
Welt. Besonders war auch dieses hinsichtlich seines letzen Werkes: 


'Memoire sur la propagation des Chiffres indiens, 
das im Spätjahre 1863 erschien, der Fall. Es ist auf Kosten der 
Societe asiatique gedruckt, bei der er zuletzt Membre du 
Conseil war. 


Seine Gesundheit war von Kindheit an sehr schwankend, und 
wurde durch vieles anhaltendes, oft nächtliches Arbeiten, Mangel 
an Bewegung in späteren Jahren, immer mehr untergraben, nament- 
lich litt er oft bei geringster Erkältung an einer Aflection der 
Respirations - Organe. 


Nach einer im Spätjahr 1863 nach London unternommenen 
Reise in wissenschaftlichen Angelegenheiten, von der er am 
6ten Deceiber nach Paris zurückkehrte, auf der Ueberfahrt aber 
einen heftigen Sturm und sonstiges Unwetter zu überstehen hatte, 
fühlte er sich gleich sehr unwohl. Im Januar 1864 stellte sich 
ein bedeutendes Geschwür am Kinnbacken ein, das durch Aus- 
nehmen eines Zahnes beseitigt schien, aber es entstanden an 
derselben Stelle Drüsengeschwülste, welche eine so üble Wendung 
nahmen, dass er am 2Ö5sten März 1864 seinen Leiden erlag. 
Während seines langen Aufenthaltes in Paris hatte er sich, ausser 
der Anerkennung seiner wissenschaftlichen Verdienste durch viele 
namhafte Gelehrte, auch allgemeiner Werthschätzung wegen seines 
freundschaftlichen Wesens und seines ehrenhaften Wandels zu 
erfreuen. 

Besonders erfreuete er sich der Freundschaft des als Mensch 
und Gelehrter gleich hochstehenden Professors Mohl, Mitglieds 
der Akademie, der ihm stets ein väterlicher Freund und Rather 
war, und ihm auch in edelster und theilnehmendster Weise auf 
seinem letzten Krankenlager dureh ölftere Besuche das Entfernt- 
sein von liebenden Verwandten weniger schmerzlich machte. 


In dem Schreiben, worin dieser tre{fliche Mann den hochbe- 
tagten Eltern des Verstorbenen seinen Tod anzeigte, sagt er von 
letzterem: 

„Ich sehe mit grösster Freude die zunehmende Achtung, 
in die er bei den Gelehrten sich gesetzt hatte, und das 
Anerkennen seines Verdienstes und seines liebenswür- 
digen Characters in dem fremden Lande. Die Gewissen- 
haftigkeit seiner Arbeiten hatte das grösste Vertrauen 
erregt.“ 


Die Societe asiatique hatte dem Dr. W oepcke die Ueber- 
setzung des Albiruni anvertrauet. Er hatte die Arbeit erst in 
Etwas begonnen als sein Tod erfolgte. 


1 * 
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So weit der würdige Vater des so früh Vollendeten; ich 
füge nur noch hinzu, dass derselbe mir, wenn auch persönlich 
unbekannt, stets ein sehr lieber, von mir hochgeachteter Freund 
gewesen ist; möge er tüchtige Nachfolger auf der so ruhmvoll 
betretenen Bahn finden! Die Geschichte der Mathematik bedarf 
solcher Arbeiter, wie F. Woepcke einer der ausgezeiehnetsten war. 

Grunert. 


- Ich bitte sehr, mir recht bald aus kundiger Feder eine Bio- 
graphie meines, leider nun auch verstorbenen unvergesslichen Freun- 
des Gerling zum Abdruck im Archiv einzusenden. Seit längerer 
Zeit habe ich einer solchen schon ohne besondere Aufforderung 
mit Verlangen entgegengesehen. Grunert. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Lehrbuch der Elementar - Mathematik. Für die 
Portepeefähnrichs- und Seekadetten-Prüfung in der 
Königlich Preussischen Armee und Marine bearbeitet 
von F. Baron Haller von Hallerstein, Oberst u. s. w. 
Erster Theil. Arithmetik.— Zweiter Theil. Geometrie. — 
Fünfte Auflage. Berlin. Nauck und Comp. 1865. 8°. 


Ueber ein so weit verbreitetes, vielfach gebrauchtes, allgemein 
bekanntes und in fünfter Auflage vorliegendes Buch, wie das obige, 
über dessen Werth das Publikum längst entschieden hat, noch 
ein besonderes Urtheil auszusprechen und seinen Inhalt ausführ- 
lich anzugeben, hat das Archiv nie für angemessen gehalten, selbst 
wenn der Inhalt und die Bearbeitung dem Zwecke des Buchs so 
gut entsprechen wie im vorliegenden Falle. Aber einer wesent- 
lichen Erweiterung, welche demselben durch Herrn Dr. Ligowski, 
Lehrer am Seekadetten-Institut u. s. w. in Berlin, in dieser 
neuen Auflage zu Theil geworden ist, und wodurch dieselbe sich 
von allen früheren Auflagen unterscheidet, müssen wir besonders 
gedenken. 


Dem zweiten Theile ist nämlich in zwei Anhängen durch 
Herrn Dr. Ligowski, ausser den Elementen der sphärischen 
Trigonometrie an sich (8.273 — 8S.300.), die Anwendung der 
Stereometrie (S. 236—S. 272.) und der sphärischen Trigonometrie 
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(S. 301—S. 319) auf nautische Astronomie beigefügt worden, un 
das Buch auch für nautische Lehranstalten in ausgedehnterer Weise 
brauchbar zu machen. In der sphärischen Trigononetrie ist in aner- 
kennungswerther und zweckmässiger Weise, welcher man immer 
grösseren und allgemeineren Eingang wünschen muss, der Gebrauch 
des Supplementardreiecks ganz vermieden worden. Die Anwen- 
dungen auf nautische Astronomie betreffen die deutliche Ent- 
wickelung der astronomischen Grundbegriffe mit besonderer Rück- 
sicht auf die verschiedenen Arten der Zeit u. s. w., und ausserdem 
die Lösung aller in der Praxis des Seemanns vorzugsweise in 
Anwendung kommenden astronomischen Aufgaben, stets natürlich 
mit gehöriger Rücksicht auf alle nothwendigen Correctionen wie 
Kimm, Parallaxe, Vergrösserung des Halbmessers, Refraction 
u. s. w. Zahlreiche zweckmässige Uebungsbeispiele sind diesen 
Anhängen wie allen übrigen Abschnitten des empfehlenswerthen 
Buchs in seinen beiden Theilen beigegeben. 


Geometrie. 


Kegelschnittkantige Pyramiden und curvenkantige 
Prismen, von krummen Seitenflächen begränzte Kör- 
per, welche sich kubiren lassen. Von H. C. E. Martus, 
ord. Lehrer der Mathematik und Physik an der König- 
städtischen Realschule in Berlin. Mit 3 Figurentafeln. 
Berlin. J. Springer. 1863. 4°. 


Der Herr Verf. hat in dieser Schrift verschiedene Körperfor- 
men betrachtet, welche er Curvenkantige Prismen ((II.), 
Parallelkantige Pyramiden (Ill.), Kreiskantige Pyrami- 
den (IV.), Ellipsenkantige Pyramiden (V.), Hyperbelkan- 
tige Pyramiden (VI.) nennt, deren Definition und Entstehung 
in der Schrift selbst nachgesehen werden muss, weil dieselben 
sich hier unmöglich hinreichend deutlich mit derjenigen Kürze an- 
geben lassen, welche von der Beschränktheit des in diesen lite- 
rarischen Berichten uns gebotenen Raumes gefordert wird. 


Alle diese Körperformen gestatten aber eine elementare Be- 
handlung, welche ihnen von dem Herrn Verf. in sehr aus- 
führlicher und lehrreicher Weise gewidmet worden ist, wobei er 
auch den Schwerpunkt und andere bemerkenswerthe Punkte nicht 
unberücksichtigt gelassen hat. Unter den genannten neuen Kör- 
performen sind mehrere der Körper, welche in den gewöhnlichen 
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Elementen der Stereometrie betrachtet werden, als besondere Fälle 
enthalten, und nicht wenige der von dem Herrn Verf. gefundenen 
Sätze und Relationen erscheipen als Verallgemeinerungen allge- 
mein bekannter Beziehungen, wodurch natürlich die Betrachtung, 
noch lehrreicher wird. Vorzugsweise und hauptsäehlich hat aber 
der Herr Verf. sein Augenmerk auf die Bestimmung des Inhalts 
der betrachteten Körper gerichtet, und dieselbe lediglich auf den 
bekannten und bereits mehrfach nach verschiedenen Gesichts- 
punkten betrachteten Satz gegründet, mittelst welches man, wenn 
der Inhalt der parallelen Querschnitte eines Körpers sich als 
eine — meistens ganze rationale algebraische — Function ihrer 
Entfernungen von einer gewissen festen Ebene oder einem ge- 
wissen festen Punkte ausdrücken lässt, den Inhalt des Körpers 
mittelst einer einfachen allgemeinen Formel, deren eigentlicher 
Grund natürlich in der Integralrechnung zu suchen ist, finden kann. 
Aus verschiedenen Gesichtspunkten und unter verschiedenen For- 
men (was aber doch zuletzt im Princip immer auf Dasselbe hin- 
auskommt), in grösserer oder geringerer Allgemeinheit, ist dieser 
stereometrische Satz behandelt worden u. A. von Brix (Elemen- 
tar-Lehrbuch der dynamischen Wissenschaften. An- 
hang. S.130—S.148.), Ligowski (in einer besonderen Schrift: 
Inhaltsberechnung der Körper nach einer einzigen 
Formel. Berlin. 1847. und im Archiv. Thl. XXVI. 1856. 
S. 204), Matzka (Archiv. Thl. XXXIll. 1859. S. 121.), und von 
dem Herausgeber des Archivs (Archiv. Thl.X. 1847. 
S.260.)*). Für den Fall, wenn der Querschnitt @& sich als eine 
ganze rationale algebraische Function des zweiten Grades seiner 
Entfernung x von einer gewissen festen Ebene, also durch eine 
Formel von der Form 


Q=arbr+tcıx? 


ausdrücken lässt, und demnach, wenn F den Inhalt des Körpers 
bezeichnet, 


V= ax +Y4bx? +4cx? 


ist, hat der Herr Verf. in dem Abschnitte I. oder der Einleitung 
einen einfachen, dem Zwecke der Schrift, bei’'m Unterrichte in der 
elementaren Stereometrie als Hülfsmittel zu Uebungen der Schüler 


*) Ich erlaube mir auch auf meine Abhandlung: Ueber die nähe- 
rungsweise Ermittelung der Werthe bestimmter Integrale. 
Archiv. Thl.XIV. S. 225. zu verweisen, deren sehr allgemeiner Inhalt : 
mit dem vorliegenden elementaren Gegenstande wenigstens schr nahe 
zusammenhängt. Grunert. 
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benutzt zu werden, völlig entsprechenden Beweis des obigen Satzes 
vorangeschickt, und dadurch eine sichere Grundlage für seine 
weiteren Betrachtungen gewonnen. Wir glauben schliesslich die 
Schrift Lehrern recht sehr zur Beachtung empfehlen zu dürfen, 
welche darin vielfachen Stoff zu zweckmässigen stereometrischen 
Uebungen für ihre Schüler finden werden, wobei das Buch treff- 
liche Dienste zu leisten geeignet ist. 


Risposta di Fortunato Padula al programma de- 
stinato apromuovere ecomparare imetodi per l’inven- 
zione geometrica presentato a’ Matematici del Regno 
delle due Sicilie. Napoli. Stamperia e Cartiera del 
Fihbreno. Largo S. Domenico Maggiore. N.3. 1839. 40. 


Die obige grössere, etwa 15 Bogen, nebst zwei Figurentafeln, 
starke Schrift des hochverdienten Herrn Prof. F. Padula in 
Neapel ist zwar schon im Jahre 1839 erschienen, und ihre 
jetzige Anzeige dürfte daher als eine sehr verspätete betrachtet 
werden. Woecil aber die italienische Literatur bei uns in Deutsch- 
land im Ganzen noch so wenig bekannt und verbreitet ist, ja auch 
jetzt immer noch italienische Werke auf dem Wege des Buch- 
handels nur mit Schwierigkeiten bezogen werden können, wie uns 
nur erst neuerlichst unter Inanspruchnahme unserer Vermittelung *) 
von verschiedenen Seiten her mehrfach bemerklich gemacht wor- 
den ist, die Schrift auch einen ähnlichen Zweck verfolgt wieverschie- 
dene andere in neuerer Zeit, namentlich in Frankreich, erschienene 
Werke: so halten wir es für zweckmässig, jetzt noch eine kurze 
Anzeige von derselben zu liefern und sie der Beachtung unserer 
Leser recht sehr zu empfehlen. Wie der Titel besagt, bezweckt 
Herr Padula in dieser Schrift eine Vervollkommnung und Ver- 
gleichung der verschiedenen Methoden der geometrischen Erfindung 
oder der verschiedenen Methoden zur Auflösung geometrischer 
Aufgaben zu geben, und erreicht diesen Zweck mit tiefer Kennt- 
niss der gesammten Geometrie und ihrer Literatur. In letzterer 
Beziehung beschränkt sich Herr P. freilich, neben den älteren 
allgemein bekannten berühmten Mathematikern, hauptsächlich auf 
sein Vaterland — mit besonderer Rücksicht auf Flauti, Fer- 
solau.s.w. — und die Leistungen neuerer französischer Geome- 
ter, gewiss weil zur Zeit des Erscheinens der Schrift die deutsche 
Literatur noch weit weniger als jetzt in Italien bekannt und ver- 


*) Wir werden in solchen Fällen unsere Vermittelung immer sehr 
gern eintreten lassen, wenn sie von uns verlangt! wird, und erbieten uns 
dazu bereitwilligst, G. 
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breitet war, wodurch aber eben deshalb, — und zugleich genauerer 
Kenntniss der italienischen Literatur wegen, — diese Schrift für 
deutsche Leser um so interessanter wird, und wiederholt zur 
Beachtung empfohlen werden muss. Die Charakterisirung der ver- 
schiedenen geometrischen Methoden nimmt die erste Abtheilung 
ein; die zweite ebenso interessante Abtheilung giebt verschieden- 
artige schöne Auflösungen der drei folgenden schon öfter und 
eifrig behandelten Probleme, die bekanntlich ihren Ursprung in 
Italien haben: 


Il. In einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, des- 
sen Seiten durch drei gegebene Punkte gehen (Giordano 
di Ottajano). 


I. In einDreieck drei Kreise zu beschreiben, von 
denen jeder die beiden anderen und zwei Seiten des 
Dreiecks berührt (Malfatti). 


Il. In eine dreiseitige Pyramide vier Kugeln zu 


beschreiben, von denen jede die dreianderen und drei 


Seiten der Pyramide berührt. (Erweiterung des Problems 
von Malfatti auf den Raum). Bei diesem letzteren Probleme 
haben auch die Arbeiten Steiner’s Berücksichtigung gefunden. 


Astronomie und Gnomonik. 


Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. Nach dem 
Befehle Seiner k. k. apostol. Majestät auf öffentliche 
Kosten herausgegeben von Carl von Littrow, Director 
der k. k. Sternwarte. Dritter Folge zwölfter Band. 
Jahrgang 1862. Wien 1863. 8°. 


Der vorhergehende Band dieser höchst verdienstlichen, in der 
regelmässigsten Folge ohne alle Unterbrechung fortschreitenden 
Annalen istim Literar. Nr. CLIX S. 14. angezeigt worden. Der 
vorliegende Band enthält nach der gewöhnlichen Einleitung die 
Beobachtungen am Meridiankreise vom Jahre 1860, nebst 
den Resultaten der Beobachtungen am Meridiankreise. 
l. Planeten- und Cometenpositionen aus den Jahren 
1860 bis 1862, beobachtet von Dr. Edmund Weiss. I. Mitt- 
lere Positionen von Fixsternen bezogen auf den An- 


fang des Beobachtungsjahrs, dann Planeten- uud Come- 


ten- Beobachtungen am Refractor von sechs Zoll Oeff- 
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nung. Vom October 1860 bis Ende Mai 1862. Von Dr. 
Carl Hornstein, Adjunct, der k. k. Sternwarte, hierauf 
Zonenbeobachtungen am Mittagsrohre, endlich die Me- 
teorologischen Beobachtungen im Jahre 1861, Tafeln 
zurReductionder Zonenbeobachtungen und Uebersicht 
der Zonen. Möge die Vorsehung dem verdienten Herrn Heraus- 
geber noch lange ungeschwächte Kraft vergönnen zur unausge- 
setzten Fortsetzung dieser höchst verdienstlichen Publicationen! 


Zugleich mit diesem Bande der Annalen ist auch erschienen 
ein neuer Band der älteren Wiener meteorologischen Be- 
obachtungen, deren Veröffentlichung in höchst anerkennungs- 
werther Weise auf Kosten der kais. österreichischen Regierung 
geschieht. Die vorhergehenden Bände dieser sehr verdienstlichen 
Publication sind in früheren Nummern des Literarischen Berichts 
(Nr. CXL1. S. 12.—Nr. CXLVI. S. 9.— Nr. CLIX. S. 15.) von uns 
angezeigt; der jetzt vor uns liegende neue Band hat den Titel: 


Meteorologische Beobachtungen an der k.k. Stern- 
wartein Wien von 1775 bis 1855. Auföffentliche Kosten 
herausgegeben von Carl von Littrow, Director, und Ed- 
mund Weiss, Adjunct der k. k. Sternwarte. Vierter 
Band 1823 — 1838. 


Theorie und Construction der Sonnen-Ühren auf 
Ebenen,Kegel-Cylinder-und Kugelflächen, nebsteiner 
historischen Skizze über dieGnomonik, vonDr.Rudolf 
Sonndorfer. Mit 7 in den Text eingedruckten Holz- 
schnitten. Wien. W. Braumüller. 1864. 


Ein recht sehr zu empfehlendes Schriftchen über Gnomonik, 
welches sich vor anderen Schriften dieser Art besonders dadurch 
auszeichnet, dass in demselben wohl zum ersten Male eine aus- 
führlichere und durchgreifendere Anwendung der descriptiven 
Geometrie zur Oonstruction der Sonnenuhren gemacht worden 
ist, so dass dasselbe zugleich als eine lehrreiche Anwendung der 
letzteren schönen Wissenschaft angesehen werden kann. Ausser- 
dem hat aber auch die analytisch -trigonometrische Methode aus- 
gedehnte Anwendung gefunden und eine historische Skizze ist 
vorausgeschickt, Alles durch sehr sorgfältige und saubere Zeich- 
nungen erläutert, und die nöthigen Tafeln, z. B. am Ende eine 
Tafel der Zeitgleichung, sind beigefügt. Die Schrift ist, wie ge- 
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sagt, Allen denen, welche sich für die Gnomonik an sich, aber 
auch für Anwendungen der feineren Geometrie interessiren, recht 
sehr zu empfehlen. — Wir bemerken noch, dass ip der Abhandlung: 
Gnomonpik für jede beliebige Ebene im Raume, mit 
Rücksicht auf die Anwendung der neueren Geometrie 
zur Ausführung gnomonischer Construectionen. Von 
dem Herausgeber des Archivs. (Archiv. Thl. XXXVi. 
S. 101.) wohl zuerst Anwendungen der neueren Geometrie, 
namentlich der Theorie der Aehnlichkeitsaxen der Kreise, auf die 
Gnomonik gemacht worden sind, bei gleichzeitiger ausführlicher 
Anwendung der analytischen Geometrie. 


Nautik. 


Sur une methode nouvelle proposee par M. de Lit- 
trow, pour determiner en mer l’heure et la longitude; 
par H. Faye, membre de I’Institut et du Bureau des 
longitudes. Extrait des Comptes rendus des seances 
de l’Academie des Sciences, seance du 7. Mars 1864. 
Vienne. C. Gerold. 1864. 8°. 


Mit Rücksicht und Verweisung auf meinen Aufsatz im Archiv. 
Thl.Ill. 1843. S.107—S. 112. habe ich im Literar. Ber. Nr. CLX. 


S. 4., worauf ich hier verweise, die von Herrn Director v. Littrow . 


empfohlene Methode der Längenbestimmung durch Differenzen 
von Circummeridianhöhen, welche sich bei der berühmten Welt- 
umsegelung der Novara auch praktisch vollkommen bewährt hat, 
ausführlicher besprochen, so dass dieselbe als allen sich dafür 
interessirenden Lesern vollkommen bekannt vorausgesetzt werden 
kann. Um diese Methode in Frankreich bekannter zu machen 
und zur Anwendung zu empfehlen, hat Herr Faye dieselbe zum 
Gegenstande einer Mittheilung an die Academie des Sciences 
semacht, und sie mit verschiedenen lehrreichen eigenen Bemer- 
kungen und Discussionen begleitet. Die Schrift ist in zwei Ab- 
theilungen getheilt, nämlich- $.1. Emploi de la methodeäla 
mer und $.Il. Emploi de la methode ä terre, indem Herr 
Faye diese Methode mit einigen von ihm angegebenen und em- 
pfohlenen Modificationen auch auf dem Lande bei’ Reisen u. s.w. 
für zweckmässig anwendbar hält. Es is sehr dankenswerth, 
dass von der Abhandlung des Herrn Faye in Wien der vor- 
liegende besondere Abdruck veranstaltet worden ist, welchen wir 
allen wissenschaftlichen Seeleuten, namentlich aber den Lehrern 
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der Nautik an den nautischen Lehranstalten recht sehr zur Beach- 
tung empfehlen. G. 


M. vergl. über Nautik oben auch unter „Systeme, Lehr- 

und Wörterbücher“ die nautischen Zusätze von Dr. Ligowski 

zu demLehrbuche derElementar-Mathematik von Haller 
von Hallerstein. 


Physik. 


Lehrbuch der Fisik für Unter-Realschulen. Von 
Dr. Fr. Jos. Pisko, Lehrer der Fisik an der Kommunal- 
Oberrealschule auf der Wieden und der damitin Ver- 
bindung stehenden Gewerbeschule in Wien. Sechste, 
sehr vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 485 in 
den Textaufgenommenen Holzschnitten. Brünn. C.Win- 
ter. 1864. 8°, 


Die fünfte Auflage dieses Elementar-l,ehrbuchs der Physik 
und sein Verhältniss zu dem grösseren empfehlenswerthen phy- 
sikalischen Lehrbuche des Herrn Vfs. sind den Lesern aus dem 
Literar. Ber. Nr. CLX. S.6. bekannt. Die Verbesserungen in 
dieser sechsten Auflage waren vorzüglich auf die Erneuerung der 
meisten Figuren und auf die grösstmögliche Deutlichkeit im Bei- 
bringen der Grundlehren gerichtet. Die Zeichnungen sind alle nach 
den Apparaten des physikalischen Kabinets der Lehranstalt, an 
welcher der Herr Verf. als Lehrer wirkt, aufgenommen, und liefern 
hierdurch zugleich den Beweis von der grossen Reichhaltigkeit 
und Zweckmässigkeit dieses Kabinets und von der — übrigens 
längst schon bekannten — Sorgfalt und Liebe, mit welcher der 
physikalische Unterricht auf den Schulen in Oesterreich ge- 
pflegt wird. Die dargestellten Apparate sind fast sämmtlich 
von dem geschickten Mechaniker Herrn Hauck in Wien ge- 
fertigt. 


Vermischte Schriften. 


Giornale di Matematiche ad uso degli studenti 

delle universitä italiane, pubblicato per cura dei Pro- 

fessori &. Bättaglini, V. Sun eN. Trudi etc. (S, Liter. 
Ber. Nr. CLXIV. S. 16). 
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Anno I. — Novembre 1863. Nota sulla dipendenza duplo- 
anarmonico, per G. Battaglini p. 321. — Sopra talune proprietä 
delle soluzioni intere:e positive dell’ equazione, nota per E. Fer. 
gola. p. 328. — Nota sulle curve di terzo grado per N. Salvatore 
Dino, discepolo del professore Sannia. p. 334. — Sul criterio 
degli equimoltiplici adoperato dagli antichi geometri nella teorica 
delle proporzioni, nota per N. Trudi. p. 337. — Teorema 1°.p.339.— 
Teorema 2°. p. 340. — Teorica de contravarianti, dei covarianti, 
e degli invarianti per G. Janni (Continuazione vedi p. 253.) 
p- 340. — Sul momento di una forza presa rispetto ad un asse 
per V. Janni. (Continuazione vedi p. 282.) p. 351. 


Annol. — Dicembre 1863. Estensione allo spazio di tre 
dimensioni dei teoremi relativi alle coniche di nove punti per 
Eugenio Beltrami. (Continuaz. v. p. 208.) p. 354. — Area 
di un segmento di sezione conica, per L. Cremona. p. 360. — 
Nota sul parallelogrammo delle forze, per G. Battaglini. p.365. — 
Intorno alle condizioni di equilikrio di un sistema di forma invaria- 
bile. Per G. Battaglini p. 367. — Soluzioni delle questioni 13, 
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25. Per G. Battaglini. p. 369. — Indice. 


So haben also jetzt die verdienstvollen Herren Herausgeber 
dieses trefflichen, von uns in früheren literarischen Berichten schon 
mehrfach zu sorgfältigster Beachtung empfohlenen Journals, durch 
welches das mathematische Studium bei der kräftigen Unterstützung, 
welche demselben durch die erleuchtete Königlich italienische 
Regierung. überall zu Theil wird, gewiss wesentlich gefördert 
werden wird, die Freude der Vollendung des ersten Jahrgangs 
dieses ausgezeichneten wissenschaftlichen Unternehmens, wozu 
wir ihnen aufrichtigst Glück, und dem Journal selbst ungehinderten 
Fortgang und immer grösseren Aufschwung wünchen. 

| Grunert. 


Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
F. Brioschi a Pavia*), A. Genocchi a Torino, B. Torto- 
linia Roma. 4° (S. Literar. Ber. Nr. CLXIV. S. 18. wo, 
wie wir beiläufig bemerken, statt „di Barnaba Tortolini“ 
zu setzen ist: „da Barnaba Tortolini.) 


=) Jetzt in Mailand. 
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Tom V. Nr. 3. Dei momenti d’inerzia, e di elasticitä delle 
Sezioni». Del Dot. Domenico Cipoletti. p. 113. — Bivista 
bibliographica. — Manuscrit 951 du Supplement arabe de la 
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Bibliotheque imperiale de Paris. Par M. Woepcke. p. 147. — 
Sopra alcune formole nel calcolo delle differenze finite. Articolo 
del Prof. B. Tortolini. p. 181. 


Tom. V. Nr.4. Memoire sur l’integration sous forme finie 
de l’equation differentielle lineaire du second ordre. Par le P. 
Pepin. p. 183. - Lettera del Sig. W. Roberts all’ Editore. 
p- 225. — Sulla Projezione Iperbolica di una Cubica Gobba. Nota 
del Professore L. Cremona. p. 227. — Pubblicazioni Recenti 
p. 231. 


Tom. V. Nr.5. Sulla Risolvente diMalfatti perle equazioni 
del Quinto grado.. Memoria del Prof. F. Brioschi. p. 233. — 
Intorno ad un problema di Meccanica applicata. Memoria del 
Dottor D. Cipoletti. p. 251. — Rivista bibliographica. — 
Les Signes numeraux et l’arithmetique chez les peuples de 
l’antiquitEe et du moyen -äge. Examen de l’ouvrage allemand 
intitule: Mathematische Beiträge zum Culturleben der 
Völker von Dr. Moritz Cantor. Halle. 1863. in 8%. Par 
Th. Henri Martin. p. 257. 


Nova ActaRegiae Societatis Scientiarum Upsalien- 
sis. Serieitertiae Vol. IV. Fasciculus posterior. Up- 
saliae. €. A. Leffler. 1863. 4%. (M. vergl. Literar. Ber. 
Nr. CLX1. S. 13.) 


Der IV. Band. Fasc. I. dieser sehr wichtigen Societäts- 
Schriften ist in der vorher genannten Nummer des Literar. Ber. 
angezeigt worden. Der neueste uns vorliegende (V ol. IV. Fas.c.ll.) 
enthält die folgenden hierher gehörenden Abhandlungen: Einige 
mathematische Aufsätze von R. Hoppe, Dr. Ph. und 
Privatdocent in Berlin. I. Relationen zwischen den 
Cosinus der Richtungswinkel einer Geraden gegen be- 
liebig viele regelmässig liegende Axen. Il. Ueber 
sphärische Curven undderen Polaren. Ill. Rollceurven. — 
Ausserdem enthält dieser Band die von den Herren Nordlund 
und Wackerbarth augenscheinlich mit grösster Vollständigkeit 
und Sorgfalt angestellten und bearbeiteten meteorologischen Be- 
obachtungen für 1860 unter dem besonderen Titel: Resultats 
des observations meteorologiques faites au nouvel 
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Observatoire d’Upsal pendant l’annee 1860. Latitude: 
590, 51’, 31,5”. Longitude: ä l’est de l’Observatoire de 
Paris 1%. 1”. 10%. Upsal. C. A. Leffler. 1863. 40. 


Sitzungsberichte derkönigl. bayerischen Akademie 
der Wissenschaften in München. (Vgl. Literar. Ber. 
Nr. CLXIV. S. 15.) 


1863. IH. Heft IV. Dieses Heft enthält keine in den Kreis 
des Archivs gehörende Aufsätze. 


1864. I. Heft]. Steinheil: Ueber einen neuen Meridian- 
kreis seiner Construction (mit einer Tafel). S. 1. (Das neue In- 
strument ist ausführlich beschrieben, durch eine Zeichnung erläutert, 
und rücksichtlich der von ihm dargebotenen Vortheile vollständig 
charakterisirt.) 


1864. 1. Heftll. Steinheil: Der Astrograph. Ein Apparat 
zum Zeichnen des durch Fernröhre. betrachteten Sternhimmels. 
S. 103. (Ein Instrument dieser Art hat Herr v. Steinheil be- 
kanntlich schon vor mehr als 30 Jahren construirt und in Schu- 
macher’s Jahrbuch 1838 beschrieben. Wir machen auf das 
neue Instrument sehr aufmerksam, weil mittelst desselben nach 
den Angaben seines berühmten Erfinders graphisch eine grosse 
Genauigkeit zu erzielen sein muss, selbst eine weit grössere (zenauig- 
keit als die Sternaufnahmen von Argelander durch Beobachtung 
ergeben haben.) — Jolly: 1) Ueber die Ausdehnung des Wassers 
von 30° €. bis 100° C. S. 141. — 2) Ueber eine Federwage zu 
exacten Wägungen. S. 162. 


Sitzungsberichte der königl. böhmischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Prag. (Vergl. Literar. 
Ber. Nr. CLX. S. 11.) 

Jahrgang1865. Januar— Juni. S. 106—S.110. Herr Böhm 
theilt einen in der k. Hof- und Staatsbibliothek in München 
aufbewahrten, bis jetztnicht veröffentlichten Brief Tycho Brahe’s 
vollständig mit, auf den er von Herrn Oberbibliothekar Halm in 
München aufmerksam gemacht wurde. Der Brief ist an Tycho’s 
Freund, den seiner Zeit bekannten und berühmten Doctor Came- 
rarius in Nürnberg, gerichtet und enthält manches Interessante 
als Beitrag zur Charakteristik des unsterblichen Mannes und der 
Sitten der damaligen Zeit. Er hat die Unterschrift: 


„Datae Vrainburgi die 21 Octobris anno 1590. 
Tycho Brahe.manu propria.‘ 


EREFT  e  < 
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Jahrgang 1863. Juli— December 8.585 —S.59. Herr 
Matzka trug eine Prioritätsreclamation des Herrn Prof. Spitzer 
in Wien gegen Herrn Popper vor, betreffend die sehr aner- 
kennungswerthen Erweiterungen, welche die von dem Engländer 
Weddle im Jahre 1843 zuerst veröffentlichte Methode der Auf- 
lösung. der numerischen Gleichungen durch Herrn Prof. Spitzer 
schon im Jahre 1851 erhalten hat, gegen die von Herrn Joseph 
Popper in den Abhandlungen der königl. böhm. Gesell- 
schaftder Wissenschaften 11. Band der V. Folge, erst 
im Jahre 1861 veröffentlichten „Beiträge zu Weddle’s Me- 
thode der Auflösung numerischer Gleichungen.“ — S.77 
bis S.82. Herr Gustav Skrivan theilt einen einfachen Be- 
weis des Gauss’schen Theorems von der Convergenz 
der unendlichen Reihen mit, auf den wir die Leser des Ar- 
chivs aufmerksam machen. — S.82—S.85. Herr Pierre theilt 
seine interessanten Ergebnisse einiger Untersuchungen 
mit, welche er im Laufe des Sommers mit Aesculin und 
Fraxin unternommen hat, nebst den Fluorescenzer- 
 scheinungen bei’m Purpurin. 


Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft 
in Bern. (Vergl. Literar. Ber. Nr. CLVI. S. 14.) 


Aus dem Jahre 1862. Nr. 497—530. — L. Schläfli: Ele- 
mentare Bestimmung der Beschleunigung der elliptischen Pla- 
netenbewegung. Nr. 505 — 508. 8. 65— 82. — Perty: Ueber 
Mikroskopie und Teleskopie. Nr. 505 —508. S. 83— 95. — Nach- 
trag zu Prof. Perty’s Aufsatz über Mikroskopie und Teleskopie. 
Nr. 511. S.117— 118. — R. Th. Simler: Beiträge zur Statistik 
der Wärmeverhältnisse der Luft und der Gewässer in den Schwei- 
zeralpen. Nr. 520—521. S. 185 — 200. — H. Wild: Bericht über 
die meteorologischen Arbeiten im Kanton Bern im Jahr 1861. 
Nr. 524 — 527. S.217— 237. — H. Wild: Resultate der meteoro- 
logischen Beobachtungen vom 1. December 1860 bis 30. November 
1861. Nr. 524 — 527. S.237—242. — F. Hermann: Ueber Ver- 
besserungen an Waagen. Nr. 528. S. 249 — 254. — L. Schläfli: 
Ueber den Gebrauch des Integrationsweges. Nr. 529 — 530. 
S. 257 — 268. 


Ausdem Jahre 1863. Nr. 531 —552. — Lauterburg: Von 
den Rechenmaschinen. Nr.531—537. S.20—29. —R. Th. Simler: 
Ein Hand- und Reisespectroscop. Nr. 538—542. S. 62—70. — 
P erty: Ueber Conservation mikroskopischer Organismen. Nr. 538 
—542. 8.94 — 97. — Wild: Nachrichten von der Sternwarte in 
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Bern aus den Jahren 186162. Nr. 543—545. S. 99 — 118. — 
Wild: Bericht der meteorologischen Centralstation in Bern vom 
Jahre 1862. Nr. 546 — 547. S. 119 — 132. 


Die k. Akademie der Wissenschaften in Wien hat vom An- 
fange dieses Jahres an die Einrichtung getroffen, dass kurze Be- 
richte über ihre Sitzungen, unmittelbar nachdem dieselben 
stattgefunden, in einzelnen Bogen unter Kreuzband durch die 
Post versandt werden. Auf diese Art werden die Arbeiten der 


Akademie in der kürzesten Zeit allen sich dafür Interessirenden - 


bekannt, was oft von grosser Wichtigkeit sein kann und in jeder 
Beziehung nachahmungswerth ist, auch in der erfreulichsten und 
rühmlichsten Weise von Neuem Zeugniss ablegt, wie sehr und 
wie eifrig die k. Akademie der W. bemüht ist, ihre Arbeiten so 
schnell als möglich zum Gemeingut des wissenschaftlichen Publi- 
kums zu machen, was dankbarlichst anerkannt werden muss. Bis 
jetzt (Mitte Mai 1864) sind uns mit grösster Regelmässigkeit und 
Schnelligkeit pro 1864 Berichte über 12 Sitzungen in eben so vie- 
len Nummern zugegangen, von denen die letzte über die Sitzung 
vom 28. April 1864 referirt. 


Die Anzeige einer grösseren Anzahl von Heften des Monatsbe- 
richts der königl. Akademie der Wissenschaften in Berlin 
hat wegen etwas verspäteter Zusendung der Hefte an uns bis jetzt 
nicht gegeben werden können, und kann auch leider in dieser Nummer 
nicht mehr Platz finden, wird aber in der nächsten Nummer bestimmt 
erscheinen. 


im Begriff diese Nunmmer zu schliessen, geht mir noch fol- 
gende mich sehr betrübende Nachricht zu, die daher nur noch hier 
am Schluss Platz finden kann: | 


In der ersten Hälfte des März 1864 starb in Regensburg 
Professor von Schmöger, 


eines der ältesten Mitglieder der königl. bayerischen Akademie 
der Wissenschaften. Es wird recht sehr um Einsendung eines 
Necrologs dieses verdienten Mathematikers, Astronomen und Phy- 
sikers gebeten, der auch den Herausgeber des Archivs vielfach 
mit seiner Freundschaft beehrte. Mi 


Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 


LXV. 


Geschichte der Mathematik und Physik. 

Nel trecentesimo natalizio di Galileo in Pisa il 18 febbrajo 
1864. — Cinque lettere inedite di Galileo. — Lettere a Galileo. — 
Una particolaritä ignota della vita di Galileo del prof. F. Selmi. 
— Pisa e la sua universitä ai tempi di Galileo del prof. F. Buo- 


namici. — Saggio diconcetti di Plauto e Terenzio, col volgar. 
-fiorentino da un manuseritto di Galileo. 8%. Pisa. 11.50. 
Arithmetik. 


Köhler, Manuale logarithmico-trigonometrico.. Nona ediz. 
ster. Prima versione ital. Lex.-8°. geh. Leipzig. 1 Thlr. 

K. H. Schellbach, Die Lehre von den elliptischen Integra- 
len und den Theta-Functionen. gr. 80%. geh. Berlin. 2 Thir. 

A. Zillmer, Betrachtungen über die einfache Zinsrechnung 
mit besonderer Rücksicht auf den Oettinger’schen Beweis für 
die Unrichtigkeit dieser Rechnung. gr. 8%. Stettin. geh. 10. Ngr. 

Geometrie. 

A.E. Aderholdt, Lehrbuch der Planimetrie. Ein Schulbuch 
mit vielen Uebungsaufgaben. 8°%. geh. Dresden. 15 Ngr. 

H. Balsam, Leitfaden der Planimetrie nebst einer Sammlung 
von Lehrsätzen und Aufgaben und einer geschichtlichen UVeber- 
sicht. 2. Aufl. gr. 8%. Stettin. 15 Ngr. 

G. Battig, Leitfaden für den Unterricht in der Raunlehre. 
Zunächst für Seminarien und Präparanden-Anstalten. 2. Aufl. gr. 8°. 
geh. Breslau. 12 Ngr. 

C. Glasl, Lehrbuch der Geometrie für Unter - Realschulen. 
5. Aufl. gr. 8°. geh. Wien. 1 Thlr. 

M. Job, Lehrbuch der Planimetrie. Für Schulen und zum 
Privatgebrauch. 1. Abtheil. gr. 8%. geh. Dresden. 20 Ngr. 

J. Sarres, Geometrische Untersuchungen über Kegelschnitts- 
und Kreisbüschel und deren Anwendung auf Erzeugung von Cur- 
ven 3. u. 4. Ordnung. 4%. geh. Wittenberg. 10 Ngr. 

Trigonometrie. 

A. Junge, Tafel der wirklichen Länge der Sinus und Cosi- 
nus für den Radius 1000000 und für alle Winkel des ersten Qua 
dranten von 10 zu 10 Secunden. Fol. geh. Leipzig. 28 Ngr. 

Geodäsie. 

M.R. Pressler, Mathematische und polytechnische Brief: 

tasche mit Ingen.-Messknecht. 3. Aufl. gr.8°. cart. Dresden. 15 Thir. 


Astronomie. 

Annalen der k.k. Sternwarte in Wien. Herausgegeben von 
C. v. Littrow. 3. Folge. 12. Bd. Jahrg.1862. gr.8%, geh. Wien. 
3 Thlr. 17 Ngr. ö 

A. Graef, Der nördliche Sternhimmel. Kpftf. gr. Fol. Wel- 
mar. 5 Ngr. 

C. Linsser, Ueber die Flecken und die Rotation des Mars. 
gr. 8°. geh. Halle a.,/d. S. 4 Ngr. 

United States. -- Astronomical and meteorological observations 
made at the U. S. Naval Observatory during the year 1862. By 
Capt. J. M. Gillis. 4°. (Washington.) London. 

Th. Oppolzer, Bahnbestimmung des Planeten ‚Concordia, “ 
Lex.-8%. geh. Wien. 4 Ngr. 

Nautik. | 

Annuario maritimo per l’anno 1864 compilato dal Lloyd austriaco. 
14. Annata. gr. 8%, geh. Wien. 1 Thlr. 10 Ngr. 

Physik. 

Meteorologische Beobachtungen an der k. k. Sternwarte in 
Wien von 1755 — 1855. Herausgegeben von C. von Littrow und 
E. Weiss. 4. Bd. 1823—1838. gr. 8%. geh. Wien. 3 Thir. 17 Ngr. 
 Encyklopädie, allgemeine, der Physik. Herausgegeben von 
G. Karsten. 14. Lief. Lex.-S%, geh. Leipzig. 2 Thir. 20 Ngr. 


J. Frick, Die physikalische Technik, oder Anleitung zur An- 
stellung von physikalischen Versuchen und zur Herstellung von 


physikalischen Apparaten mit möglichst einfachen Mitteln. 3. Aufl. 


gr. 8%. geh. Braunschweig. 2 Thlr. 25 Ngr. 

A. Kunzek, Lehrbuch der Experimental-Physik zum Ge- 
brauche in Gymnasien und Realschulen, sowie zum Selbstunter- 
richte. 7. Aufl: gr. 8%. geh. Wien. 28 Ngr. 

Negretti and Zambra, A treatise on meteorological instru- 
ments explanatory of their scientific principles, method of con- 
struction and practical utility. Royal-8%. Cloth. 5 s. 

M.A.F. Prestel, Die jährliche und tägliche Periode in der 
Aenderung der Windrichtungen über der deutschen Nordseeküste, 
sowie der Winde an den Küsten des rigaischen und finnischen 
Meerbusens und des weissen Meeres. gr.4%. Jena. geh. 14 Thlr. 

A. Riedel, Das Sechstagwerk der Bibel. Der Naturwissen- 
schaft, besonders der Gas- und Feuertheorie gegenüber erläutert. 
80. geh. Augsburg. 6 Ngr. | 

J. F. J. Schmidt, Feuermeteor am 18. October 1863. Lex.-8°. 
geh. Wien. 10 Ngr. 

A. v. Waltenhofen, Ueher das elektromagnetische Verhal- 
ten des Stahles. Lex.-8°. geh. Wien. 6 Ngr. 


Vermischte Schriften. 
Denkschriften der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften. 
Mathem.-naturwissensch. Classe. 22. Bd. gr. 40. geh. Wien. 134 Thlr.- 
H. Hertzer, Mathematische Tabellen, Formeln u. Construc- 
tionen zum Gebrauch für Techniker. Lex. 8°. geh. Berlin. 2 Thlr. 
H. Lieber, Formeln der Elementar-Mathematik. gr. 8%. geh. 
Pyritz. 6 Negr. Ä 
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Literarischer Bericht 
CLXVI. 


Am 1. Juni 1864 um 44 Uhr Nachmittags starb plötzlich, im 
65sten Lebensjahre, 


Josef Knar, 


der Philosophie und sämmtlicher Rechte Doctor, k.k. jubil. Pro- 
fessor der Mathematik an der Universität in Graz. Das Archiv 
verdankt ihm einige grössere werthvolle Arbeiten. Die zweite 
Abtheilung seiner letzten Arbeit über die harmonischen Reihen 
(s. Thl. XLI. Nr. XXVIll) wird in einem der nächsten Hefte er- 
scheinen. Ein ausführlicher Necrolog ist uns für eine der näch- 
sten Nummern des Literarischen Berichts gütigst zugesagt wor- 
den und wird unzweifelhaft erscheinen. 


Mathematisches und physikalisches Unterrichts- 
wesen. 


Achter Jahresbericht über die Wiener Kommunal- 
Oberrealschule auf der Wieden. Veröffentlicht am 
Schlusse des Schuljahrs 1863. Wien. Selbstverlag der 
Realschule. 1863. 4°. 


Wir glauben unsere Leser auf dieses Programm aus doppel- 
terRücksicht aufmerksam machen zu müssen. — Die erste Abtheilung 
(S. 1.—8. 56.) desselben hat den Titel: Die Unterrichts- und 
Erziehungsgegenstände auf der Londoner Weltaus- 
stellung im Jahre 1862. Von Dr. V. Teirich. Der Herr 
Verfasser wurde im vorigen Jahre mit Unterstützung der 
Gross-Kommune Wiens zum Besuche der Industrie - Ausstel- 
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lung nach London geschickt, um die dort ausgestellten Unter- 
richtsmittel in Augenschein zu nehmen. Das vorliegende Programm 
enthält den sehr interessanten und eingehenden Bericht über diese 
Reise unter folgenden Rubriken: I. Allgemeine Betrachtungen. 
II. Allgemeine Karakteristik der Schulausstellungen der verschie- - 
denen Kulturstaaten (Oesterreich, Grossbritannien und Irland, Frank- 
reich, Belgien, die deutschen Zollvereinsstaaten, Schweiz, Russ- 
land, Dänemark, Holland, Schweden, Norwegen, Italien, die 
englischen Kolonieen und Amerika). IH. Die bemerkenswerthen 
Gegenstände in der Londoner Schulausstellung nach den einzelnen 
Ländern und Fächern geordnet. (Wir heben hier nur aus: die 
Unterrichtsmittel für den Rechenunterricht, für die Arithmetik, 
für Geographie, Naturgeschichte, Physik, Chemie, Technologie, 
Geometrie und lineares Zeichnen). Alle Lehrer der realen Unter- 
richtsfächer müssen auf diesen vielfach interessanten und lehr- 
reichen Bericht aufmerksam gemacht werden. — Die zweite Ab- 
theilung (S. 1.—S. 36.) hat den Titel: Ueber einige neuere 
akustische Gegenstände. Von Dr. Fr. Josef Pisko. 
In lehrreicher Weise beschreibt Herr Pisko die akustischen Appa- 
rate von R. König (Nachfolger von Marloye) in Paris, die er 
auf der Londoner Industrie-Ausstellung zu sehen Gelegenheit hatte, 
und erläutert seine Beschreibungen durch gut ausgeführte Holz- 
schnitte. Die beschriebenen Apparate gehören an: 1. der Ton- 
schreibekunst oder Fono- und Vibrografie; Il. der Anwendung der 
Optik in der Akustik; III. den Saiten und Stäben; IV. der Luft 
als tönenden Körper (Pfeifen). Die Anzahl der beschriebenen und 
abgebildeten Apparate ist zwölf. Ueber die meisten spricht Herr 
Pisko sein Urtheil aus, giebt Andeutungen über Einrichtung und 
Gebrauch, Geschichte der Erfindung u. s.w. Wir halten diese - 
Abhandlung für einen recht guten Beitrag zur praktischen Akustik 
und zum ÜUnterrichte in der Akustik überhaupt, verweisen des- 
halb auch alle Lehrer der Physik auf dieselbe und empfehlen sie 
ihnen zur sorgfältigen Beachtung, da sie schwerlich -anderwärts 
eine so vollständige Darstellung dieser Apparate finden werden. 


> Arithmetik. 


Elementi di Algebra per R. Rubini. Seconda edi- 
zione acceresciuta e migliorata. Napoli. Tipografia di 
Achille Morelli. Strada S. Sebastiano n.5l p.p. 1864. 8°. 


In dem Literarischen Berichte Nr. CLXI. S. 4, hatten wir das 
Vergnügen, den höchst verdienstlichen „ComplementoagliEle- 
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menti d’Algebra‘ desselben Herrn Verfassers anzuzeigen. Die 
„Elementi.di Algebra“ liegen uns jetzt in einer so eben er- 
schienenen, vermehrten und verbesserten zweiten Auflage vor. 
Die erste Auflage ist uns unbekannt geblieben und wir können 
daher über das Verhältniss beider Auflagen ‘zu einander nicht be- 
richten. Wasaber diezweite Auflage betrifit, so haben wir uns sehr 
gefreuet, in derselben ein sehr vollständiges, sehr deutliches und 
überall in streng wissenschaftlicher Darstellung verfasstes, sich 
in mehreren Beziehungen vor anderen Büchern dieser Art aus- 
zeichnendes Lehrbuch der elementaren Algebra oder allgemeinen 
Arithmetik anzutreffen, welches wir auch deutschen Lesern recht 
sehr zu sorgfältigster Beachtung empfehlen. Dasselbe enthält 
natürlich zunächst die sämmtlichen gewöhnlichen Lehren der 
elementaren Algebra, wie sie sich auch in unseren deutschen 
Lehrbüchern finden, überall durch zweckmässige Beispiele erläu- 
tert. Ausser diesen Lehren enthält das vorliegende Lehrbuch 
aber noch vieles Andere, was sich in unseren deutschen Lehr- 
büchern, wenigstens meistens, noch nicht findet, hauptsächlich 
wohl deshalb, weil diese Bücher vorzugsweise als Lehrbücher für 
Schulen verfasst werden, und man deutschen Schülern — die 
freilich varia et multa im reichlichsten Maasse zu lernen haben — 
die Erlernung solcher feineren algebraischen Lehren wohl noch 
nicht zumuthen zu dürfen glaubt, und, aus dem angegebenen 
Grunde, nach unserer Meinung allerdings auch nicht darf, we- 
nigstens nicht unbedingt. Zu diesen feineren aigebraischen Leh- 
ren, welche die Lehrer der Mathematik in sehr schöner, ganz 
elementarer und für Schüler höherer Lehranstalten völlig geeig- 
neter Weise in dem vorliegenden ausgezeichneten Buche entwickelt 
finden, rechnen wir die folgenden: Die Lehre von den Un- 
gleichheiten oder Ungleichungen (Lezione Xlil. Delle 
ineguaglianze. Wer weiss, wie häufig sich Anfänger bei der 
Beurtheilung solcher Fälle, wenn sie namentlich mit negativen 
Grössen in Confliet kommen, irren, wird gewiss erkennen, wie 
nothwendig es ist, dass die Lehre von den Ungleichungen in ihren 
ersten Elementen immer mehr Aufnahme in die elementare Alge- 
bra finde). — Begriff und elementare Hauptsätze von den 
Gränzen. (Lezione XIV. e XV. Quantitä variabile e 
quantitä costante. Limite Quantitä finite, infinite- 
sime e finite. Sehr verdienstlich ist es, dass der Herr Ver- 
fasser der „Gränze“, die ja der fortwährende Begleiter des 
Mathematikers in seinem ganzen wissenschaftlichen Leben, bei fast 
allen seinen Untersuchungen und Arbeiten ist, hier schen in den 
ersten Elementen eine besondere, eingehendere Betrachtung gewid- 
met hat, was wir sehr zur Nachahmung empfehlen). — Vieles 
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für die Elemente Wichtige aus der höheren Zahlenlehre 
insehr zweckmässiger Darstellung. (Lezione.XVl. Rap- 
presentazione algebrica de’ numeri. Proprietä che se 
ne deducono. — Lez. XV. Divisibilitä di alcune par- 
ticolari forme di numeri. — Lez. XVIl. Dialcune pro- 
prietä delle potenze e radici de’ numeri. — Lez. XIX. 

Problemi diversi su i numeri. — Lez. XX. Proprietä 

- dei residui, e loro applicazione a talune regole d’Arit- 

metica.) — Eine eingehende Darstellung der in allen 

Beziehungen so ungemein wichtigen Lehre von den 

Mittelgrössen. (Lez. XXXVIl.) — Eine sehr vollstän- 

dige Theorie der Kettenbrüche mit Anwendungen auf 
die unbestimmte Analytik, auch mit Rücksicht auf 
Formen des zweiten Grades. (Lez. XL.—XLII) — Auf 
S. 278. in der Lehre von den Logarithmen sagt der Herr Verfas- 

ser: „‚Ürediamo necessario aggiungere poche parole sul modo di 

calcolare con una sola lettura nelle Tavole il logarıtmo della 
somma o della differenza di due numeri, dati per mezzo de’ loro 
logaritmi“ und giebt hier eine zwar kurze, aber sehr deutliche Er- 
läuterung der Gauss’schen Tafeln und ihres Gebrauchs, mit be- 
sonderer Hinweisung auf die auch von uns schon mehrfach drin- 
gend empfohlenen fünfstelligen Logarithmentafeln von Hoüel, von 
denen, wie wir zu unserer Freude deutschen Lesern mittheilen 
können, bei der, wie sich bei der Trefllichkeit des Buchs vor- 
aussehen liess, sehr bald nöthig gewordenen zweiten Auflage 
auch eine Ausgabe mit deutsch geschriebener Einleitung er- 

scheint, wodurch gewiss diesen ausgezeichneten Tafeln auch in 

Deutschland bald allgemeiner Eingang verschafft werden wird, 

was wenigstens sehr zu wünschen ist. — Das letzte Kapitel han- 

delt: Dei determinanti, mit besonderer Rücksicht auf Elimi- 
nation aus Gleichungen des ersten Grades mit mehreren Unbe- 
kannten, und enthält, als eine wahre Bereicherung der Elemente, 
in einfacher Darstellung alle diejenigen Sätze von den Determi- 
nanten, welche sich nach unserer Meinung irgend in die Elemente 
der Algebra aufnehmen lassen, weshalb wir uns entschlossen haben, 
dieses Kapitel unseren deutschen Lesern so bald als möglich in 
einem der nächsten Hefte des Archivs in deutscher Uebersetzung 
mitzutheilen. 

Wir hoffen, dass hieraus genugsam erhellen wird, wie sehr 
das vorliegende elementare algebraische Lehrbuch verdient, allen 
Lehrern der Mathematik dringend empfohlen zu werden, und wie 
deutlich dasselbe den Beweis liefert, dass auf den italieni- 
schen Unterrichtsanstalten der mathematische Unter- 
richt wahrlich auf keiner niedrigen Stufe stehen kann, 
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wie dies auch von vorn herein zu erwarten war, bei dem grossen 
Interesse, das in jenem classischen Lande zu allen Zeiten den 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Studien zugewandt 
worden ist. 


Memoire sur une methode pour deduire quelques 
integrales definies, en partie tr&s generales, prises 
entre des limites 0 et © et contenant des fonctions 
eirculaires directes. Par D. Bierens de Haan. Memoire 
publie par la Societe Hollandaise des sciences ä Har- 
lem. Harlem. Les Heritiers Loosjes. 1862. 4%. p.1.— 
p- 199. 


Alle Leser des Archivs wissen aus unseren früheren litera- 
rischen Berichten, wie sehr Herr Bierens de Haan, jetzt Pro- 
fessor der Mathematik an der Universität in Leiden, sich durch 
seine grossen Tafeln der bestimmten Integrale und andere Arbei- 
ten über diese Integrale um die Wissenschaft verdient gemacht 
hat. In der vorliegenden grossen, durch die holländische Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Harlem in verdienstlichster Weise 
publicirten Abhandlung hat Herr B. de H. eine grosse Anzahl, 
srösstentheils bis jetzt noch nicht behandelter, zwischen den 
Gränzen 0 und & genommener, theils einfacher, theils doppelter 
Integrale nach eigenthümlichen Methoden entwickelt, über deren 
Natur im Allgemeinen wir am Besten den Herrn Verfasser selbst 
sprechen lassen. Nachden er hervorgehoben, dass es überhaupt 
keine allgemeinen Methoden zur Entwickelung oder Auswerthung 
bestimmter Integrale gebe, und dadurch speciellen Methoden ihren 
wohlbegründeten und sich von selbst verstehenden grossen Werth 
vindicirt hat, fährt er folgendermaassen fort: ‚„Lorsqu’on emploie 
des series pour l’evaluation d’une integrale definie, le resultat peut 
se presenter comme une serie de quantites constantes ou comme, 
une serie d’integrales definies. Quand les valeurs de ces der- 
nieres sont inconnues, on se frouve conduit & une de ces rela- 
tions, dont il a ete question plus haut *); mais quand la valeur 
en est connue, on se trouve ramene apres leur evaluation A une 
nouvelle serie. Or, ces series — les dernieres tout comme cel- 
les que nous obtenions d’abord, — peuvent quelquefois &tre 
redyites ä une telle forme, et alors il n’y a que la reduction 
d’une integrale definie A une serie. Le premier de ces cas admet 
quelquefois une solution bien simple, lorsque la serie est de na- 


*) Weiter oben sagt der Herr Verfasser: ‚,‚Maintefois le travail‘ 
(die Bearbeitung eines best. Integr. durch Reihen) ‚‚ne nous ramene qu’ä 
une autre fonction aussi inconnue que lintegrale cherchee. ‘* 
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ture & etre sommee moyennant le theoreme de Taylor; et c’est 
de ce cas-ci que traitera ce Memoire.‘““ — On y trouvera 
en premier lieu divers theoremes generaux, qui par leur speeia- 
lisation donneront lieu ensuite A des evaluations d’integrales defi- 


nies nouvelles, dont plusieurs comportent elles-memes une gene- ° 


ralitE assez grande, en ce qu’elles contiennent un nombre arbitraire 
de certains facteurs. Celles-ci, soit par des equations de condi- 


tion entre les constantes, soit par la differentiation par rapport‘ 


ä quelque constante qui se trouve dans l’integrale definie, don- 
‘« neront lieu enfin dans divers cas ä des resultats bien simples et 
remarquables. Enfin nous deduirons encore des resultats obtenus 
quelques integrales definies doubles, du genre des fonctions reeci- 
proques de Cauchy.‘“ — Mittelst dieser hier durch den Herrn 
Verfasser selbst etwas näher charakterisirten Methode hat der- 
selbe eine grosse Menge bemerkenswerther Integrale entwickelt, 
und wir halten daher dieses Werk sowohl in Rücksicht auf die 
angewandte Methode, als auch rücksichtlich der durch dieselbe 
gewonnenen Resultate für einen wichtigen Beitrag zur Integral- 
rechnung, auf den wir unsere Leser durch diese, hier durch den 
Raum nur gestatteten, wenigen Bemerkungen recht sehr aufmerk- 
sam zu machen wünschen. 


Herr Professor Hoüel in Bordeaux hat mir folgende Be- 
richtigungen zu der Vega -Hülsse’schen Sammlung mathemati- 
scher Tafeln gesandt. Grunert. 


„A propos de ce recueil *), il s’en fait, ä ce qu’il parait, en 
ce moment une nouvelle edition. Je saisis l’occasion pour vous 
prier de signaler dans votre Journal quelques erreurs que jai 
decouvertes dernierement. 


Page 576. Au lieu de lisez 
1.3.5.7 N 
123...:0 
Karma 
1.3.38 3 BR Sr 
log5 477 9320) 1273 9,3201) 1973, 
1.3....23 


log 57-54 9207 31109) 9,207 31108). 


*) Nämlich der vorher genannten Sammlung Vega-Hülsse 6. 


le ee AIRES Tun 


Den 


nn Zu fe 


de Tann u al La a0 nun u Du Le all San ln de el =, 


42’. user 5 cu 


Literarischer Bericht CLAVI. 7 
Page 839. Au lieu de lisez 
a teil) 2 ra 0,79817 98(734) 0,79817 98(684). 
Decad. Erg. desselb. . . 9,20182 01(266) 9,20182 01(326), 
Länge des Sterntages in 
mittl. Sonnentagen 0,9972 69(6)7 0,9972 69(5)7. 


Il est probable que ces fautes sont loin d’&tre les seules que 
contiennent ces pages. Aussi ne les indique-je que pour signa- 
ler le besoin d’une revision de ces parties de cet important re- 
cueil. Je crois avoir deja indique' une faute dans la Ire ed. des 
tables de Zech, page 802., argument 0,13030. Au lieu de (2)622, 
il faut lire (3)622. Je ne sais si cette correction a ete faite dans 
la 2° edition *). 

Les fautes que jiindique pour la page 576., et qui proviennent 
en droite ligne du vieux Vega de 1783, existent (sauf la pre- 
miere) dans la 6€ edition des tables de Köhler. 


Mr. Schrön s’est-il decide & ajouter a ses tables un tableau 
d’une demi-page renfermant les constantes dont on a si souvent 
besoin **)?“ 


Geometrie. 


Nuove ricerche -di geometria pura sulle ceubiche 
gobbe ed in ispecie sulla parabola gobba; per L. Cre- 


- mona. (Memoria letta nella sessione 26 novembre 1863 
‘ed inserita nel tomo Ill (serie 2) delle Memorie dell’ 


Accademia delle scienze. Bologna.) 4°. 


Der um die neuere Geometrie, namentlich um die rein geo- 
metrische Theorie der Curven, schon so vielfach verdiente Herr 
Verfasser theilt in dieser interessanten Abhandlung eine Reihe 
rein geometrischer Untersuchungen über die doppelt gekrümn- 
ten Curven der dritten Ordnung mit, auf welche wir unsere 
Leser recht sehr aufmerksam machen. Er geht dabei von eini- 
gen Eigenschaften der Kegelschnitte aus, die entweder bekannt 
oder mittelst der in der trefllichen „Introduzione ad una 
teoria geometrica delle eurve piane“ des Herrn Verfas- 


*) Dieser Fehler ist in der zweiten Auflage (ich habe den beson- 
deren Abdruck der Zech’schen Tafel, Berlin 1863, vor Augen) verbes- 
sert. Grunert, 

-**) Herr Prof. Schrön wird durch eine kurze baldige Beantwortung 
dieser Frage im Archiv mich sehr verbinden. Grunert. 


> ed 
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sers *) enthaltenen Grundlagen leicht zu beweisen sind, wodurch 
er, was sehr dankbar anzuerkennen ist, — indem er diese Sätze 
der Abhandlung in deutlicher und bestimmter Fassung voraus- 
schickt, — das Verständniss dieser letzteren sehr erleichtert. 
Auszüge gestatten, wie wir schon öfters in ähnlichen Fällen be- 
merkt haben, solche rein geometrische Arbeiten, bei denen, mehr 
als bei fast allen übrigen mathematischen Untersuchungen, die 
Darstellung sich in einer fortwährenden strengen systematischen 
Folge bewegt, die nirgends eine Unterbrechung erlaubt, nicht; 
die Folgerungen sind im Einzelnen zwar meistens leicht und leicht 
verständlich, aber der systematische Zusammenhang muss vom 
Anfange bis zum Ende mit der grössten Strenge und Consequenz 
ohne alle Unterbrechung festgehalten werden, wodurch namentlich 
der grosse logische Scharfsinn der Urheber solcher Untersuchun- 
gen sich kund giebt. Jedoch auch ohne uns auf einzelne Mitthei- 
lungen einlassen zu können, dürfen wir den Lesern eine Reihe 
sehr interessanter Resultate versprechen, die theilweise bekannt **), 
theils dem eigenen Scharfsinne des Herrn Verfassers zu verdan- 
ken sind. Die Schrift beweist zugleich von Neuem, wie eilrig 
das Studium der neueren Geometrie in Italien betrieben wird, und 
wir können nur wünschen, noch recht oft solchen interessanten 
und wichtigen Arbeiten des von uns hochverehrten Herrn Verfas- 
sers auf diesem Gebiete zu begegnen. 


Trigonometrie. 


Tafel der wirklichen Länge der Sinus und Cosinus 
für den Radius 100000 und für alle Winkel des ersten 
Quadranten von 10 zu 10 Secunden, für Markscheider, 


Geometer, Eisenbahn-Ingenieure, Mechaniker, Astro- 


*) Dass von diesem ausgezeichneten Werke eine deutsche Ueber- 
setzung in der Verlagsbuchhandlung des Archivs erscheint, ist schon. 


mehrmals bemerkt worden. Der Druck nähert sich jetzt stark seiner 
Vollendung, die dadurch einigermassen verzögert worden ist, dass der 
Herr Verfasser die Uebersetzung mit einer grösseren Anzahl sehr werth- 
voller Zusätze begleitet, durch welche derselben in der erfreulichsten 
Weise noch ein besonderer selbstständiger Werth verliehen werden wird. 

**) Der Herr Verfasser verweist selbst auf: Nouvelles Annales 
de Mathematiques, 2ese&rie. T.I. Paris 1862. p. 287. — Chas- 
les: Proprietes des covurbes ä double courbure du troisieme 
ordre in den Comptes rendus de l’Acad. des sciences. 10. aoüt 
1857. — Crelle’s Journal Bd. 58. S. 147. 
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nomen und Mathematiker, insbesondere für Diejeni- 
gen, welche bei trigonometrischen Berechnungen die 
Thomas’sche Rechenmaschine benutzen. Herausgege- 
ben von Dr. August Junge, Professor der höheren Ma- 
thematik und Lehrer der praktischenMarkscheidekunst 
ander k. Bergakademie in Freiberg. Leipzig. A. Fe- 
lix. 1864. 4°. 


Was diese Tafeln enthalten und zu welchem Gebrauch sie 
bestimmt sind, sagt der sehr ausführliche Titel. Vielleicht mögen 
sie zu diesem Gebrauch auch recht zweckmässig sein. Druck 
und Papier sind sehr gut. Dass sie zu allgemeinerem Ge- 
brauch tauglich sind und sich dessen erfreuen werden, bezwei- 
feln wir sehr. Allerdings sind wir der Meinung, und haben dies 
schon öfters ausgesprochen, dass Tafeln der sogenannten natür- 
lichen Linien oder Functionen in vielen Fällen besonders bequenı, 
namentlich bequemer als die logarithmischen Tafeln sind, Auch 
haben wir schon öfters die Herausgabe solcher Tafeln in recht 
zweckmässiger Form als sehr wünschenswerth bezeichnet. Die 
vorliegenden Tafeln haben aber unseren Wünschen nicht ent- 
sprochen. Sollen solche Tafeln wirklich brauchbar sein, so müs- 
sen sie alle trigonometrischen Functionen, hauptsächlich aber 
auch die Secanten und Cosecanten, enthalten, da letztere dienen, 
weitläufige Divisionen mit dem Cosinus und Sinus in einfachere 
und leichtere Multiplicationen mit der Secante und der Cosecante 
zu verwandeln. Die Schiffer werden selbst die Beifügung der 
Sinusversus und Cosinusversus wünschen. Fünf Decimalen schei- 
nen uns vollständig ausreichend zu sein, so wie das blosse Fort- 
schreiten durch die einzelnen Minuten. Eine sehr gute Tafel 
dieser Art, für sechs Decimalen, die alle acht Functionen 
liefert, enthalten die Tafeln von Joseph Hantschl (Wien 1833), 
auch die Tafeln von Sherwin (8. edition. London 1742), letztere 
jedoch ohne die Sinusversus und Cosinusversus. Die Tafeln von 
Hantschl sollten einmal, auf fünf Decimalen abgekürzt, in recht 
bequemem Format, mit deutlichen Ziffern und auf recht gutem 
weissen Papier wieder abgedruckt werden; dadurch würde einem 
Bedürfnisse wirklich abgeholfen werden. 


Optik. 


Determinazione di un apparecchio fotografico acro- 
matico a tutte le distanze dell’ oggetto e formato con 


10 Literarischer Bericht CLXVI. 


la combinazione di due lenti composte, ambedue di 
fuoco positivo, ovvero una di fuoco positivo el’altre 
di fuoco negativo o virtuale. Nota del Dott. A. Forti, 
Professore d’Algebra e Trigonometria al R. Liceo di 
Pisa. Pisa, Tipografia Pieraccini. 1862. 8%. 


Dimostrazione della similitudine della immagine 
con l’oggetto riprodotto conservata anche per campi 
assai grandi da un apparato fotografico determinato 
analitiecamente acromaätico a tutte le distanze dell’ og- 
getto e preceduta da cenni storici della teorica dell’ 
acromatismo degli stromenti ottici del Dott. Angelo 
Forti, Prof. d’Algebra e Trigonometria al R. Liceodi 
Pisa. Pisa, Tipografia Pieraccini. 1863. 8°. 


Herr Professor Angelo Forti in Pisa hat sich neuerlich 
durch mehrere optische Untersuchungen und Berechnungen, die 
sich hauptsächlich an die von dem berühmten Mossotti in sei- 
ner „Nuova teoria degli stromenti ottici“ entwickelten 
allgemeinen Formeln anschliessen, vortheilhaft bekannt gemacht, 
von denen in dem Archiv noch weiter die Rede sein wird. Für 
jetzt wollen wir unsere Leser nur auf die obigen Untersuchungen 
und Berechnungen über einen neuen photographischen Apparat 


aufmerksam machen, der uns alle Beachtung zu verdienen scheint. 


Dieser Apparat entspricht den Bedingungen des Achromatismus 
für jede Entfernung des Objects und giebt ein dem Object ähn- 
liches Bild selbst noch bei einem Gesichtsfelde von 40 Graden. 
Herr Forti hat ausserdem auch cylindrische Linsen statt der 
sphärischen vorgeschlagen, namentlich für alle die Fälle, wo es 
auf ein grosses Gesichtsfeld nicht unbedingt ankommt. Die bei- 
den Flächen einer Linse müssten senkrecht auf einander sein, 
damit der Brennpunkt eines Punktes ein Punkt sei. Alle in den 
obigen Schriften niedergelegten Untersuchungen scheinen uns mit 
vollständiger Sachkenntniss angestellt und die numerischen Rech- 
nungen mit grosser Sorgfalt und Genauigkeit geführt zu sein, 
weshalb wir nochmals Pacht sehr auf dieselben aufmerksam 
machen. Freilich ist es bekannt genug, dass sieh über den Werth 
neu angegebener und berechneter, gewissermassen theoretisch 
construirter optischer Apparate immer nur erst endgültig vollstän- 
dig urtheilen lässt, wenn dieselben mit grösster Sorgfalt wirklich 
praktisch ausgeführt worden sind, schon deshalb, um beurthei- 
len zu können, ob die Technik auch der Theorie mit hinreichen- 
der” Genauigkeit zu folgen im Stande ist. Deshalb — und weil 
der neue photographische Apparat des Herrn Forti allerdings 
Beachtung zu verdienen scheint — ist es sehr erfreulich — und 
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liefert von Neuem den deutlichsten Beweis, wie sehr die Regie- 
rung des neuen Italien bemühet ist, alle, Empfehlung verdienende 
wissenschaftliche Unternehmungen kräftigst zu unterstützen und 
zu fördern — dass der k. italienische Minister des öffentlichen 
Unterrichts, Herr Amari, die Anfertigung dieses neuen photo- 
graphischen Apparats durch Herrn Mertz in München auf 
Staatskosten befohlen hat. Wir sehen mit Verlangen und gros- 
sem Interesse weiteren Mittheilungen über diesen Gegenstand 
entgegen und hoffen dann die aus der Prüfung des von der k. 
italienischen Regierung anzufertigen befohlenen. neuen Instruments 
hervorgegangenen Resultate unseren Lesern überhaupt, nament- 
lich aber auch den optischen Künstlern, in einem besonderen, 
diesem Gegenstande gewidmeten Aufsatze mittheilen zu können. 


Vermischte Schriften. 


Monatsbericht der königl. preussischen Akademie 
der Wissenschaften in Berlin. (Vergl. Literar. Bericht 
Nr. CLXI S. 15.) 


Juni 1863. Hagen: Ueber die Wirkung des Windes auf 
trockenen Sand. S. 269—272. 


Juli 1863. Kummer: Ueber die Flächen vierten Grades, 
auf welchen Schaaren von Kegelschnitten ‚liegen. S. 324— 336. 
(Unter die untersuchten Flächen gehört die von Ch. Dupin mit 
dem Namen Cyclide belegte Fläche, deren Gleichung in die Form 


BEN (ar cha HE IN (em — ale 


gebracht werden kann; ferner die von Steiner vor einer Reihe 
von Jahren entdeckte Fläche, der einzigen, auf welcher unendlich 
viele Schaaren von Kegelschnitten liegen, deren Gleichung in all- 
gemeinster Form: 


Ag?r? + Br2p? + Cp?g? + 2Dpgrs =0 


ist, wo 9, g, r, s beliebige lineare Functionen der Coordinaten 
und A, B, C, D beliebige Constanten sind.) Ueber die Eırfin- 
dung dieser Fläche durch Steiner giebt Herr Weierstrass in 
dem folgenden Aufsatze (S. 337—338.) weiteren Aufschluss. Auf 
beide vorhergehende Aufsätze machen wir die Leser, als beson- 
. ders interessant für höhere Geometrie, recht sehr aufmerksam. 
— Kronecker: Ueber die Klassenzahl der aus Wurzeln der 
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Ueber den Einfluss von Metallhüllen auf die Magnetisirung durch 


Einheit gebildeten complexen Zahlen. S. 340-345. — Rioss:] 
den elektrischen Entladungsstrom. S. 346—358. i 
! 


August 1863., Dove: Ueber Compensation gleichzeitiger Wit- 
terungserscheinungen. 8.373. (Blosse Anzeige eines gehaltenen 
Vortrags.) — Poggendorff: Ueber die thermischen Eigenschaf- 
ten elektrischer Funken. S. 379. (Wie vorher.) — Volkmann: 
Ueber identische Netzhautstellen; mitgetheilt von Herrn du Bois- 
Reymond. S. 394—395. 


September und October 1863. Dove: Ueber die Ent- 
stehung eines schwarz glänzenden Körpers aus der Combination 
farblos durchsichtiger Körper. S. 397—398. — Dove: Ueber ein ° 
vom Mechanikus Geissler in Berlin construirtes neues Maximum- 
thermometer. S. 398-399. — Magnus: Ueber die Verdichtung 
von Dämpfen an der Oberfläche fester Körper. S.%439. (Blosse An- ! 
zeige eines gehaltenen Vortrags.) | 

’ 


November 1863. Riess: Ueber die Ablenkung der Magnet- 
nadel durch die Nebenströme der Leydener Batterie. S. 482—486. 
— Dove: Ueber den Unterschied der auf der Palette des Malers 
entstehenden Mischfarben und der auf dem Farbenkreisel hervor- ° 
tretenden. S. 490-502. S. 544—551. — Poggendorff: Ueber 
den Extrastrom des Inductionsstroms. S. 502—512. — Schrö- { 
ter: Ueber die Steiner’sche Fläche vierten Grades, mitgetheilt ° 
von Hrn. Kummer. S. 520—538. — Kummer: Ein Gypsmodell 
der Steiner’schen Fläche. S. 539. \ 


December 1863. Enthält in den Kreis des Archivs gehö- 
rende Aufsätze nicht. 


Januar 1864. Heine: Ueber lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, so wie über die Existenz und Anzahl der Lame- 
schen Functionen erster Art, mitgetheilt von Hrn. Kronecker. | 
S. 13—22. — Dove: Ueberein neues polarisirendes Prisma. S, 42. | 


\ 


Februar 1864. Enthält keine in den Kreis des Archivs ge- | 
hörende Aufsätze. | 


B 
(Weitere Hefte des „Monatsberichts“ sind bis jetzt bei uns ° 


nicht eingegangen.) 
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Mathematische | 
und physikalische Bibliographie. 


LXVI 


Arithmetik. 


F. E. Feller und C. G. Odermann, Das Ganze der kaufmän- 
nischen Arithmetik. Herausgegeb. von Odermann. 9. Aufl. gr. 8°, 
Leipzig. geh. 1 Thlr. 18 Ngr. 

F. Herold, Lehrbuch der ehe ne und Algebra. 
gr. 8°. Nürnberg. geh. 20 Ngr. 

W. Nerling, Sammlung von Beispielen u. Aufgaben aus der 
Buchstabenrechn. u. Algebra. 2. Aufl. gr. 8°. Dorpat. geh. 18Ngr. 

G. di Vega, Manuale logaritmico-trigonometrico. 40. Ristampa. 
Nuova ediz. ster. completamente riveduta per cura del Dott. C. Bre- 
miker. 2. Tiratura. Lex.-8%. Berlin. geh. 2 Thlr. 

F. Zech, Logarithmisch-trigonometrische Tafeln mit 4 Stel- 
len. 16%. Tübingen. geh. 15 Ngr. 


Geometrie. 


E. v. Hunyady, Ueber die fundamentalen Eigenschaften der 
algebraischen Curven und eine Eintheilung der Linien Il. und IV. 
Ordnung. gr. 4%. Göttingen. geh. 16 Ngr. 

J. Lodl, Anfangsgründe im Zeichnen, der Geometrie, Plani- 
metrie. Neue Ausg. gr.8°% Mit Atlas in 4%. Prag. geh. 1 Thlr. 

— — Dasselbe in böhmischer Sprache. Nove rydani. gr. 8°, 
Mit Atlas gr. 4°. Ebendas. 1] Thir. 

R. O. Meibauer, Theorie der geradlinigen Strahlensysteme 
des Lichts. Eine Erweiterung der Gauss’schen Theorie von den 
Krümmungsmaassen der Flächen. gr. 4%. Berlin. geh. 15 Ngr. 

M. Sadebeck, Elemente der ebenen Geometrie. Leitfaden 
für den Unterricht an Gymnasien u. höheren Bürgerschulen. gr. 8°. 
6. Aufl. Breslau. geh. 12 Ngr. 

W. Schütte, Elemente der analytischen Geometrie. d. Ebene 
für höhere Lehranstalten und zum Selbststudium. gr. 8%. Bres- 
lau. geh. 20 Ngr. 


Trigonometrie: 


B. Feaux, Ebene Trigonometrie und elementare Stereome- 
trie. 2. Aufl. gr. 8%. Paderborn. geh. 12 Ngr. 


Geodäsie und praktische Geometrie überhaupt. 


Generalbericht über die mitteleuropäischen Gradmessungen 
pro 1863. gr. 4%. Berlin. geh. 20 Ngr. 

K. A.v. Klein, Neues System, Höhen u. Entfernungen leicht 
und sicher zu bestimmen oder die Chorographimetrie, zum Ge- 
brauch in Schulen eingerichtet von einem Lehrer. 7. Aufl. 8°, 
Wiesbaden. geh. 10 Ngr. 


Mechanik. 


P. Zech, Sammlung von Aufgaben aus der theoretischen 
Mechanik. gr. 8%. Stuttgart. geh. ‘12 Ngr. 


Physik. 

A. W. Fils, Höhenmessungen von dem Kreise Weissensee 
im Königl. Regierungsbez Erfurt. 8°. Ilmenau. geh. 5 Ngr. 

Fortschritte der Physik im Jahre 1862. Dargestellt von der 
physikalischen: Gesellschaft zu Berlin. 18. Jahrg. Redigirt von 
E. Jochmann. I. Abth. gr. 8%. Berlin. geh. 1} Thlr. 

K. W. Knochenhauer, Ueber den Zusammenhang des Mag- 
netismus mit den Öscillationen des Batteriestroms. Lex.-80%. Wien. 
3 Ngr. 

F. A. Schneider, Nachrichten über die Fortschritte der Astro- 
meteorologie. gr. 4%. (Berlin.) Leipzig. geh. 1 Thlr. 10 Ngr. 

F. Unferdinger, Aufstellung einer neuen Pendelformel und 
Darstellung einer Methode aus der Länge des Secundenpendels 
in verschiedenen Breiten die Fliehkraft und die Form und Grösse 
der Erde zu bestimmen. Lex.-8%. Wien. geh. 3 Ngr. 

©. R. Wolff, Hypsometrie des Regierungsbezirks Frankfurt. 
sr. 8°. Frankfurt a. d.O. geh. 1 Thlr. 

Th. v. Zollikofer und J. Gobanz, Höhenbestimmungen in 
Steiermark. 4°. Mit ] Karte. Graz. geh. 24 Thlr. 


Vermischte Schriften. 


B. Feaux, Mathematisch-physikalisches Vademecum für 
Studirende, Techniker u. Dilettanten. 16°. Paderborn. cart. :10 Ner. 


Rendiconti delle adunanze del R. Instituto Lombardo di scienze, 


lettere ed arti. Classe di scienze mathematiche e naturali. Vol. 1. 
Fasc. 1. 8°. Milano. Prezzo di 1 fasc. 61. N 

Sitzungs-Anzeiger der kaiserl. Akademie der Wissenschaften. 
Mathem.-naturwissenschaftl. Classe. Jahrg. 1864. N°, 1. er. 8°. 
Wien. Preis für den vollständ. Jahrg. 1 Thlr. ; 
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Literarischer Bericht 
CLXVI. 


Ferdinand v. Schmöger, 


dessen Tod im Literar. Ber. Nr. CLXV. ® 16. (am Ende) vorläufig 
angezeigt worden ist, war geboren zu München am 8. Januar 1792 
und starb zu Regensburg am 4. März 1864. Er war Professor 
der Physik am Lyceum zu Regensburg. Es folgt ihm das Lob 
eines wohlwollenden, nüchternen, bescheidenen Charakters, eines 
sorgfältigen Lehrers nach. Ganz besonders thätig war er auf dem 
Gebiete der Witterungskunde und die durch ihn bekannt gemach- 
ten vieljährigen Beobachtungen (von 1774 bis 1834) haben im An- 
schlusse an die von Placidus Heinrich die Meteorologie von 
Regensburg wesentlich bereichert. Wir besitzen von ihm eine 
Kosmographie (1817, zweite Auflage 1820), Elemente der Astro- 
nomie und Chronologie (1830) und mehrere kleinere Schriften. 
(Sitzungsberichte der Königl. Bayer. Akademie der Wissenschaften 
zu München. 1864. I. Heft III. S. 196.). 


Julius Zech. 


In der Nacht vom 12. auf den 13. Julius 1864 starb der oben 
genannte ausgezeichnete Mathematiker in dem Bade Berg bei 
Stuttgart an einem organischen Leiden, was im letzten Winter 
sich entwickelt hatte. Er war im Jahre 182] in Stuttgart ge- 
boren, seit 1845 an der Universität in Tübingen Lehrer für Mathe- 
matik und Astronomie, seit 1856 ordentlicher Professor und Direc- 
tor der Sternwarte. Seine „iafel: der Additions- und 
Subtractions-Logarithmen für sieben Stellen. Zweite 
Auflage. Berlin. 1863.“ sind allen Mathematikern bekannt, und 
das Archiv verdankt ihm einige Beiträge im l6ten Theile. Das 


Vorstehende ist entlehnt aus: Allgemeine Zeitung. 1864. 
Nr. 198. S. 3211. 


'Thl. XL1I. lifı, 3. 2 
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Physik. 


Aimanach der kaiserlichen Akademie der Wissen- 


schaften in Wien. Dreizehnter Jahrgang. 1863. 


Auf die Wichtigkeit dieses Almanachs in literarischer und 
literarhistorischer Beziehung ist schon mehrmals hingewiesen wor- 
den (die Anzeige des 12. Jahrgangs. 1862. s. m. im Literar. Bericht 
Nr. CLVIH. S. 3.), und auch der vorliegende 13. Jahrgang enthält 
wieder mehrere interessante und wichtige Beiträge. Zuvörderst 
liefert der Bericht des General-Sekretärs und Sekretärs der mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Klasse, des Herrn Professor 
Dr. Schrötter, ein sehr interessantes und erfreuliches Bild von 


der fortwährenden erfolgreichen und weitgreifenden Thätigkeit 
dieser Klasse. Ausserdem enthält dieser Jahrgang zwei sehr 


ausführliche Nekrologe von Carlini und Kreil *), mit sehr werth- 
vollen, ganz vollständigen Verzeichnissen der von diesen beiden 
treffllichen Gelehrten publieirten Schriften. Der Necrolog Kreil’s 


wird dadurch noch interessanter und wichtiger, weil er zugleich. 


eine vollständige Geschichte der Entstehung und Gründung der 


grossartigen k. k. Central-Anstalt für Meteorologie und 


Erdmagnetismus in Wien enthält, deren erster Director be- 
kanntlich Kreil war, und deren Verwaltung jetzt in die Hände 
des völlig sachkundigen und geschickten Herrn Jelinek über- 
gegangen ist. Das Hauptverdienst um die Gründung der genann- 
ten wichtigen Anstalt, die schon so Vieles und Grossartiges auf 
dem Felde der Meteorologie und des Erdmagnetismus geleistet 
hat, hat sich natürlich die k. Akademie der Wissenschaften selbst 
erworben, insbesondere die von derselben am 18. Januar 1849 
niedergesetzte Commission, bestehend aus den Herren Freih. von 


Baumgartner, von Ettingshausen, Stampfer, Schrötter, 


von Kunzek, Gintl, zu denen zur „Leitung sämmtlicher auf 


die meteorologischen Beobachtungen sich beziehenden Geschäfte“ 


später noch die Herren Koller und Doppler hinzutraten.. Dass 
es Kreil nicht vergünnt gewesen ist, die Bearbeitung einer Kli- 
matologie des Kaiserstaates, als der Hauptaufgabe seines Lebens, 
zu vollenden, ist jedenfalls sehr zu beklagen; jedoch hat in der 


Sitzung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse vom 


15. Mai d. J. Kreil’s altbewährter Freund, Herr Hofrath Koller, 


das nahezu vollendete Manuseript der Klimatologie von Böhmen, 


°) M.s. den Nekrolog von Carlini im Literar. Ber. Nr. CLIX. S.1., 
den Nekrolog von Kreil im Literar. Ber. Nr. CLVII. S. 8, 
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mit dessen Verhältnissen sich Kreil so gern und so vollständig 
bekannt gemacht hatte, vorgelegt, so dass man wohl auf eine 
baldige Publication dieses wichtigen Werkes hoflen darf. Der 
Bericht über Kreil’s Leben schliesst mit den Worten: „Was er 
zur Ehre Oesterreichs in der Wissenschaft geleistet, wird niemals 
untergehen. Kreil wird stets als der Begründer der systemati- 
schen Durchforschung des Vaterlandes auf dem Gebiete der Me- 
teorologie und der Lehre vom Erdmagnetismus mit Ehren genannt 
werden. Mögen seine Nachfolger auf der von ihn eröffneten Bahn 
rüstig vorwärts schreiten!“ in die wir von ganzem Herzen einstimmen. 


Astronomie. 


Zeitschrift für populäre Mittheilungen aus dem 
Gebiete der Astronomie und verwandter Wissenschal- 
ten. Herausgegeben von Professor Dr. C. A. F. Peter- 
sen, Director der Sternwarte in Altona. Band. Heft 
3 und 4 Altana 1863. — Band Ill. Heft 1. Altona 1864. 8°. 


Wir freuen uns, die Fortsetzung dieser verdienstlichen Zeit- 
schrift (m. vergl. Literar. Ber. Nr. CXLIX. S. 4.) anzeigen zu kön- 
nen, und wünschen ihr auch bei den jetzigen veränderten politischen 
Verhältnissen in den Ländern ihres Erscheinens von Herzen einen 
sanz ungestörten Fortgang, da sie, wie wir bei unseren früheren 
Anzeigen schon mehrfach bemerkt haben, uns sehr geeignet scheint, 
zur Verbreitung astronomischer Kenntnisse in weiteren, auch, 
nicht streng wissenschaftlichen Kreisen wesentlich beizutragen. 


Die vorliegenden Hefte enthalten eine ausführliche Abhand- 
lung: Einige Zusammenstellungen als Beitrag zu der 
Frage, ob ausser Mercur und Venus in dem Raume. 
zwischen Sonne und Erde noch andere planetenartige 
Körper vorhanden sind. Von Herrn Kriegsrath C. Haase 
inHannover. Band ll. S. 165.—S. 256. Band Hl. S. 1.—S. 64. 
— Natürlich mit ganz besonderer Rücksicht auf die bekannten an- 
geblichen Entdeckungen des Arztes Edmund Lescarbault zu 
Orgeres in Frankreich (Eure-et-Loire) enthält diese ausführliche 
Abhandlung eine sehr verdienstliche Zusammenstellung aller älte- 
ren und neueren Beobachtungen, welche zur Beantwortung der 
in dem Titel der Abhandlung angegebenen Frage dienen können, 
und auf welche bei der Beantwortung dieser Frage zurückzugehen 
ist, mit vielen sehr einsichtsvollen kritischen Bemerkungen und 
Ausführungen des Herrn Verfassers, welche bei einem Gegen- 
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stande wie der vorliegende natürlich von der grössten Bedeutung 


sind, und auf die hier so sehr viel ankommt, wenn Sicheres und AI 


Unsicheres, Wahres und Falsches gehörig und streng von einan- 
der geschieden werden soll. Wir machen daher Alle, welche ’ 


sich für die mehrgenannte Frage interessiren, auf diese Abhand- 
lung recht sehr aufmerksam, und glauben, dass sie von Keinem 
entbehrt werden kann und unberücksichtigt bleiben darf. 


Physik. 


Müller-Pouillet’s Lehrbuch der Physik und Meteo- 
rologie. Sechste umgearbeitete und vermehrte Auf- 
la&e. Erster Band. 1862. — Zweiter Band. 1863. Braun- 


schweig. Friedrich Vieweg und Sohn. 


In schönster, dem Werke durch die berühmte Verlagshand- | 


lung zu Theil gewordener, äusserer Ausstattung, der sich kaum 
ein anderes Werk zur Seite stellen lassen dürfte, liegt uns die R 
sechste Auflage des allgemein bekannten und weit verbreiteten ° 
Müller-Pouillet’schen Lehrbuchs der Physik jetzt vollständig ° 
vor, und damit eine Darstellung der gesammten neueren Physik, 
so weit sie in ein Lehrbuch gehört und ohne tiefer gehende und 


strengere mathematische Begründung sich geben lässt. Niemand, der 
sich mit Physik eingehender beschäftigt, wird daher dieses Werk ent- 
behren können. Einrichtung und Tendenz sind natürlich im Ganzen 
in dieser neuen Auflage völlig dieselben geblieben wie in den 
früheren Auflagen, so dass also bei der ungemein grossen Ver- 
breitung, die das Buch gefunden hat, darüber hier gar nichts zu 
sagen ist. Wir können unseren Lesern aber die Versicherung 
geben, dass das Werk in seiner neuesten Auflage mehrfache Ver- 
besserungen erhalten hat und dass Alles, wenn auch zum Theil 
nur in kürzeren Notizen, nachgetragen worden ist, womit die 
Physik seit dem Erscheinen der fünften Auflage wahrhaft berei- 
chert worden ist. Eine wesentliche Veränderung, welche die 
Darstellung einer wichtigen Lehre in dieser neuen Ausgabe erfah- 


ren hat, giebt der Herr Verfasser in der Vorrede zum zweiten 


Theile selbst an, indem er sagt: „In dieser neuen Auflage habe 
ich nun auch den Standpunkt verlassen, welchen ich bei der Ent- 
wickelung der Theorie der Volta’schen Säule in den früheren 


Dee 


Auflagen eingenommen hatte, indem ich die Lehre von der Elek- $ 
tricitätserregung durch Metallcontact gänzlich fallen liess und nach 


Schönlein die berührungsstelle von Metall und Flüssigkeit als 


den alleinigen Sitz der elektromotorischen Kraft annehme. Unser 4 
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Lehrbuch steht also in dieser Beziehung ohngefähr auf demselben 
Standpunkte, welchen auch Wiedemann in seiner Lehre vom 
Galvanismus und Jamin in ‚seinem Cours de physique 
vertritt.“ Dass der Abschnitt über Muskel- und Nervenstrom ab- 
gekürzt worden ist, finden wir bei dem vorliegenden überreichen 
eigentlich physikalischen Stoff ganz gerechtfertigt, da diese Dinge 
doch mehr in das Gebiet der Physiologie, als in das der eigent- 
lichen Physik gehören, und gegenwärtig auch in allen besseren phy- 
siologischen Lehrbüchern ausführlich behandelt zu werden pflegen. 


Vermischte Schriften. 


Monatsbericht der königl. preussischen Akademie 
der Wissenschaften in Berlin. (Vergl. Literar. Bericht 
Nr CLXVL S. 11.) 


März 1864. Magnus: Ueber die Beschaffenheit der Sonne. 
S. 166—167. 


April 1864. Dove: Ueber die’ optischen Eigenschaften des 
Carthamin. S. 236—238. — Dove: Ueber die optischen Eigen- 
schaften des Quarzes. S. 239—243. — Kummer: Ueber die Flä- 
chen vierten Grades mit sechzehn singulären Punkten. S. 246—260. 
(Die allgemeinste Gleichung aller Flächen vierten Grades mit 
sechzehn singulären Punkten ist: 


a2g2r2 + 627292 4 292g? + d2p2s? + e292s? + fr2s? 

+ 2bep?gr — 2acpg?r — 2abpgr? — 2cdp?gs + 2cepg?s — 2depgs? 

+2bdp?rs + 2bfr?s + 2dfprs? + 2aeg?rs + 2afgr?s + 2efgrs? 
—Igpos=V, 


wo.a,b,c,d,e, f, g Constanten und 9, 9, r, s beliebige line- 
are Functionen der CGoordinaten sind. Es lässt sich leicht über- 
sehen, dass die allgemeine Gleichung der Flächen des vierten 
Grades mit 16 singulären Punkten 18 Constanten enthält). — Bor- 
chardt: Ueber die Multiplicatoren höherer Ordnungen der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen. S. 276. (Blosse Mittheilung 
des Titels einer gelesenen Abhandlung.) — Kummer: Ueber die 
algebraischen Strahlensysteme, insbesondere über die der ersten 
Ordnung und die der ersten Klasse. S. 282. (Blosse Mittheilung 
des Titels einer gelesenen Abhandlung.) 


Mai 1864. Kronecker: Ueber den Gebrauch der Dirich- 
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let’schen Methoden in der Theorie der quadratischen Formen. 
S. 285-303. — Borchardt: Anwendung der Theorie der Mul- 
tiplicatoren höherer Ordnungen ‚auf die isoperimetrischen Diffe- 
rentialgleichungen. S. 307. (Blosse Mittheilung des Titels einer 
gelesenen Abhandlung.) — Du Bois-Reymond: Ueber die räum- 
liche Ausbreitung des Schlages der Zitterfische. S. 317—354. 


Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wis- 
senschaften in Wien. (Vergl. Literar. Ber. Nr. CLXII. 
S. 15). 


Band XLVI. Heft V. v. Littrow: Ueber die Methode der 
Längenbestimmung durch Circummeridianhöhen und deren Anwen- 
dung während der Weltumsegelung S.M. FregatteNovara. 8.394. — 
Koller: Bericht über ein nahezu vollendetes handschriftliches 
Werk des verstorbenen Akademikers Dr. K. Kreil über die Kli- 
„ matologie von Böhmen... S. 427. — Pechmann: Ueber die Ab- 
weichung der Lothlinie bei astronomischen Beobachtungsstationen 
und ihre Berechnung als Erfordernisse einer Gradmessung. 8. 432. 

Band XLVI. Heft I. undll. Puschl: Notiz über die Mo- 
lecularbewegung in Gasen. 8.95. — Subic: Ueber die absolute 
Grösse der inneren Arbeit, des Aequivalents der Temperatur und 
über den molecularen Sinn der specifischen Wärme. S. 62. — 
Freih. v. Wüllerstorf: Bemerkungen über die physikalischen 
Verhältnisse des adriatischen Meeres. S. 85. — v. Viwenot jun.: 
Ueber einen neuen Verdunstungsmesser und das bei Verdunstungs- 
beobachtungen mit demselben einzuschlagende Beobachtungsver- 
fahren. S. 110. — Lippich: Ueber die Natur der Aetherschwin- 
gungen im unpolarisirten und theilweise polarisirten Lichte. S. 146. 


Band XLVIl. Heft III. Schrauf: Beitrag zu den Berech- 
nungsmethoden des hexagonalen Krystallsystems. 8.250. — Mach: 
Zur Theorie des Gehörorgans. S. 285. — Oppolzer: Bahnbe- 
stimmung des Planeten (58) „Concordia.“ S. 315. — Otto von 
Littrow: Ueber einen Heliostaten nach August’s Princip. S. 337. 


Band XLVIM. Heft IV. v. Waltenhofen: Ueber daselek- 
tromagnetische Verhalten des Stahles. S.518. — Schmidt: Feuer- 
meteor am 18. October 1863. 8. 551. — Haidinger: Herrn Di- 
rector Julius Schmidt’s Feuermeteor amı 18. October 1863. 
S. 559. — v. Waltenhofen: Ueber eine anomale Magnetisirung 
des Eisens. S. 564. 5 


Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
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F. Brioschi a Pavia*), A. Genocchi a Torino, B. Tor- 
tolinia Roma. 4°. (Vergl. Literar. Ber. Nr. CLXV. S. 12.) 


Tom. V. No. 6. Sopra la curvatura di aleuWfe linee prodotte 
dall’ intersezione di due superficie del secondo grado.. Memoria 
del Prof. B. Tortolini. p. 305. — Intorno ad una problema in- 
determinato. Lettere indirizzate dal Signor V. A. Lebesgue e 
dal Signor A. Genocchi a D. B. Boncompagni. p. 3238. — 
"Sulla teoria delle Coniche. Nota del Prof. L. Cremona. p. 330. 
— Rivista Bibliographica. Oeuvres de Desargues reunies 
et analysees par M. Poudra: Notizia Bibliographica del Prof. 
L. Cremona. p. 332. — Les signes numeraux et l’arithmetique 
chez les peuples de lantiquite et du moyen-äge. Examen de 
l’ouvrage allemand intutile: Mathematische Beiträge zum 
Culturleben der Völker von Dr. Moritz Cantor. (Halle 
1863. 8°.) Par Th. Henri Martin. Continuazione e fine. p. 337. 
— Pubblicazioni Recenti. p. 392. — Indice generale di tutti gli 
articoli. p. 393. — Avvertenza pel registro. p. 39. 


Tom. VI. No.1. Intorno alla riduzione degl’ integrali ellit- 
tici. Nota del Professore Angelo Genocchi. p. 5. — Intorno 
ad un modo di condurre le normali, e di determinare i punti dell’ 
Ellisse. Nota Ile di Enrico Egger. p. 18. — La Tirajettoria 
dell’ Ugenio, ortografia della curva pei corsi dei cunei nelle volte 
a botte obblique, & ’Evolvente della Catenaria. Nota 2@ del me- 
desimo. p. 19. — In aggiunta a quella del Professore Azzarelli 
intitolata ‚, Aleune proprietä d’una curva trascendente.“ Tom. V. 
pag. 72. Nota 3@ del medesimo. p. 21. — Sur les trajectoires 
sous un angle quelconque donne, d’un systeme de coniques, pla- 
nes et spheriques, homofocales. Par Mr. W. Roberts. p. 28. 
— Eivista bibliographica. Sopra la trasformazione del Sig. 
Jerrard per l’equazioni di quinto grado. Artjcolo del Prof. B. Tor- 
tolini. p. 33. (Mit besonderer Beziehung auf und im Anschluss 
an Archiv. Thl. XLI. S. 105. theilt Herr Tortolini, ganz wie 
an dieser Stelle des Archivs geschehen, den Hauptinhalt der 
merkwürdigen und seltenen Bring’schen Dissertation mit, aus wel- 
cher hervorgeht, dass die gewöhnlich nach Jerrard benannte Trans- 
formation der Gleichungen des fünften Grades Erland Samuel 
Bring, der Professor Historiarum in Lund war, schon im vorigen 
Jahrhundert gefunden hat, und dass also diese Bring’sche (nicht 
mehr Jerrard’sche) Transformation entschieden und durchaus 
eine schwedische Erfindung ist, worauf nicht oft genug hinge- 
wiesen und aufmerksam gemacht werden kann, weshalb auch Herr 


*) Jetzt in Mailand. 
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Tortolini besonderen Dank verdient, dass er zur weiteren Verbrei- 
tung dieser merkwürdigen Thatsache auch das Seinige beizutragen 
nicht unterlassen,hat.) — Risoluzione di problemirelativi all’ ellisse 
ed al circolo. Articolo del Prof. Barnaba Tortolini. p- 88. 


Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle 
universitä italiane, pubblicato per cura dei Profes- 
sori G@. Battaglini, V. Janni eN. Trudi etc. (S. Literar. 
Ber. Nr. CLXV. S. 11.) 


Anno ll. Gennaio 1864. Riduzione in Serie delle Facoltä 
‚analitiche; per Novi. p.1. — Lezioni sulla teoria delle funzioni 
Jacobiane ad un solo argomento; per Brioschi. p. 8. — Sulla 
necessaria esistenza di una radice reale od immaginaria in ogni equa- 
zione algebrica; per G. Foscolo. p. 13. — Sulla.-teoria delle 
coniche; per L. Cremona. p.17. — Sul processo del massimo 
comun divisore fra due funzioni intere di una variabile; per N. Trudi. 
p- 21. — Intorno al metodo di approssimazione di Newton; per 
A. Genocchi. p. 27. — Quistioni. p. 29. — Soluzione delle 
Quistioni 1, 2, 14, 15.... p. 30. 


Anno ll. Febbraio 1864. Lezioni sulle funzioni Jocobiane 
ad un solo argomento; per F. Brioschi. p. 33. — Riduzione in 
serie delle facoltä analitiche; per G. Novi. p. 40. — Dimostra- 
zione d'un Teorema intorno ai prodotti d’aleune somme’ di qua- 
drati; per A. Genocchi. p. 47. — Soluzione delle quistioni 28 
e 29; per V. Janni. p. 49. — Soluzione delle quistioni 28 e 29; 
per Battaglini. p. 52. — Problemi sulle Coniche; per E. d’Ovi- 
dio. p. 58. — Quistioni. p. 62. — Sullo dimostrazione del pa- 
rallelogrammo delle forze; per A. Dorna. p. 68. 


Anno ll. Marze 1864. Sulla stabilitä dell’ equilibrio; per 
A. Dorna. p. 65. — Sulle derivate di ordine superiore delle 
funzioni composte; per P. Tardy. p. 73. — Considerazioni sulle 
curve piane del terz’ ordine; colle soluzioni delle quistioni 26 @ 
37; per L. Cremona. p. 78. — Soluzione delle Quistioni 26 e 27; 
per G. Battaglini. p. 86. — Quistioni. p. 91. — Metodo ele- 
mentare per calcolare speditamente valori prossimi del rapporto 
della circonferenza al diametro; e per trovare tanti termini quanti 
si vogliano delle serie circolari; per G. Mazzola. p. 92. — So- 
luzione della questione 694 de’ Nouvelles Annales; per Luigi 
Ferrara. p. 9%. En 


Rendiconto delle sessioni dell’ Accademia delle 
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seienze dell’ Istituto di Bologna. Anno accademico 
1863— 1864. Bologna 1864. 


Auch dieses neue „Rendiconto“ (der Bericht für 1862 — 
1863 ist im Literar. Ber. Nr. CLXIT. S. 19. angezeigt worden) lie- 
fert ‘wiederum den Beweis von der grossen und höchst regel- 
mässigen Thätigkeit der berühmten Akademie der Wissenschaften 
in Bologna. Unsere Leser wissen schon aus früheren Anzeigen, 
dass in diesem ‚„Rendiconto“, welches jährlich am Schluss 
der Sitzungen abgestattet wird, nur der Inhalt der gelesenen und 
späterhin zu veröffentlichenden Abhandlungen kurz angezeigt wird, 
so dass wir also auch hier uns darauf beschränken müssen, die ge- 
lesenen Abhandlungen grösstentheils nur nach ihren Titeln anzuzei- 
sen und über dieselben, wenn sie in unsere Hände gelangen, so 
weit sie vorzugsweise in den Kreis unserer Zeitschrift gehören, 
ausführlicher Bericht zu erstatten, wie dies auch früher meistens 
von uns geschehen ist. 


3@ sessione ordinaria, 26. Novembre 1863. Legge il 
Prof. Cav. Luigi Cremona: Nuove Tricerche di geometria pura 
sulle eubiche gokbe ed in ispecie sulla parabola gobba. p. 25. 
(Diese schöne, für die geometrische Theorie der Curven wichtige 
und interessante Abhandlung ist bereits im Literarisch. Berichte 
Nr. CLXVI. S. 7. ausführlicher von uns angezeigt worden.) — 
14® sessione ordinaria, 3. Marzo 1864. Legge il Prof. Com- 
mend. Gherardi una Nota: Sul ripartimento della Im- 
postafondiaria. p. 68. (Diese, in staatswissenschaftlicher Rück- 
sicht interessante Abhandlung, welche mathematisch gehalten 
ist, war von dem Herrn Verfasser unter dem 9. Februar dem Mi- 
nister der Finanzen mitgetheilt worden und verdient zu weiterer 
Beachtung empfohlen zu werden, Bezug ist in derselben genom- 
men auf die Schrift: Baravelli, Saggio di un metodo di 
perequazione dell’ imposta ec. Bologna 1863.) In der- 
selben Sitzung theilte Herr Commendatore Gherardi eine an Prof. 
Cav. Fiorelli in Neapel gerichtete, hier mitgetheilte „Lettera 
sopra un singolare esperimento del Magnetismo delle terre cotte“ 
mit. p. 71. — l5@sessione ordinaria, 10. Marzo 1864. Legge 
il Dott. Giulio Casoni: Dei Venti nel clima di Bologna. p. 75. 
— 922 sessione ordinaria, 12. Maggio 1864. Legge l’Acca- 
demico Pensionato Prof. Lorenzo Della Casa una Memoria 
intitolata: Ulteriori osservazioni sulla induzione elettrostatica. p. 150. 
— Legge il Prof. P. Domenico Chelini: Delle sezioni del cono 
e della Prospettiva per eid che riguarda l’insegnamento della Geo- 
metria analitica. p. 152. (Wir hoffen von dieser Abhandlung näch- 
stens eine ausführlichere Anzeige liefern zu können.) — 23@ ses- 
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sione ordinaria, 19. Maggio 1864. 11 Prof. Respighi legge 
una sua relazione sulla Cometa VI. 1863. da lui scoperta in questo 
Osservatorio nellaseradel28p.p.Decenbre. p.153. (Herr Respighi 
giebt folgende parabolische Elemente des obigen von ihm ent- 


deckten Cometen: i 


Durchgang durch das Perihel r—= 1863. Dec. 271,800441 Berlin. m. Z. 
Länge des Perihels x = 60° .24'.34”,9 
Länge des Knoten 2 = 304.43 .25,3 

Neigung i=64 .28 .15,6. 
Logarithmus der Perihel- Distanz logg = 9,8873328.) 


Mittler. Aequin. 1864,0. 


Preisfragen 


der physikalisch-mathematischen Klasse der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften für die 
Jahre 1866 und 1867. 


Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage den 7. Juli 1864. 


B. 


(Aus dem Steiner’schen Legate.) 

In einer in den Monatsberichten der Akademie vom Januar 1856, 
sowie in dem 53. Bande des Crelle’schen Journals veröffentlich- 
ten Abhandlung hat Steiner eine Reihe von Fundamental-Eigen- 
schaften der Flächen dritten Grades mitgetheilt, und dadurch den 
Grund zu einer rein geometrischen Theorie derselben gelegt. Die 
Akademie wünscht, dass diese ausgezeichnete Arbeit des grossen 
Geometers nach synthetischer Methode weiter ausgeführt und in 
einigen wesentlichen Punkten vervollständigt werde. Dazu würde 
es zunächst nothwendig sein, die grösstentheils nur angedeuteten 
oder ganz fehlenden Beweise der aufgestellten Hauptsätze zu geben; 
dann aber müsste die Untersuchung auch auf die von Steiner 
nicht berücksichtigten Fälle, in denen die zur geometrischen Con- 
struction der in Rede stehenden Flächen dienenden Elemente zum 
Theil imaginär sind, ausgedehnt werden. Ausserdem ist eine 
genaue Charakterisirung der verschiedenen Gattungen von Raum- 
curven, in welchen zwei solche Flächen sich schneiden können, 
zwar nicht unumgänglich erforderlich, würde aber von der Akademie 


als eine wichtige Ergänzung der Steiner’schen Theorie betrach- 


tet werden. 
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Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Auf- 
gabe gewidmeten Schriften, welche nach der Wahl der Bewerber 
in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache abgefasst 
sein können, ist der 1. März 1866. Jede Bewerbungsschrift ist mit 
einem Motto zu versehen und dieses auf dem Aeussern des ver- 
siegelten Zettels, welcher den Namen des Verfassers enthält, zu 
wiederholen. Die Ertheilung des Preises von 600 Thalern geschieht 
in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage im Monat 
Juli des Jahres 1866. 


Die Theorie der elliptischen und Abel’schen Functionen, 
welche schon jetzt fast in allen Theilen der Mathematik die Lö- 
sung von Aufgaben möglich gemacht hat, für welche die früher 
der Analysis zu Gebote stehenden Hülfsmittel nicht ausreichten, 
ist ohne Zweifel noch zahlreicher weiterer Anwendungen fähig; 
und es stellt daher die Akademie folgende Preisfrage: 


„Es soll irgend ein bedeutendes Problem, dessen Gegen- 
„stand der Algebra, Zahlen-Theorie, Integral-Rechnung, 
„Geometrie, Mechanik und mathematischen Physik an- 
„gehören kann, mit Hülfe der elliptischen oder der Abel- 
„schen Transcendenten vollständig gelöst werden.“ 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Auf- 
gabe gewidmeten Schriften, welche nach der Wahl der Bewerber 
in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache abgefasst 
sein können, ist der 1. März 1867. Jede Bewerbungsschrift ist mit 
einem Motto zu versehen und dieses auf dem Aeussern des ver- 
siegelten Zettels, welcher den Namen des Verfassers enthält, zu 
wiederholen. Die Ertheilung des Preises von 100 Ducaten geschieht 
in der öffentlichen Sitzung am Leibnizischen Jahrestage im Monat 
Juli des Jahres 1867, 


Quaestiones quas Academiae Regiae scientiarum Borussicae classis 
physica et mathematica certamini litterario in a. 1866 et 1867 
proponit, promulgatae in conventu sollemni anniversario Leibnitii memoriae dicato 
d. 7. m. Julii a. 1864. 

I. 

(Ex pecunia a Steinero instituendis cerltaminibus litterariis legata.) 


Quum Ill. Steinerus commentatione egregia, quae anno MDCCCLVI 
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in relationibus Academiae menstruis prodiit *), fundamenta posuerit qui- 
bus  snuperficierum tertii ordinis theoria geometrieca superstrui potest, 
Academia scientiarum viros in methodis syntheticis versatos cohortatur, 
ut quae a praestantissimo geometra inchoata sunt compleant atque per- 
ficiant. Quem ad finem id potissimum speetandum erit, primum ut pro- 
positionum praecipuarum demonstrationes ab ipso auctore non nisi primis 
lineis designatae diligenter elaborentur; deinde ut disquisitio geometrica 
ad eos quoque casuas nondum satis exploratos extendatur, in quibus 
evenit ut elementa quaedam ad superficiei construetionem a Steinero 
adhibita non sint realia. Praeterea etsi Academia non postulat, ut lineae 
duplicis curvaturae ex intersectione duarum superficierum tertii ordinis 
prodeuntes accuratius examinentur, tamen rem gravissimam facturum 
esse censet, qui hanc partem Steinerianae doctrinae suppleverit. 


Constitutae sunt Calendae Martiae anni MDCCCLXVI, ultra quas nul- 
lae commentationes ad certamen admittentur. Addendae sunt ex more 
solito commentationibus schedulae, quae nomen anuctoris econtineant, ob- 
signatae atque iisdem inscriptionibus, quae commentationibus praefixae 
sunt, insignitae. Praemium, quod est DC Ioachimicorum, adiudicabitur 
in conventu sollemni Leibnitiano, qui habebitur mense Julio anni 
MDCCCLXVIL In consceribendis commentationibus lingua uti licet sive 
Germanica sive Latina sive Gallica. 


Theoria functionum ellipticarum et Abelianarum iam in omnibus 
fere matheseos partibus problematum, quae antehac difficillima vide- 
bantur, solutionem perfectam suppeditavit. Neque dubitandum est quin 
plura adhuc nec minus gravia eiusdem generis restent, quae novos geo- 
metrarum conatus exspectant. Quam ob rem Academiae scientiarum 
visum est hanc publice proponere quaeslionem: 


‚„‚ut problema quodcunque maioris momenti, cnius argumentum 
„ex algebra, doctrina numerorum, calculo integrali, geome- 
„‚tria, disciplina mechanica et physica mathematica sumi potest, 
„transcendentium ellipticarum aut Abelianarum ope absol- 
„vatur.‘‘ 

Constitutae sunt Calendae Martiae anni MDCCCLXVI, ultra quas 
nullae commentationes ad certamen admittentur. Addendae sunt ex more 
solito. commentationibus schedulae quae nomen auctoris contineant, ob- 
signatae et iisdem inscriptionibus, quae commentationibus praefixae sunt, 
insignitae. Praemium quod est centum ducatorum aureorum adiudica- 
bitur in conventu sollemni Leibnitiano, qui habebitur mense Iulio 
anni MDCCCLXVII In consceribendis commentationibus lingua uti licet 
sive Germanica sive Latina sive Gallica. 


*) Videas etiam diarıi Crelliani vol. LIMI. 
 (— 
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Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 


LXVER. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Arroneet, Grundriss der Mathematik für Gymnasien, gr. 8%. 

Leipzig. 224 Ngr. 
Arithmetik. 

Du Bois-Reymond, Beiträge zur Integration der partiellen 
Differentialgleichungen mit 3 Variablen. I. Heft. Die Theorie 
der Charakteristiken. gr. 8°. Leipzig. 1 Thlr. 22 Ngr. 

T. Franke, Die Elemente der Zahlenlehre. gr. 8%. Leipzig. 
18 Ngr. 

Friekhöffer, Uebungsbuch zum schriftlichen und mündlichen 
Rechnen. Neu bearbeitet von J. Welker. 2. Hft. 4. Aufl. 8°. 
Wiesbaden. 4 Ngr. 

H.P.G. BER FeN, Rechenbuch für Elementarschulen. 9. Aufl. 
8%, Schleswig. cart. % Thlr. 

— — für Mittel- Be Oberklassen in Volksschulen. 1 Thl. 
11. Aufl. Ebendas. 8%. geb. 15 Ngr. 

Heyer, Rechenbuch für Volksschulen. 1. Thbl. 11. Aufl. 12°. 
Hannover. 4 Ngr. 

Köhler, Logarithm.-trigonom. Handbuch. 9. Ausg. Lex.-8°. 
Leipzig. 27 Ngr. 

Köppen, Aufgabensammlung zum Rechnen. 1.—3. Hit. 8°. 
Worms. 7 Neger. 

E.L. Kraft, Zinstafeln zur sicheren Berechnung der Zinsen 
von 1— 200,000 Fl. Capital von 1—365 Tagen. 5. Aufl. gr. 8°... Stutt- 
gart. In engl. Einband. 1 Thlr. 2 Ngr. 

©. W. Petersen, Kleines Rechenbuch. 2. Aufl. 8%. Schles- 
wig. cart. 5 Ngr. 

L. Sobolewski, Grössere Aufgabensammlung für das Tafel- 
rechnen. 2.Hft. 1. u. 2. Abth. gr. 8°. Glogau. 3 Ngr. 

— — Auflös. dazu. 2. Hft. 1. Abth. gr. 8%. Ebendas. 3 Ngr. 

— — Musterbeispiele von angewandten Aufgaben für Kopf- 
rechnen. 2. Hft. 1. Abth. gr. 8%. Ebend. 3 Ngr. 

E. Stoffel, De l’integration des &equations aux differentielles 


partielles du premier ordre. — Etude sur les etoiles doubles. gr. 4. 
Strassbourg. 1 Thlr. 20 Ngr. 

J. Strehl, Methodik der Rechenkunst. Neu bearbeitet von 
Schubert. 3. Aufl. 8%. Wien. 1 Thlr. | 

A. Stubba, Anweisung für den Rechenunterricht in Schulen 
u. Schullehrer-Seminaren. 2 Thle. 3. Aufl. 8°. Leipz. 1 Thlr.27 Ngr. 

Tabellen zur Erleichterung der vier ersten Rechnungsarten und 
des grossen Einmaleins. 8%. Wien. 1 Ngr. 

G. v. Vega, Logarithm.-trigonometrisch. Handbuch. 48. Aufl. 
9. Abdr. Bearb. v. C. Bremiker. gr. 8%. Berlin. 1 Thlr. 73 Ngr. 

Wiener, Zinses-Zins- und Renten-Rechnung. 3. Aufl. 8°. 
Darmstadt. 24 Ngr. 

Geometrie. 

Cours de geometrie et trigonometrie avec de nombreux exer- 
cices ä l’usages des colleges et des etablissements d’instruction 
privee. gr. 8%. Tournay. 1} Thlr. 

A. Diesterweg, Elementare Geomet. für Volksschulen. 2. Aufl. 
sr. 8%. Frankfurt a.M. geh. 12 Ngr. 

- — — 'Commentar dazu für Lehrer. gr. 8. Ebendas. 5 Ngr. 

H. Grethen, Factorentafel zur Berechnung des Kreisabschnit- 
tes, Kreisbogens und Centriwinkels aus der Sehne und Bogen- 
höhe. gr. 8%. Bochum. 23 Ngr. 

Kehr, Geometrische Rechenaufgaben für gewerbliche Fort- 
bildungsschulen. 2. Aufl. 8%. Gotha. 9 Ngr. 

K. Moshammer, Centralprojeetionen der Linien zweiter Ord- 
nung. Lex.-8°%. Wien. 9 Ngr. 

Ch. Ruchonnet, Exposition geometrique de proprietes gene- 
rales des courbes. gr. 8%. Zürich. 1 Thlr. 

C. Schmitt, Die Principien der neueren ebenen Geometrie 
und deren Anwendung auf die gradlinigen Figuren und den Kreis. 
gr. 8°. Wien. 14 Thlr. 

C. Spitz, Lehrbuch der Stereometrie, nebst Sammlung von 
220 Uebungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 2. Aufl. gr. 8°. 
Leipzig. 24 Ngr. — Resultate dazu. 4 Ngr. 

H. Westberg, Die Elemente der Geometrie. 3. Aufl. gr. 8°, 
Reval. 18 Ngr. 

Wiener, Die Vielecke und Vielflache. gr. 4%. Leipzig. 24 Ngr. 


Trigonometrie. 


C. Spitz, Lehrbuch der ebenen Trigonometrie nebst einer 
Sammlung von 500 Uebungsaufgaben. 2. Aufl. gr. 8%. Leipzig. 
16 Ngr. — Resultate dazu 8 Ngr. 

Wittiber, Sammlung trigonometrischer Aufgaben nebst Auf- 
lösungen. 1. Theil. Aufgaben. gr. 8%. Breslau. 18 Negr. 
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Geodäsie und praktische Geometrie überhaupt. 


F. Hartner, Handbuch der niederen Geodäsie. 3. Aufl. 
1. Hälfte. Lex.-8%. Wien. 4 Thlr. 20 Ngr. 
J. Weisbach, Tafel der vielfachen Sinus und Cosinus, so- 


wie der vielfachen Tangenten (für Markscheider). 2. Ausg. Ber- 
lin. 10 Ngr. E 
Mechanik. 


P.J.E. Fink, Mecanique rationelle. 8%. Strassbourg. 6fr.50c. 
Praktische Mechanik. 


Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik. 2. Heft. Lex.-8°. 
Hannover. 11 Thlr.' 


Astronomie. 


Annalen der königl. Sternwarte in München, herausgegeben 
von Lamont. 13r Bd. gr. 8°. München. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. 

J. Frischauf, Bahnbestimmungen des Kometen 1863 II. 
Lex.-8°. Wien. 2 Ngr. 

Gauss, Theorie du mouvement des corps celestes parcourant 
des sections coniques autour du soleil. Traduit du Theoria motus 
de Gauss, suivi de notes par E. Dubois. 8% Paris. 15 fr. 

Hansen, Darlegung der theoretischen Berechnung der in den 
Mondtafeln angewandten Störungen. 2. Abth. hoch. 4°, Leipz. 3 Thlr. 

K. v. Littrow, Physische Zusammenkünfte der Asteroiden 
im Jahre 1864. Lex.-8%. Wien. 2 Ngr. 

Th. Oppolzer, Entwickelung von Differenzialformeln zur Ver- 
besserung einer Planeten- und Kometenbahn nach geocentrischen 
Orten nebst Anwendung derselben auf die Bahnbestimm. d. Pla- 


neten (64) u. d. Kometen I. 1861. Lex.-8°. Wien. 8 Ngr. 


Physik. 

H. A. Brettner, Leitfaden für den Unterricht in der Phy- 
sik. 16. Aufl. gr. 8%. Breslau. 25 Ngr. 

De Colnet-d’Huart, Nouvelle theorie mathematique de la 
chaleur et de l’electricite. 1. Partie. gr. 8°. Luxembourg. 1 Thlr. 

Crüger, Grundzüge der Physik für die mittlere Lehrstufe. 
9. Aufl. 8%. Erfurt. 15 Negr. 

K. Koppe, Anfangsgründe der Physik für den Unterricht in 
oberen Classen der Gymnasien u. Realschulen. 8. Aufl. gr. 8°. 
Essen. 1 Thlr. 8 Ngr. 

J. Müller, Lehrbuch der Physik und Meteorologie. 6. Aufl. 
11. Band. 7.—8. Lief. gr. 8%. Braunschweig. 1 Thlr. 

Th. v. Zollikofer und J. Gobanz, Höhenbestimmungen in 
Steiermark. 4° mit 1 Karte. Graz. 2 Thlr. 73 Ngr. 
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Vermischte Schriften. 


Denkschriften der kaiserl. Akademie der Wissensch. Mathe- 
matisch-naturwissensch. Classe. 23. Band. gr. 4%, Wien. 15 Thir. 

Melanges physiques et chimiques tires du Bulletin de l’Aca- 
demie imp. des sciences de St. Petersbourg. Tome V. Livr. 6. gr. 8°. 
St. Petersbourg. 24 Ngr. 

Memoires de l’Academ. imp. des sciences de St. Petersbourg. 
Ser. VII. Tome VIII. No. 2. gr. 4°. St. Petersbourg. 8Ngr. — Vier 
von de !’Isle beobachtete Plejadenbedeckungen. 

Memorie di matematica e di fisica della societa italiana delle 
scienze fondata da M. A. Lorgna. Serie seconda. Tomo I. 4°. 
Con 11 tavole. Modena. 

Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften. 
Mathem.-physik. Classe. Jahrg. 1864. 1: Abih. Hft. 1: und II. Abth. 
Hft.1. Lex.-8%. Wien. 16Ngr. _ 

Verhandelingen der kon. Akademie van Wetenschappen. DeelX. 
Amsterdam. 7 fr.80.c. 
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Arithmetik. 


Jahresbericht der Wiener Handels-Akademie. Am 
Schlusse des Studienjahres 1863. Wien. 1863. 8°. 


Jahresbericht der Wiener Handels-Akademie. Am 
Schlusse-des Studienjahres 1864. Wien. 1864. 8°. 


Beide Schriften im Selbstverlage der Akademie. 


In diesen beiden Jahresberichten finden sich resp. zwei Ab- 
handlungen des Herrn Professor S. Spitzer in Wien, nämlich: 


Ueber die Pensionsvereine der Beamten öster- 
reichischer Eisenbahn-, Dampfschifffahrts- 
und Bank-Gesellschaften (186%). 

und: | 
Ueber Invaliden-Pensionen (1864). 


welche zwei namentlich in jetziger Zeit in socialer Beziehung sehr 
wichtige Gegenstände behandeln, und sowohl deshalb, als auch 
wegen der Gründlichkeit und Deutlichkeit der Darstellung, und 
der zur Erleichterung der praktischen Rechnungen beigefügten 
Tafeln, der Aufmerksamkeit der Leser des Archivs recht sehr zu 
empfehlen sind. 


Geometrie. 


Die Principien der neueren ebenen Geometrie und 
deren Anwendung auf die geradlinigen Figuren und 
den Kreis. Ein Lehrbuch für höhere Unterrichtsan- 
stalten von Carl Schmitt, Hauptmann im k. k. Genie- 


ThLXLIIIL Hft.4. 4 


2 Literarischer Bericht CLX VII. 


Stabe, Professor der höheren Mathematik an der k.k. 
Genie-Akademie*). Wien. Carl Gerold’s Sohn. 1864. 8°. 


Es liegt uns hier ein kleineres Lehrbuch der Elemente der 
neueren Geometrie, so weit dieselbe die gerade Linie und den 
Kreis und die dadurch entstehenden ebenen geometrischen Gebilde 
betrifft, vor, welches wir für sehr geeignet halten, als Grundlage 
des Unterrichts in der neueren Geometrie auf höheren Lehran- 
stalten zu dienen, wenn man dieses Lehrobject, wie allerdings 
sehr zu wünschen ist, überhaupt als einen besonderen Theil in 
den mathematischen Unterricht auf den genannten Lehranstalten 
aufnehmen will. Ja wir glauben, dass es noch keine Schrift giebt, 
welche sich zu dem genannten Zwecke so gut eignet wie die vor- 
liegende, und sind der Meinung, dass Herr Hauptmann und Pro- 
fessor Schmitt sich durch deren Herausgabe ein sehr anerken- 
nungswerthesVerdienst um den mathematischen Unterricht über- 
haupt, und den in der neueren Geometrie insbesondere erworben 
hat. Wir haben die Darstellung überall einfach, deutlich und 
präcis gefunden, was gerade bei diesem Gegenstande von vor- 
züglicher Wichtigkeit ist. Auch die einfache Behandlung des 
Gleichstimmigen und Entgegengesetzten in den Richtungen der 
Strecken ist dem Zwecke des Büchleins sehr angemessen. End- 
lich sind die Hauptlehren überall durch eine grössere Anzahl von 
Aufgaben und Lehrsätzen erläutert, welche durch kleineren Druck 
ausgezeichnet sind, um das, was für den eigentlichen Unterricht 
unentbehrlich ist, auf ein Minimum zu reduciren. Auch zweck- 
mässige kürzere Fragen sind eingestreuet. Aus allen diesen 
Gründen glauben wir alle Lehrer der Mathematik auf dieses Büch- 
lein recht sehr aufmerksam machen zu müssen, so wie überhaupt 
auch Jeden, der sich in möglichst kurzer Zeit eine genügende 
Kenntniss von den Hauptlehren der neueren Geometrie innerhalb 
des Umfangs, den die Schrift sich selbst vorgezeichnet hat, ver- 
schaffen will, ohne gerade zu beabsichtigen, diese Dinge zu einem 
ganz besonderen Object tieferer und weiterer Studien zu machen. 
Um den Geist, in welchem die Darstellung vorzugsweise gehalten 
ist, im Allgemeinen zu charakterisiren, wird es vollständig hin- 
reichen, zu bemerken, dass der Herr Verfasser vorzugsweise der 
trefflichen „Geometrie superieure“ von Chasles gefolgt ist. 


Der Hauptinhalt ist folgender: Einleitung. Geradlinige 


Segmente. Winkel. Projeetionen. — #. Kapitel. Von 
der Bestimmung der Lage der Punkte einer geradlini- 


*) Zu Bruck bei Znaim in Mähren. 
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sen Punktreihe. — IE. Kapitel. Von der Bestimmung 
der Lage der Strahlen eines ebenen Strahlenbüschels. 
— 12:2. Kapitel. Theilverhältnisse des Dreiecks. — 
IV. Kapitel. Von den Theilverhältnissen der Poly- 
gone. — V. Kapitel. Anharmonisches Verhältniss — _ 
VE. Kapitel. Collineare Punktreihen und Strahlen- 
büschel. Geometrische Eigenschaften derselben. — 
Wa. Kapitel. Ausdrücke collinearer Punktreihen 
und Strahlenbüschel. — VEHE. Kapitel. Von den Dop- 
pelpunkten und Doppelstrahlen. — 2X. Kapitel. 
Collineare Punktreihen und Strahlenbüschel in Invo- 
lution. — X. Kapitel. Involutionen bei’m Dreiecke, 
Vierecke und Kreise. 


Dieser reiche Stoff ist auf nur 148 Seiten behandelt worden. 
Druck und Figuren lassen nichts zu wünschen übrig. 


Möge das Büchlein sich bald in den Händen recht vieler 
Lehrer befinden! 


Elementi di Geometria analitica per R. Rubini. 
Napoli. 1864. 8°. 


Herr Professor Rubini in Neapel hat seinen beiden aus- 
gezeichneten algebraischen Lehrbüchern , die im Literar. Ber.: 
Nr. CLXI. S.4. und Nr. CLXVI S.2. angezeigt worden sind, 
jetzt das vorliegende Lehrbuch der analytischen Geometrie 
(in der Ebene) folgen lassen, welches wir auch deutschen Lesern 
zur besonderen Beachtung aus mehreren Gründen empfehlen 
müssen, was durch die folgende, etwas eingehendere Charakterisi- 
rung des Buchs gerechtfertigt werden wird. Ausser der blossen 
Anwendung der Algebra auf die Geometrie zur Lösung von Auf- 
gaben u. s. w. beschäftigt sich das Buch natürlich vorzugsweise 
mit der eigentlichen analytischen Geometrie, deren Eigenthüm- 
lichkeit bekanntlich hauptsächlich darin besteht, dass sie ihre 
Betrachtungen an gewisse Coordinatensysteme anschliesst und 
Alles auf dieselben zurückführt und gründet. Es geht nicht über 
die Ebene und die Gerade, den Kreis und die Kegelschnitte in 
derselben hinaus, enthält aber innerhalb dieses Umkreises eine 
srosse Anzahl interessanter und wichtiger Untersuchungen, na- 
mentlich auch über die Kegelschnitte. Ganz besondere Aufmerk- 
samkeit und ganz besonderen Fleiss hat der Herr Verfasser 
auf die Ableitung geometrischer Constructionen aus den analyti- 
schen Auflösungen, und auf eine sehr zweckmässige und deutliche 
Anleitung zur Ausführung solcher Gonstructionen mittelst der 
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auf analytischem Wege gewonnenen Resultate verwandt; und 
an solchen, oft sehr eleganten Constructionen enthält denn auch 
das Buch einen sehr grossen Reichthum, mehr als in allen übri- 
gen uns bekannten Büchern dieser Art, und ist in dieser Bezie- 
hung für einen Jeden jedenfalls ungemein instructiv. Dies ist die 
eine Seite, durch welche das Buch sich vor anderen Schriften 
auszeichnet, und welche seine Empfehlung zu sorgfältiger und 
allgemeiner Beachtung auch in Deutschland vorzugsweise recht- 
fertigt. — Ausserdem müssen wir besonders die Beachtung her- 
vorheben, welche, neben dem Cartesischen Coordinaten- 
systeme, auch andere neuere. Coordinatensysteme gefunden ha- 
ben, ganz besonders das System der Dreilinien-Coordinaten mit 
seiner Anwendung auf die Kegelschnitte, was hier in einer Weise 
geschehen ist, wie nach unserer Meinung bis jetzt in keinem 
anderen, vorzugsweise als JJehrbuch zur Grundlage bei dem 
Unterrichte bestimmten Werke, welches die zweite Seite ist, 
weshalb wir das Buch zu besonderer Beachtung auch bei uns in 
Deutschland empfehlen müssen. . 

Die Darstellung ist ungemein deutlich und hat überall einen 
elementaren Charakter, wobei die schon erwähnten, in grosser 
Anzahl vorhandenen Constructionen natürlich sehr viel beitragen, 
um den Lehrling in den Gegenstand zweckmässig einzuführen und 
ihm die oftmals ziemlich abstracten Gegenstände interessanter zu 
machen und besser zur Anschauung zu bringen. Indem wir noch- 
mals wünschen, dass das Buch aus diesen Gründen alle verdiente 
Beachtung auch in Deutschland finden möge, geben wir im Fol- 
genden noch den Hauptinhalt an, wobei wir uns aber leider mit 
den Ueberschriften der einzelnen Kapitel begnügen müssen, indem 
wir zu bemerken nicht unterlassen, dass eine vollständige An- 
schauung von dem reichen Inhalte nur aus den in dem Buche 
selbst (p.469—p. 47]) nachzusehenden Ueberschriften der einzel- 
nen Artikel zu gewinnen ist: 


Libro 2. Introduzione. — Cap. 1. Applicazione pura 
dell’ algebra alla Geometria. — Cap. Il. Delle proiezioni. — 
Cap. 1ll. Esposizione del metodo delle coordinate. — Libro HR. 
Della retta e del circolo. — Cap. 1. Della retta. — Cap. 1. 
Del circolo. — Hibro HBE. Delle coniche. — Cap. I. Pro- 
prietä di queste curve dipendenti da trasformazioni degli assi. 
— Cap. I. Proprietaä delle coniche detotte dalla considerazione 
de’ coefficienti della loro equazione generale. Equazioni di coniche 
soggette a talune condizioni. — Cap. Ill. Fuochi, raggi vettori, 
e direttrici delle coniche. — Cap. IV. Proprietä delle coniche 
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tratte dalla loro combinazione con una retta. — Cap. V. Costruzioni 
grafiche. — Cap. VI. Delle coniche riferite ad altri generi di 
coordinate (Articolo I. Equazione generale delle coniche e formole 
varie, riferite a coordinate trilineari. — Articolo Il. Equazioni 
speciali delle coniche in coordinate trilineari.) — Cap. VII. Curve 
inviluppi. Osservazioni generali. — Cap. VII. Costruzione dell’ 
intersezione di due coniche; o d’un’ equazione determinata, 


wobei wir noch besonders bemerken, dass auch der eigentlichen 


Construction der Gleichungen bis einschliesslich zum vier- 
ten Grade besondere Aufmerksamkeit gewidmet worden ist. 


Die letzte Aufgabe, mit welcher der Herr Verfasser sich be- 
schäftigt, ist das berühmte, schon von Apollonius behandelte, 
und durch die Durchschnitte einer gleichseitigen Hyperbel 
mit dem gegebenen Kegelschnitte gelöste*) Problem: ‚Durch 
einen beliebig gegebenen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts 
Normalen an denselben zu ziehen“, welches bekanntlich auf eine 
Gleichung des vierten Grades führt. Er lehrt dieses Problem 


durch den Kreis construiren, wie schon De la Hire in seinem 


Werke über die Kegelschnitte gethan hat. Hierbei thut er auch 
des schönen Satzes Erwähnung: „dass die von einem Scheitel 
der Hauptaxe eines Kegelschnitts auf die von einem bestimmten 
Punkte an den Kegelschnitt gezogenen Normalen gefällten Per- 
pendikel den Kegelschnitt immer in auf der Peripherie eines 
Kreises liegenden Punkten schneiden‘ auf den, in Verbindung mit 
einem anderen Satze, bekanntlich Joachimsthal die Construction 
der durch einen gegebenen Punkt an einen Kegelschnitt zu zie- 
henden Normalen durch den Kreis gegründet hat (Crelle’s Jour- * 
nal. Bd.48. S. 377... Herr Rubini bemerkt aber, dass der- 
selbe Satz schon früher von dem trefflichen Mathematiker und 
hochverdienten Lehrer, Herrn Professor Fortunato Padula in 
Neapel, gefunden und zu dem nämlichen Zwecke angewandt 
worden ist, wahrscheinlich (was freilich Herr Rubini nicht be- 
merkt) in der von demselben herausgegebenen ausgezeichneten 
Sammlung analytisch gelöster geometrischer Aufgaben: „Raccolta 
diproblemi geometrici risoluti con l’analisi algebrica““., 
so dass also die Priorität der Erfindung des genannten schönen 


*) Man selie auch imeine analytische Lösung in Thl, XXXIT. d,. A. 
S. 129., wo ich namentlich auch gezeigt habe, dass das Problein mittelst 
einer gleichseitigen Hyperbel gelöst werden kann. @. 
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Satzes unbedingt Herrn F. Padula gebe worauf hinzuweisen 
wir hier nicht unterlassen dürfen. | 

Wir wünschen nochmals, dass das Buch sich sorgfältigster \ 
Beachtung, auch in Deutschland, erfreuen möge. 


ar 4 


Mechanik. 


Sammlung von Aufgaben aus der theoretischen’ 
Mechanik von Dr. P. Zech, Professor der Mechanik an 
der polytechnischen Schule in Stuttgart. Stuttgart. 
Metzler. 1864. 8° 


Je weniger Aufgabensammlungen für die Mechanik es giebt: 
desto mehr ist auf die vorliegende aufmerksam zu machen. Eine i 
deutsche Sammlung ist uns eben so wenig bekannt als dem Herr» 
Verfasser. Alle hier gegebenen Aufgaben gehören zu den einfa- | 
cheren und sind für den ersten Unterricht in der Mechanik be- 
stimmt, mit vorzüglicher Berücksichtigung praktischer Anwendung. 
Benutzt sind hauptsächlich: „Jullien: problemes de me&ca- 
nique rationelle, Paris 1855“ und „W. Walton: A col- 
lection of Problems of theoretical mechanics. Cam- 
bridge 1855“ Aus letzterem Buche hat auch vorzüglich Jul- ° 
lien geschöpft. Die Resultate der Auflösungen sind beigegeben, j 
nicht die Auflösungen selbst. Die Anwendung ‚der höheren Ana- 
Iysis ist nicht ausgeschlossen. Der Inhalt ist folgender: 1. 
Schwerpunktbestimmungen (24 Aufg) — 1. Gleichge- 
wicht in der Ebene ohne Reibung (47 Aufg.) — III. Gleich- 
gewicht im Raume ohne Reibung (9 Aufg.) — IV. Gleich- 
" gewieht mit Rücksicht auf Reibung (11 Aufg.) — V. | 
Bewegung eines Punktes (65 Aufg.). — VI. Stoss fester 
Körper (9 Aufg.). — VI. Festigkeit (16 Aufg.). — VI. 
Hydrostatik (15 Aufg.).. — IX. Drehung eines Körpers 
um eine feste Axe (17 Aufg.). — X. Beliebige Bewegung | 
eines Körpers (80 Aufg.) 


Wir glauben die ihrem Zweck entsprechende Sammlung zur 
Beachtung empfehlen zu müssen. 


Astronomie. 


Die kais. russische Sternwarte zu Pulkowa hat unter der 
für die Wissenschaft so erfolgreichen Leitung ihres hochverdienten > 
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Directors, des Herrn Otto Struve, wieder einige wichtige 
Schriften veröffentlicht, die wir — wie es deren Natur mit sich 
bringt — hier grösstentheils nur ihren Titeln nach anzeigen kön- 
nen, was auch für jeden mit diesen Gegenständen hinreichend 
Vertrauten vollständig genügt, um die Wichtigkeit dieser Publi- 
cationen ermessen und würdigen zu können. Diese Schriften sind 
die folgenden: 


1. Positiones mediae stellarum fixarum in zonis 
Regiomontanis a Besselio inter +15° et +45° declina- 
tionis observatarum, ad annum 1825 reductae etin ca- 
talogum ordinatae auctore Maximiliano Weisse, Di- 
rectore quondam Speculae Cracoviensis. Jussu Aca- 
demiae Imperialis Petropolitanae edi curavit et prae- 
fatus est Otto Struve,Speculae Pulcovensis Director. 
Petropoli 1863. 4°. 


2. Beobachtungen des Mars um die Zeit der Oppo- 
sition 1862. Von Dr. A. Winnecke, Astronomen der 
Nicolai-Hauptsternwarte. St. Petersburg. 1863. 4°. 


3. ÖObservations de la grande nebuleuse d’Orion, 
faites a Cazan et a Poulkova. Par O.Struve. I. Partie: 
Memoire de M. Lrapounov sur les observations de Ca- 
zan. 1. Partie: ©. Struve, Additions au memoire de 
M. Liapounov et Observations de "Poulkova. Avec4 
planches. St. Petersbourg, 1862. 4°. 


4. Observations faites ä l’epoque oü le plan des 
anneaux de Saturnepassait par leSoleil, parO.Struve. 


5. Jahresbericht, am 14. Juni 1863 dem Comite der 
Nicolai-Hauptsternwarte abgestattet vom Director der 
Sternwarte. (Aus dem Russischen übersetzt.) Anhangl. 
Statuten der Nicolai-Hauptsternwarte. IH. Verordnun- 
gen des Ministers. St. Petersburg. 1863 8°. 


Diesen Jahresbericht müssen wir einem Jeden zu näherer 
Kenntnissnahme dringend empfehlen, der sich mit der grossartigen 
Einrichtung und Ausstattung des Instituts, welchem derselbe ge- 
widmet ist, und mit der Grossartigkeit der auf demselben ausge- 
führten Arbeiten näher bekannt machen will. Wir haben densel- 
ben mit dem grössten Interesse gelesen, und sind versichert, 
dass er auch für jeden Anderen dasselbe Interesse darbieten wird. 


- 6. Die Zeitbestimmung vermittelst des tragbaren 
Durchgangsinstruments im Verticale des Polarsterns. 
Von W.Döllen. St. Petersburg. 1863. 4°. 
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Wir nennen diese Schrift unter den vorstehenden absichtlich 
zuletzt. Aufihrem ersten Blatte findet sich die folgende Widmung: 


F. G. W. Struve, dem scharfsinnigen Beobachter, 
dem besonnenen Forscher, dem theuren Lehrer und 
leuchtenden Vorbilde bringt Pulkowa zum 18. October 
1863, dem Tage der fünfzigjährigen Doctorwürde, den 
Festgruss. 


Möge dem würdigen Greise, dem die Astronomie so Vieles, 
ja die alleinige Begründung und den Ausbau mehrerer ihrer schön- 
sten, interessantesten und wichtigsten Theile verdankt, noch 
lange vergönnt sein, auf sein funfzigjähriges, so thatenreiches 
und ruhmvolles wissenschaftliches Wirken zurückzublicken, und 
an den herrlichen Früchten, welche demselben nach allen Seiten 
hin schon jetzt entsprossen sind und immer schöner entspriessen 
werden, sich zu erfreuen, bis er selbst eingehet zu den Räumen, 
in denen er schon jetzt so heimisch ist! 


Der Inhalt dieser Schrift ist ein sehr lehrreicher, und betrifit 
einen der wichtigsten Theile der neueren praktischen Astronomie, 
der um so wichtiger ist, weil tragbare Durchgangsinstrumente 
gegenwärtig in so grosser Vollendung und mit so grosser Ge- 
nauigkeit verfertigt werden. Eine bessere Anleitung zu den auf 
dem Titel genannten Bestimmungen in theoretischer und prakti- 
scher Beziehung, als die in der vorliegenden schönen Schrift ge- 
gebene, ist uns nicht bekannt, weshalb wir diese Schrift sehr zu 
sorgfältigster Beachtung empfehlen. 


Nautik. 


Ueber die Deviationen des Compasses, welche 
durch das Eisen eines Schiffes verursacht werden. 
Nach dem Englischen von F.J. Evans und Archibald 
Smith, deutsch bearbeitet von Dr. F. Schaub, Director 
der hydrographischen Anstalt der k. k. Marine. Wien. 
Carl Gerold’s Sohn. 1864. 8°. 


Wie wichtig für die Schifffahrt die genaue Berücksichtigung 
der Deviationen des Compasses namentlich jetzt ist, wo so grosse 
Eisenmassen bei dem Schifisbau verwendet werden, weiss Jeder, 
der sich nur einigermaassen für die Fortschritte der Nautik inter- 
essirt. Die Schrift: 
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. Admiralty Manual for ar cn ätenE and applying 
the Deviations ofthe Compass, caused by-the iron of, 
aShip, by E.F.Evans, R.N, F.R.S. Superintendent 
of the compass Department of the Admiralty, and 
Archibald Smith, M.A., F., R.S. London. 1862. 


enthält Alles, was in theoretischer und praktischer Rücksicht 
Wissenschaft und Erfahrung bis jetzt über diesen wichtigen Ge- 
genstand gelehrt haben, in im Ganzen sehr zweckmässiger Dar- 
stellung. Herr Director und Professor Dr. Schaub in Triest 
hat sich daher ein lebhaft anzuerkennendes Verdienst um die 
Nautik erworben, dass er das genannte wichtige englische Werk 
in einer deutschen Bearbeitung dem deutschen Publikum zugäng- 
licher gemacht hat. Die Schrift des Herrn Prof. Schaub ist aber 
keineswegs eine blosse’Uebersetzung, sondern, namentlich was den 
theoretischen Theil betriflt, eine Bearbeitung des englischen Werks. 
In diesem letzteren ist nämlich in dem theoretischen Theile eine 
grössere Anzahl mathematischer Kenntnisse in Anspruch genom- 
men worden, als man bei dem betreffenden deutschen Publikum 
vorauszusetzen berechtigt sein dürfte. Deshalb hat Herr Schaub 
die Theorie der Deviation in einer solchen Weise selbstständig 
entwickelt, dass dieselbe, wenigstens in ihrer ersten Hälfte, unter 
Voraussetzung einer gründlichen Kenntniss der ebenen Trigo- 
nometrie, und der Bekanntschaft mit dem Parallelogramme der 
Kräfte, von jedem nur in dieser Weise mathematisch Vorgebildeten 
ohne Schwierigkeit verstanden werden kann. Auch ist diese ma- 
thematische Theorie in’ der deutschen Bearbeitung, nicht wie in 
dem englischen Original, bloss als ein Anhang beigefügt, sondern 
als ein besonderer, die Grundlage für den praktischen Theil bil- 
dender, theoretischer Theil vorangestellt worden, wodurch das 
Werk jedenfalls an Brauchbarkeit wesentlich gewonnen hat, ja 
sein wissenschaftlicher Werth in Bezug auf strenge systematische 
Gestaltung bedeutend erhöht worden ist. 


Die. praktischen Regeln sind ursprünglich von einem Comite, 
bestehend aus den Admirälen Sir F. Beautort und Sir James 
C.Ross, Capitän Johnson, Herrn Christie und General 
Sabine, im Jahre 1842 entworfen worden. Graphische Methoden 
zur Erleichterung und theilweisen Beseitigung der Rechnungen 
sind überall gelehrt und die dazu erforderlichen Hülfsmittel sind 
in lithographirten Tafeln dargestellt und, eben so wie eine Anzahl 
von Karten der Linien von gleicher magnetischer Declination 
gleicher magnetischer Inclivation, und gleicher Horizontal-Intensi- 
tät des Erdmagnetismus Kanes für das Jahr 1860), dem Werke 
beigefügt worden. 
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Wir halten dieses Werk für sehr wichtig für die Forkälsitte 
„der Nautik und die Sicherheit der Schifffahrt, welches auch aus- 
" serdem für jeden Mathematiker nnd Physiker von grossem Inter- 
esse ist, so dass wir Herrn Prof. Schaub nur lebhaft danken 
können, dass er sich der sehr verdienstlichen Mühe einer deut- 
schen Bearbeitung unterzogen hat. 


“ 


Meteorologie und Klimatologie. 


Ueber die wässrigen Niederschläge aus der Atmo- 
sphäre. Ein Beitrag zur Klimatologie von Oberöster- 
reich. Von Augustin Reslhuber, Abt und Director der 
Sternwarte in Kremsmünster. Selbstverlag des Ver- 
fassers. 1869. j 


In Nr. OXXVIll. S. 6. des Literarischen Berichte hatten wir 
das Vergnügen anzuzeigen: 


Untersuchungen über den Druck derLuft. Ein Bei- 
trag zur Klimatologie Oberösterreichs von P,Augustin 
Reslhuber, Director der Sternwarte zu K rom EG 
Linz. 1858. 


Jetzt liegt uns die obige Schrift über die wässrigen Nie- 
derschläge aus der Atmosphäre, gleichfalls ein Bei- 
trag zur Klimatologie von Oberösterreich, vor, und lie- 
fert den höchst erfreulichen Beweis, dass ihr Verfasser, der hoch- 
würdige Herr Abt und Prälat der berühmten Benedictiner- Abtei 
zu Kremsmünster, Herr Augustin Reslhuber, auch in 
seinem jetzigen hohen geistlichen Amte noch Musse zu finden 
weiss, sich mühsamen und ausgedehnten wissenschaftlichen Unter- 
suchungen zu widmen, und die Meteorologie, insbesondere die 
Klimatologie von Oberösterreich, mit denselben zu bereichern. 
Den in dieser Schrift angestellten Untersuchungen sind 43jährige, 
an der Sternwarte zu Kremsmünster 1820—1862 angestellte Mes- 
sungen der wässrigen Niederschläge, deren Tagebuch 8.47 —S.91 
auch vollständig mitgetheilt ist, zu Grunde gelegt. Die unter den 
Namen Thau, Reif, Beschlag, Rauchfrost, Glatteis, 
Regen, Schnee, Graupel und Hagel bekannten Niederschläge 
haben sämmtlich sorgfältige Berücksichtigung und Beachtung ge- 
funden, und die angewandten Instrumente, Beobachtungs- und Be- 
rechnungsmethoden sind deutlich beschrieben und angegeben, 
nachdem im Eingange allgemeine sehr lehrreiche Erläuterungen 
über die Natur und Entstehung der genannten Niederschläge und 
über ibre Unterscheidungs - Merkmale gegeben worden sind. 


D= 


JR Literarischer Bericht CLXVI1. : 11 


Kremsmünster liegt ziemlich in der Mitte von Oberösterreich, 
und hat daher zu solchen Beobachtungen eine sehr geeignete 
Lage für das genannte Kronland. Bis 1850 war der Regenmesser 
auf der Zinne der Sternwarte in einer Höhe von 219,8 Toisen über 
der Meeresfläche, von da an auf einem baumfreien Platze des 
‘ Plateau’s der Sternwarte in einer Meereshöhe von 194,8 Toisen 
aufgestellt. Zur Vergleichung wurden zwei andere Beobachtungs- 
Stationen herbeigezogen, welche insofern eine sehr günstige Lage 
haben, weil sie mit Kremsmünster fast genau unter demselben 
Meridiane liegen. Diese beiden Stationen sind das Collegium der 
P.P. Jesuiten auf dem Freienberge in Linz, und Kirchdorf 
im Traunkreise (Beobachter Bezirksarzt Dr. Carl Schiedemayr) 
ersteres 3%/, Meilen nördlich, letzteres 2,3 Meilen südlich von 
Kremsmünster. Alle diese Vergleichungen haben zu in mehr- 
facher Rücksicht interessanton und für die Klimatologie Ober- 
österreichs wichtigen Resultaten geführt, ebenso wie die oben 
genannte frühere Schrift des Herrn Verfassers. 


Wir haben über diese Schrift uns hier absichtlich etwas weiter 
verbreitet, um sie unseren Lesern zur Beachtung zu empfehlen, 
weil wir dieselbe nicht etwa bloss für das Land, welchem sie 
speciell gewidmet ist, für wichtig halten, sondern namentlich des- 
halb, weil wir glauben, dass sie im Allgemeinen eine sehr gute 
Anleitung enthält und ein ausgezeichnetes Muster darbietet, wie 
die nicht leichten Beobachtungen und Messungen wässriger Nie- 
derschläge anzustellen, wie dieselben der Rechnung zu unter- 
werfen, zur Gewinnung wichtiger Resultate unter einander zu 
combiniren und mit anderen Beobachtungen zu vergleichen sind, 
ohne dadurch in zu grosse Weitläufigkeiten zu gerathen. Also 
vorzugsweise aus diesem Grunde, als ein Muster für solche Ar- 
beiten, weisen wir hier auf dieselbe hin, und wünschen dem Herrn 
Verfasser Glück, dass es ihm in seinem hohen geistlichen Amte 
möglich gewesen ist, diese mühevollen Untersuchungen zu vollenden. 


Vermischte Schriften. 


Giornale diMatematiche aduso degli studenti delle 
universitä italiane, pubblicato per cura dei Professofri 
G. Battaglini, V. Jannie N. Trudi ete. Napoli. (S. Lite- 
rar. Ber. Nr. CLXV1l. S.3.) | 


Anno Il. Aprile 1864. Sulla stabilitä dell’ equilibrio; per 
A.Dorna. p. 97. — Soluzione della Questione 26; per E. X’ Ovi- 
dio. p. 104. — Soluzione della Questione 26; per N. Salvatore 
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Dino. p. 108. — Metodo elementare per calcolare reitamete 
valori prossimi del rapporto della circonferenza al diametro, 
per trovare tanti termini quanti si vogliono delle serie circolari; 
per Giuseppe Mazzola. p. 110. — Notizia bibliografica sulle 
Opere di Desargues; per L. Cremona. p. 115. — Sulla pro-) 
iezione iperboloidica di una cubica gobba; per L.Cremona. p.122. 
— Sul cerchio che taglia armonicamente tre segmenfi dati; ‘per 
A. Serra. p. 127. 


Anno Il. Maggio 1864. Lezioni sulla teorica delle fun- 
zioni Jacobiane ad un solo argomento, per F. Brioschi. p. 129. 
— Teorica de’ covarianti e degli invarianti; per @. Janni. p. 
135. — Sulle divisioni omografiche immaginarie; per G. Bat- 
taglini. .p. 142. — Intorno ad un determinante piu generale di 
quello delle radiei delle equazioni; ed alle loro funzioni omogenee 
complete; per N. Trudi. p.152. — Soluzione delle quistioni 1, 
2, 14, 15. p. 158. — Quistioni. p. 160. 


Anno ll. Giugno 1864. Teorica de’ covarianti e degli in- 
varianti; per G. Janni. p. 161. — Sulle forme binarie de’ primi 
quattro gradi; per G. Battaglini. p. 170. — Intorno ad un de- 
terminante piü generale di quello delle radici delle equazioni; ed 
alle loro funzioni omogenee complete; per N. Trudi. p. 180, — 
Soluzione delle quistioni 30, öl; per G. Battaglini. p. 186. — 
Soluzione delle quistioni 694 de’ Nouvelles Annales; per A. 
Torelli. p. 191. — Errata corrige; per L. Cremona. p. 19. 


Monatsbericht der königl. preussischen Akademie 
der Er 10 in Berlin. (Vergl. Literar. Bericht 
Nr. CLXVIL S. 5.) 


Juni 1864. Weierstrass: Ueber ein die elliptischen Fun- 
ctionen betreflendes Theorem. S. 381. (Blosse Mittheilung des 
Titels einer gelesenen Abhandlung.) 


Juli 1864. Kummer: Ueber die Strahlensysteme, deren 
Brennflächen Flächen vierten Grades mit sechszehn singulären 
Punkten sind. S.495—S. 499. (Die betreffenden Gleichungen 
sind vollständig mitgetheilt, sind aber zu viele, um hier abge- 
druckt werden zu können.) — Aronhold: Ueber den gegensei- 
tigen Zusammenhang der 28 Doppeltangenten einer ‘allgemeinen 
Curve vierten Grades, mitgetheilt von Herrn Weiertrass. 
Ss. 499—523. — Poggendorff: Ueber eine neue Klasse von In- 
ductionserscheinungen. S. 552 —570. 


August 1864. Magnus: Ueber Wärmestrahlung. S.593—598. 
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